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パ ス カ ル の 定 理 に 関 連 し て

津 田 丈 夫

(1975年4月26日 受付)

昨年の一般数学の講義の中で パスカルの定理の話をした。 それに関連して次の2,

3の 命題を述べたが,文 献で見たことがないので報告したい。

定理1.2円2,,9、 が1,Jで 交 って

いる。 夫 々1,Jを 通 る2つ の 直線AB,

A'B'が 各 円 と交 る点をA,BA',B'と す

るとき

 AA'  //  BB'

である。

これはよく知られている命題である。ここ

で1,Jを 虚円点に射影して新 しい定理を得

たいが,そ のために少し拡張してお く。

定理2.2円2、,2,が2点1,Jで 交 ってい る。1,Jを 通 る2次 曲線2・ が夫

々の円 と交 る点 をA,A'B,B'と す ると

 AA'  //  BB'

である。

証明

直線 IJ:  lx+my+n=0 のことを今後は単に

 e=o

と略記す る。 ここで

 f =  lx+my+n

の ことであ る。

同様に して

直線

〃

円 臥

円 島

 AA': a=0 

BB' : a=0 

.szl=0 

:s22=0

但し

〃

〃

〃

a  =  px+qy+r 

f3 = p'x + q'y + r' 

S21 = x2+y2+2gx+2fy+c 

S22 = x2+y2+2g'x+2f'y+c'

とす る。

さて



図2

 D2-21=0 (1)

は1次 方程式であ るか ら直線であ る。 しか も連立方程式9、-0,22・=Oを 満 足す る点

は(1)上 にあ るか ら,(1)は9、,2,の 交 点1,Jを 通 る直線をあ らわす。す なわ ち

S2z—s2l=e

として よい。

す ると4点1,J,A,A'を 通 る任意 の2次 曲線 は

 SQ1+kEa = 0 (2)

(々:一 定数)

と書 くことが 出来る。

何 となれば(2)は2次 曲線 であ る,し か も2,-Oと ξ一〇の交点1,Jは 曲線(2)

の点 であ る。 同様 に,,S?、=-Oとa一 〇 との交点A,A'も 曲線(2)の 点 であるか ら

であ る。

全 く同様 に して,4点1,J,B,B'を 通 る2次 曲線は

 S22+k'E =0 (3)

と書 くことが出来 る。

そ こで(2),(3)が 同 一曲線9、 をあ らわす とすれば

 Q1+kEa — S22+k'eQ

と な る 。

 ksa=k'e9+E (... S22-121=e)



 ka-k'Q-1  =  0 

   k(px+qy+r) -k' (p'x+q'y+r') -1=0 

•P - q ..p,-
q'

即2直 線

px+by+r  =0 p'x+q'y+r' = 0 即a==0と β 一 〇

は平行である。(証 明終 り)

定理2の 図で,1,Jを 虚 円点に射影す ると1,Jを 通 る3つ の2次 曲線はすべて円

に なる。又無限遠直線は右図の直線1。J。 にな る。

定理3.

3円2、,2、,2、 が あ るとき,各2円 の共通弦

3本 は1点 で交 る。

とい うよく知 られた命題 になる。

他方で,こ の定理 は今か らわか る ようにパ ス

ヵルの定理 の親戚 である。

先ず パスカルの定理 を述べ よ う。

定理4(パ ス カル).

円 に内接す る6辺 形ABCDEFに 於 て 相対

す る 辺AB,DEAF,DCBC,EFの 夫 々の

交点P,Q,Rは 同一 直線上 にある。

そ こで この定理を少 し拡張 したい。

定理5.

図3

3つ の円錐 曲線2。,2、,2,が いずれ も2点1,Jを 通 るとき,又2。 と9、 の

1,J以 外 の交点 をA,A'と し,9。 と9、 のそれ をB,Bノ とす る。 同様 に2、 と

2,の1,J以 外 の交点をP,Qと す る。 次に 直線AA'とBB'の 交 点をRと す る

とき,3点P,Q,Rは 一 直線上にあ る。

(注意)9,,2、 が いずれ も2直 線にな った場合が 普通 のパ スカル の定理であ る。

証明

直線IJ,AA',BB'を 前 と同様 に ξ一〇,a一 〇,β 一〇 とす る。そ こで

Q1= 20+kea = 0,  S2,----  SZo+k'EQ  =  0

で あ る 。

一 般 に2,+h22-・Oは ・s?、-0と2,一 ・Oの 交 点1 ,J,P,Qを 通 る2次 曲 線 で あ る 。

と くにh-・-1の と き

・S?、一 ・9、-0即 ξ(々a一le'β)-0(4)
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も1,J,P,Qを 通 る2次 曲線であ る。

(4)は 一 方2直 線であ ることは明かであ る。そ して ξ一・Oは 直線IJで あ るか ら直

線

 ka-k'19=0 (5)

は残 りの2点P,Qを 通 る。

又直線(5)は2直 線a一 〇,β ・-oの 交 点Rを 通 らね ばならぬ。即3点P,Q,Rは 同

一直線上にあ る
。(証 明終 り)

この定理5の 図で1,Jを 虚 円点に射影すれば,3つ の2次 曲線 ・S2。,2,,2、は いず

れ も円にな る。そ して3円9。,・s2、,9,の 夫 々2円 ずつ の共通弦AA',BB',PQは 一

点Rを 通 る。即定理3を 再び うる。

結局,射 影変換だけで

パス カルの定理e定 理3⇔ 定理1

な る関係があ ることが判 った。
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