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あ る 最 大 問 題 に つ い て

津 田 丈 夫

(1975年4月26日 受付)

中沢貞治氏が本号に発表される
``だ円に関する円命題"

では,metricの うち面積のことを除外している。 これは 円から1次 変換でだ円に移

れるので,面 積に関しては円で成立してることから,だ 円について言えるか らである。

た とえば,正 射影により円→だ円になるとき(1)面 積の比は不変である。(2)平

行な2直 線は平行な2直 線になる。(3)同 一直線上の線分の長さの比は不変である。

例1.だ 円の互いに共範な2直 径に平行な接線よりなる平行4辺 形の面積は一定で

ある。

例2.だ 円の互いに共範な直径に平行な2接 線と曲線で囲わる部分の面積は一定で

ある。

例3.だ 円周上の任意の点Pを 頂点 とするすべての内接3角 形の面積の最大値はP

に無関係な一定値である。

た とえば

「だ円  x2 2    Y 

 a2Z2= 1
に お い て,点  C(c, 0) (0 < c < a) を通る弦をPQと すると

き,△OPQ(0は だ円の中心)の 面積をSと すれば

(イ)
    a  
  ^2 な らば,Sの 最 大 値 はabで,cに 関 係 しな い。 ただ し,PQの

傾きはCに 関係す る。

(ロ) c     a    ^2 ならば,Sの 最大値はcに 関係するが,そ のときのPQはx軸

に 垂直 でCに 関 係 し ない 。

この こ とを証 明す る に は,だ 円 の代

りに 円 を 用 い て も よい 。 そ の際,初 等

幾 何 に よ るか,あ る い はPQの 傾 きを

parameterと して 微 分 に よれ ば,上

の こ とは 容 易 に証 明 で き る。

と ころが,式 の美 し さ に ひか れ て,

次 の方 法 を とっ てみ る と,意 外 の 抵 抗

に会 った の で,書 い てみ る こ とに した 。

Pの 座 標 を 図1



 (a  cos  01, a sin O1), 01 E (-7r, 0)

Qの 座標を

 (a  cos  e2, a sin 02), 02 E (0, ir)

た だ し,  02-01 E (0, 7r)

と して 論 ず る。

 0  0  1 

S =-1- a cos Oi a sin 61 1 = —21 a2 sin(O2_Oi) 

a cos 02 a sin 02 1
(1)

で,弦PQはCを 通ることから

 C 0 1 

 a cos  01 a sin 01 1 =0 

a cos 62 a sin 02 1

これから

 c(sin  O2—sin  61) —asin(02-01) = 0 (2)

(2)と い う条件 下 で(1)の 最 大 値 を 求 め る ので あ るか ら,Lagrangeの 乗 数 を 用

い る。

まず

 F(01, 02) = 1--a2 sin(02 —0i)—A(c(sin 02—sin OD —asin02 —01)) 
     2 =2+aitsin(02-01) —Ac(sin 02—sin OD

と し,θ 、,θ2の 範 囲 を 閉 区 間 に変 更 し

 01  E [ -7r, 0] , 02 E [0, 7r]

と す る 。F(θ 、,θ2)を θエ,θ、 で 偏 微 分 し て

F81 = —22 +aA) cos(02—e1)  +Ac  cos  e1 = 0
          2 F02=a+ ad) cos (02 — 01) — Ac cos 02 = 0

(3)

(4)

(3)+(4)か ら

Ac(cos  01—cos 02) = 0 (5)

こ こで,`≠0か ら

(i)  A  =  0 (ii) A 0



の2つ の場 合 が 生 ず る。

(i)λ===Oの 場 合

(3)か ら

こ の と き,

cos(02-01) = 0

        2

 S= a2 -Yで

これは たしかにSの 最大値である。

また,(2)の 条件から

こ こで

sin 02—sin  01 = —ti
e

sin 02 = sin (0i + Z) = cos e1
に注意すれば,(6)は

したがって

cos  01—sin  O1 = 1/ 2 cos (81+ 4)c
cos (81+4)=^2----c

 a  
^2c<1 • c?^2

これから・輪 書 となるための腰+分 条件は

 a  
 c>^2

で,こ れ が(イ)に 対 応 して い る。

(ii)λ ≠0の 場合

(5)か ら  cos 01 = cos 02

01=-02

これを(2)に 代入すれば

これから

 2c  sin  02=a  sin2  82 = 2a sin 02 cos 02

sin 02=0 02=0, n

図2

(6)

(7)



cos 02 =B2 = cos-1c 
 aa

(8)

とな る。

さ て,(2)の 左 辺 を

 G(0, 02) = a(sin 82—sin O1) +c sin(01-02)

とお け ば,こ れ は2変 数 θユ,θ2の 連 続 関 数 で あ る。

し たが っ て

 G(01,  02) = 0

は θ、,θ、,平 面 に お け る連 続 曲線 で,か つ 閉 集 合 で あ る。 これ をpと お く。 また

 E  = ((01, 02)101 6 [—n, O] , 02 6 [0, 7r] , 02-01 6 [0, n1)

とす れ ば,.Σ と2の 共 通 部 分2。 も閉集 合 で あ る。

した が っ て,面 積S(θ 、,θ,)は ・S?。に お い て,最 大 値 お よび 最 も値 を と る。

と ころ で,・Σ の 境 界 で はS=Oで あ る。 これ は(7)の と き,Sは 最 小 で あ る こ と

を示 す 。

した が っ て,(8)の と きSは 最 大 とな る。 この と き

 02 = cos-' 
                a

で あ るか ら,PQはx軸 に 垂 直 で あ る。

図3 図4

な お,λ ≠0で あ るか ら

 cos(02-01) 0

で あ る。 も し

 cos(02-01) = 0 (9)



な らば,(3)か ら

この とき

したが って

cos 0, = 0 = —  2

02 = —0, =1-r-        2

cos(0 2-0 1) = cos  n = —1

で,(9)と 矛 盾 す る。

す なわ ち

これは

を意味する。ただし

 cos(62—e1)  0 e2-012-

c     a  
   1/2

smax = c V a2—c2

で,こ れ が(ロ)に 対 応 す る。
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