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Separable  Boolean algebra

subalgebra

のある種の

について

森 通

(佐賀大,文 理）

1.まえがき

Separable Boolean algebraのsubalgebraは つ ね にまた

separable Boolean algebraであるか。この問題 の解 答 は否定 的 で

ある。そのcounter-exampleを示すのが この小 論 の 目的 である。 な

お また separable Boolean algebraのdual space (i.e.Boolean

space)がseparable space であることは証明 で き るが、 逆 に

Boolean space がseparableで あれ ば,そ のdual algebraは

またseparable Boolean algebraで あ るか 。 この問 もまた 否 定 さ

れ る こ とが 証 明 で きる.§2で 述 べるBoolean algebra　の表現に関

するStone'sTheoremはその内容 だ け を記 述 し証 明を は ぶいた つ

ぎに 参 照に した文献 を 紹介 して お く。

1.  P.  R.Halmos  : Boolean algebras . (1959) . 

2. R. Sikorski: Boolean algebras, Berlin, (1960 

3. A. Horn and A. Tarski : Measures in Boolean algebras, 

                Trans. Amer. Math. Soc. 64 (1

§ 2. Free Boolean algebra.

Compact Hausdorff space Hに おい て,任 意 のopen setが

open-closed setsのunoonと して表されるとき、Hの こ とを



Boolean　speceと い う.

Theorem1.Rを 任 意 の 集 合 と す る.RからBoolean algebra

2={0,1}の中へのmapping全 体 の 集 合 をＨ とすれ ば,HはＢoolean

spaceであ る と考 え ら れ る.こ のspaceをＲの Cantor spaceと い

う.

Proof.勝 手 な.x∈Rに 対 し,Ha;{o,1}と 定 義 す れ ば,Hは

product set PXERIIXと な る.お の お の のＨdiscrete topo-logy

を導入すれば、,Hxはcompact Hausdorff space と な るの

で,Ｈ はproduct topology に 関 し て,Tychonoffの 定 理 に よ り同

じ くcompact Hausdorff spaceと な る 。Hのelement h の

X∈Rに お け る値 をh(Ci)で 表わ せ ば,Ｈ のproduct topologyの

定 義 に よ っ て,{h:h(x)=δ}(た だ し,z∈R,δ ∈2)な る 形 の

sets全 体 のfamilyがHのsubbaseを 形 成 す る.従 っ て そ れ ら の

finite intersectionsがbaseを 作 る 。 た とえば{h;h(z)=1}の

complementは{h;h(Z)=0}と な る の で{h:h(Z)=δ}な る 形

のsetは　open-closed setである 。 し たが っ てHの 任 意 のopen

setはopen-colsed setsのunionで あ る.故 にHはBoolean

spaceで あ る.q.e.d.

この 定 理 に お い てRと して 任 意Boolean algebra　Aを考え る ・

Ａ2の 中 へ の2-Valued homomorphism全体の 集 合Aを 作

れ ばAはＡ のCantorspace Hのcosed subsetで あ り,

Hのreltive spaceとしてBoolean spaceと な る ・ こ のAを

Aのdual spaceと い い,Aのopen-closed sets全 体 の 集 合 が

作 るfield AaをＡ のdual algebraと い う こ と に す れ ば',いわ ゆ

る つ ぎ のStone representation theorem が な りた つ ・Theorem2

.Boolean algebra Aのdual space Aのdu一
ノ

al algebraをAaとして、AからAaの中へのmapping fを

5ω={ad∫a〔 勿=1}('Zt∈.4)

と定義 すれ ば,fはAか らAaの 上 へのisomorphismである ・



A,B,C

をBoolean algebras とし、fはBか らAの 中 へ の

homomorphism,qをeか らBの 中 へ のhomomorphismと す る.

こ の と きeか らAの 中へのmappingf・qを

(5・9)(z乙f(9(a))(or∈ θ)

と定 義 すれ ば,(こ れ をfとqのcompositと いう)f・qは 明 らか に

homomorphismある 。さ らにhをDからeの 中 へのhomomor-phismとすれば

 50(g  h)---  (fog).  h

がなりたつ。boolean algebra B　のあるsubset g 含 む 最小 のsubalge-

bra D のことを　gに よ っ てgenerateさ れ たBのsubaLgebra

とい い,gをDのset of generatorsという

boolean algebra B　がsubset g　によって　generateされら任 意 のBoolean algebra Aの 中 への勝 手 なmapping gが β か

らAの中へのhomomorphism f extendさ れ ると き、 すな わち

 (JO=  g(u) for every zc E

で あ るとき,ｇ はfreely generates Bであるとか、 βはfree

ongであ る と い う.Boolean algebaが あ るsubsetによって

greely generateさ れ る と き,そのalgebraをfreeで あ る とい

う.・

Boolean algebra B がfreeで あ る こ と を つ ぎ の よ う にdia-

gramに よ っ て定 義 す る こ と も で き る.Bはsubset g によ っ て

generate .され る と す る 。ｈ を

g  Ai`

彰 か らBの 中 へ の  mapp  g

i.e. h (2t) = E

とし,Aを 任 意のBoolean algebra,qをgから ・Aの 中 への

勝 手なmappingと しよ う.こ の とき,Ueh)ω ¢9ω

を満 た す β か らAの 中 へ のhomomorphism f が存 在 する.



Theorem3.濃度aを も つ 任 意 の 集 合RのCantor space H2の

dual algebra Baは濃度aの あ るsabsetに よ っ てfｒeely　 genera-

teされ る 。 す な わ ち,d≧ ミ。 の と き β.はpower a の　free Boo-

lean algebraで あ る ・

Proof.Rか らHa.の 中 へ のmapping,tiを

 = h( .z) = 0 , t,(z)= h : h (z) 11

と 定 義 す れ ば,t1はone-to-oneあ る か ら,image t1(R)の 濃

度 はRのそ れ と 同 じでaで あ る.t1(R)に よ っ てgenerateさ れ るfie-

laFはHaのtopologyの 定 義 に よ っ てHaのbaseを 作 る.Haの

任 意 のopen-closedsetCはFのsetsのunionで あ る が,Cは

compactで あ る か らFのsetsのfinite unionで あ る.Fはfield

であるからCEF故 に が い え る 。 つ ぎ にBaがfree

on t1(R)であ る こ と を 証 明 し よ う 。 、Aを 勝 手 なBoolean algebra

と し,9をRか らAの 中 へ の 任 意 のmappingと し よ う ・aの

dual space をAと し,お の お の のa∈Aに 対 し9〈a)=・a・9と 書

く.任 意 のa∈Aに 対 して9(a)(izUCtで あ る か ら,甲 はAか らHCt

の 中 へ のfunctionで あ る 。

 OK)1(t;tz))= {a: aog E ti(z)}= {a,: a(g(z)) = 1 } 
cf' 1(ta(z))= {a: as g E t0 (z) j = {CG• alg = 0 I

がな りた つ こ と と,to(R)ut1〈R)が π のsubbaseで あ る こ と か ら,

Ψ はcontinuous functionで あ る 。Aのdual algebraをaと

しaか ら しaaの 上 へ のisomorphismをkと す る ・baか らa

の 中 へ のmapping fを

 f  lv) = 1,2-1 ( y-1(v)) (v 130( )

と 定 義 す れ ば,・9の 連 続 性 に よ っ てfは β.か らaの 中 へ のhomo-

morphismで あ る.fの性質 に よ っ て(P〈a)∈ ち(z)で あ る こ と と

a(f(ti(2)))=1で あ る こ と と は 同 値で あ る 。 ま だ 〔*)に よ っ て

(p(a)∈ti(Z)で あ る こ と とa(g(z))累 ⊥ で あ る こ と も 同 値 で あ る.

ゆ えに す べ て のaに つ い てa(ず(亡i(z)))=a(9(Z))が ななりた つ ・ 従 っ



てfot1=qで あ る ・ い い か え れ ばhomomorphism fはmapping

qのextensionで あ る.こ れ を 利 用 して β.がfreeBoolean

algebraである こ と が 証 明 で あ る ・b2のpowerがaで あ る こ とは

つ ぎ の 定理 に よる.濃 度aのsetof generatorsを も つinfinite

Boolean algebraの 濃 度 はaで あ る.q.e.d.

Boolean algebra4のelemetsか らな るindexed.set{orx}x∈X

が つ ぎ の条 件 を 満 足 す る と き,independentで あ る とい う 。 す な わ ち,

任 意 のfinite sequence{czii}(Xi∈x,ピ 幸ブな ら ばZt)ecuゴ)お よ

び 任 意 のfinite sequence{ε 君(ε ゼ藍一!0γ1)に 対 して

 zi E2 i2 fl ••••11 E 71, 2Z-z *

ただ し ε＝1の と き εμ η 剛zの εi=一 工の と き εイ晦 『 簸 ゼ

と す る.)

 Corollary 1. FreeBoolean algebira Baのset of free

generat・ γst、(E)一 個(z)}z∈Rし まi・zdeP2nderztな'Zndezed

setで あ る.

証 明 は 明 ら か で あ る.

Theorem4・ ・4、,-d、vexnt("n弓,,弓 、に よ つ てfreeiy ge-

nerateさ れ るBoolean algebraと し,gとg2が 同 じ濃 度 を も

てば,A1と ・A2、はisomorphic(onto)でそのisomorphismに よ

っ てg1とｇ2はone-to-oneに 対応 す る.

Proσf.左 図 のdiagramに よ っ て 証 明 す る.庖1を ξt,か ら 弓2

 le111'2 f,W.f2 

12 122 

2

の 上 へ のone一to-onemappingと し,k2

をそ のinverse mappingと す る.h1,h2

をそれぞ れ 弓■,弓2か ら 、A,,"2の 中 へ の

identity mappingとす るa1,a2

はfγeeで あ る か らpfz・h,=h2。 々エ,f2。h2=hz。 彪2をみたすho-

momorphisms f1,f2が 存 在 す る 。

f■。hユ=h2。 危エ わ＼ら プ2。fエ 。h1=チ2。h2。le1== -h1。 池2。le1`ん ■

∫、・h、=h、 ・le2か らf、 ・ち ・h、=f、 ・・hゴfe、 臨 々、・ん 、・le、 留 ん 、



す な わ ちf2・fi・h1=h1,f1。f2。h2=h2

f2。fiはh1のextensionで あ る.またA1の 上 のidentityho一

momorphismもまたhエ のextensionで あ る ・ し か る にh1のex-tension

のuniquenessからf2・f1=identity.同 様 に し てf1f2

=identity .したがってfiもｆ2も そ れぞ れisomorphism

で あ る 。q.e.d.

Corollary1 β を 濃 度aX6のfree Boolean algebra,

yをそ のset of free generatorsと す れ ばgはindependent 

indexed setであるProof.gのPowerはaで あ るか らTheorem4に よ っ てba

か ら β の 上 へ のisomorphism hが 存 在 し,tよ(R);{t↓ 〈z)}zcRは

independent indexed setで あ る か らph〔t"R))=gも同様 に お

の中 のindependent indexed setと な る ・q.e.d

 § 3.  Separable Boolean algebra
Boolean algebra AのsubsetDに ついて 勝 手なu#o

に 対 してGキV三%と な るV∈ ∂∂ が 存 在 す る ときDをdense(in

A)で あ る と い う 。Aが 高 々 可 算 個 て あ るdense subset Dを 含 む

と き,Aはseparableで あ る という

Theorem5.濃 度a〉 ざoを もつfree Boolean algebra A

はseparableでは な い.

・Proof .Aはfreeで あ る か ら,Theorem 4のCorol1ary1に

よ っ てaをgenerateす るset of free generators ie inde一

pendent indexed set{力{z乙z}aeX(X二Q⇔ が あ る ・

(*)  E1uz1nS2uz2n...  nEnuzn*o

(z、eX,zaFブ な らばZiキzわ ε6-10γ1)

(*)の よ うな 形 を した もの全 体 の集 合 を とす る.い まaがsepa一

rable、 で あ る と して?で の高 々 可算個 のdensesetを 諭 魏勉 け と



し よ う.{U¢}ZEXはaのset of generatorsで あ る が ら,任 意 の

ZL4キOに 対 し てZLi⊇vな るv∈2ti?が 存 在 す る.

砂 一 ε・%∩ ε・Ux2∩ … ∩enUa.と表現 さ れ る が,{・r・vUz
、,

の
…
フ πz%}=Waと お きpお の お の のu1に 対 し(鴉 を 作 り 拭 ろ 富

労 ∫ と お け ば,hの 濃 度 は ≦ ざ 。で あ る 。 ゆ 兀 に{ec¢}z∈X-n.#O.

Zb'E{2Lz},nceX-・-O(Cな る ・z(!.をと れ ば,orキoで あ る か ら,あ る ・ZLiが

あ っ て

（**）u⊇ 紛 ⊇ εμz、 ∩ ε、Uz,∩ … ∩ εnorrCve∈ 詔

Ztfは 硯 銑,「az2,…)ZtZnの い ず れ と も 異 な る か ら

蜘 εμ ズ、∩ εμz。 ∩ … ∩ εnUx.dF。

で な け オしぱ な ら な い.と こ ろ が(*)oに よ っ て

Uノ ∩ εzJU2i∩Le2ZL」Z2∩ …A8nUxフz==O

これ は 明 ら か に 矛 盾 で あ る.

故 に(Aはseparableで は な い こ と が 証 明 された 。9.e.d.

あ る 集 合Xのsubsetsが 作 るfield fに つい て,Xの 相 異 な る2

点ｘ、Yに 対 してz∈uか つ@Guと な る よ うなu∈7が あ る と

き タtfieLd5ギ はsepaγattn9で あ る と い う.

TheOrem6.濃 度2Ctで あ る 任億 の 集 合Xに 対 して,濃 度 がCt(・

あ るXのsubsetsか ら な るseparating field fが 存 在 す る.

Proof cantor space haの 濃 度 は20fで あ る.haのdu-

al algebra baはseparating fieldであり,Theorem3に よ

っ てそ の 濃 度は(aで あ る.し か る にhaとXの 濃 度 は 同 じ で あ る か ら,

haか らXの 上 へ のone-to*one mapping fがある.こ のfを 用 い

てfamily f={ゴ(zの}%∈Bdを 作 れ ば,fが 求 め る も の で あ る こ と は

明 ら か で あ る.q.e.d.

Theorem7.任 意 の 濃 度(× ≧ ζ 。に 対 して,Cantor space

h2aは濃 度aのdense subsetを 含 む.

Proof.H20f=Pz∈RHIctC琵=20〈)で あ る.Theorem6に

よ っ て 濃 度aで あ るRのsubsetsか ら な るseparating fielfd fが



存在す る.お の お の のZt.,∈97に 対 して,

z∈2∠ な らば'h'a(z)m'1

Z隼Uな ら はこ ん鹿(∬)駕0

で あ る よ う なHダ の 要 素huを 対 応 せ しめ る.こ の よ う なhz(《ZLG筆)

全 体 の集 合Xの 濃 度 はaで あ るfield fはseparatingで あ るか

ら,Rの 相 異 な るpointsか ら な る勝 手 な 組{Zエ2(Z2プ ・・,CZn}お よ び

1また は 一1か ら な るsequence{ε ■,ε2プ ・・3ε%}に 対 し て

ε4二1な ら ばf乙t∈z乙

£i=一 ⊥ な ら ばzガ 隼or

となる ・re・$y鈍 れ る.θ ク=振 み:傭 戸1}と定義す れ ば,こ の こ

とは

砺 ∈ε、σz、 ∩ ε・ら ∩ … ∩L¢nGZn

で あ る こ と を意味 す る 。 ε、CTti∩'一 ∩ ε.rzθクnな る 形 のsetは ∬ヂ

のopen　 baseを 作 る の で,Xはた しか にH2Ctの 中 のdense　 Subset

で あ る.q.e.d

Theorem8.濃 度Ct≧ ざ。で あ る任 意 のsetXの す べ て の

subsetsか ら な るfield fは β にisomorphicで あ るsubfi-

sld fを 含 む'cし だ が っ てfはfree Boolean algebraで あ る.

Proof。Theorem7に よ っ て,XはCantor space h2aの 濃

度aのdense subsetで あ る と して 証 明 す れ ぱ 十 分 で あ る.故 に2a

か らfの 中 へ のmapping hを

h〈a)=a∩x(.・ze∈e2・ ・)

と 定 義 すれ ば,XがH2aでdenseで あ る こ とか らhはisomorphism

(into)で あ る.Theorem3に よっ てB2aはfreeで あ る.し た が っ

てisomorphic image{h`(ta}uep 、ckはfreeBooleana∠ge・hiaで

あ る.q.e.d.

Theorem8に お い てo=ざ 。とし た と き,field fは 明 ら か に

separable Boolean algebraである。と こ ろ が.B2ge。 にisomor-

phicなfのsubfield f はfreeで あ る.ゆ え にTheorem5に



よってf separable Boolean algebraで は な い.

従 っ て,separable Boolean algebraの subalgebraは 必 ず

しも ま た separableで は な い と い うcounter-exampleができた わ

けで あ る.

 § 4.  Necessciry condition for separability

The。rem9・ 任 意 のseparableBooLeanaLgehra4のdu-

aLspaceAはsepaγaわlesf)aceで あ る.

ProOf,・..・(ilの 葛 々 可 算 個 のdensesetを{・ZLi}と お く.{la:

a(Ui)=1圭=Af包 ま1,2 .,""一')と お き,お の お の のAtの 中 か ら 一

っ ず つ 任 意 の 点aiを 選 び だ し,か か る 偽 全 体 の 集 合XがAでdense

で あ る こ と を 証 明 しよ う 。aoをa。 ≒ 偽 くt=1 ,2,…)な るAの

任 意 の 点 と す る.a。 を含 む 任 意 の 開集 合Gを と れ ば,Theorem2に

よ っ てa。 ∈{・z;a(a)-!}2Gtを満足 す る 。Pe・n-cl・sθdseガka:

a(a)〒i}が 存 在 す る 。)4はseparableで あ るが ら ク こ のuに

対 しu⊇aゲ ≒○ な るz(iが とれ,Ai⊆{a:a .(a)=1}が な り たつ.

故 に θ の 中 にa。 キa♂ な るaゼ ∈Xが 含 ま れ る こ と に な り,Xはderz一

εε で あ る こ と が わ か る.q.e.d

eant・ γspaceH2ge.はBooleanspaceで あ り,The。rem7に

よ っ てH2Steはsθ1)aγa6/esクacε で あ る.し か し で のduaLaLge一

わγCtB2Sl・ はtfyeeBooleanatgeわ γaで あ る か らs・ePaγable

Uは な い 。 しだ が ってBoolpanatgeblaがsepaγableて ごあ る了こ

め に は で のdualspaceがseparableで あ る こ と が 必 要 条 件 で は あ

る が 十 分 条 件 で は な い こ と が 示 さ れたわ けで あ る 。


