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概 要

本論文では、車の流れを完全非対称単純排他過程 (TASEP)、歩行者を離散時間で更新する待ち行列にてモデ
ル化することで、新しい境界条件に従う TASEPモデルを考案する。まず、モデルを用いて交差点における車の
流量をモンテカルロシミュレーションにより解析した。結果、歩行者が交差点をふさぐ平均時間を単純に考慮し
た TASEPモデルと比べ、流量が減少することを発見した。また、平均場近似を用いた数理解析により導いた近
似解は、幅広い歩行者流入量の範囲内においてよい近似を見せることを示した。さらに、このモデルに信号機を
加えたモデルを考案し、近似解を導出した。

1 序論

交通渋滞は世界的な問題の一つである [Helbing(2001)]。

車は一台一台が無視できない大きさの体積を持ち、そ

れぞれの車がぶつかり合うことはない。また、自らが

外力なしに運動を行う粒子である。前者は排他体積効

果、後者は自己駆動粒子と呼ばれる。車の流れをモデ

ル化するためには、以上二点を満たすものでなくては

ならない。そのようなモデルの一つに完全非対称単純

排他過程 (TASEP) がある [Blythe and Evans(2007)]。

TASEPとは、セルオートマトンを用いた離散時間かつ

離散座標のモデルである。ASEPは一次元のセルに区切

られたレーン内で定義される。レーンにはN 個のセルが

存在している。レーンには進行方向が存在する。最も後

方のセルから順番に 1,2,· · · ,N 番目のセルと呼ぶことと
する。それぞれのセルは粒子がある、粒子がないという

二種類の状態を持つ。各セルの状態は離散時間で全ての

セルについて一斉にアップデートされる（パラレルアッ

プデート）。アップデートの際は、自らのセルに粒子が

あるかどうか、また自分の一つ前方のセルに粒子がある

かどうかが確認される。自らのセルに粒子がおり、前方

のセルに粒子がいない場合にのみ、確率 pで粒子はセル

一つ分だけ前進する。この操作を繰り返すことにより、

粒子は前進してゆく。次に、境界条件について説明す

る。N 個のセルの両端は別のルールによってアップデー

トされる。このように両端を持つ TASEPを開放系と呼

ぶ。まず、1番目のセルのアップデートルールを説明す

る。アップデート時、1番目のセルに粒子が存在してい

るかが調べられる。そして、粒子が存在していない場合

には、確率 α にて粒子が挿入される、つまり粒子が流

入する。次に、N番目のセルについて説明する。アップ

デートでは、N番目のセルの粒子の存在が調べられる。

粒子が存在している場合に限り、確率 βにてその粒子が

取り除かれる、つまり粒子が流出する。すべてのセルを

同時に更新する方法をパラレルアップデートと呼び、こ

の方法でのTASEPは交通流で最も有名なモデルの一つ

であるNSモデルの最高速度 1の時と同じモデルとなる

[Nagel and Schreckenberg(1992)]。以上のルールに従う

TASEPは厳密解がすでに求まっており、三種類の相を

持つことが知られている [de Gier and Nienhuis(1999)]。

三種類の相はそれぞれ LD、HD、MCである。LDは密

度の低い状態、HDは密度が高い状態、MCは流量が最

大になる状態をあらわしている。LDと HDの二つの状

態が変化する相転移線（共存線）上にパラメータを設定

すると、密度が不連続に変化する部分、つまり衝撃波

が観測される。交通流の研究では、この相転移ライン

が自然流と渋滞を分けるラインである。近年はこのモ

デルをベースとして多様な分野の研究がなされている

[Woelki(2013), Wood(2009)]。　

2 交差点における交通流のモデル

図 1: Model

本論文において用いられたモデルは開放系TASEPの

境界条件を変更したものである。交差点を想像すると、

左折する車の流れは横断歩道上の歩行者によってさえぎ
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られる。歩行者が一人でも存在している場合は、車は流

れることができない。そのことを境界条件としてモデル

に加える。

まず、歩行者のモデルについて説明する。歩行者は次々

と横断歩道内に流入し、いくらかの時間だけ横断歩道上

に存在した後、横断歩道を出ていく。そのような挙動を

する歩行者は、離散時間でアップデートされる待ち行列

によってモデル化される。横断歩道上には、何人かの歩

行者が存在している。横断歩道上の歩行者の数には上限

はない。歩行者の移動は車に影響を受けることはない。

そして、単位ステップ時間ごとに、歩行者がレート λの

ポアソン分布に従い流入する。つまり、n人歩行者が流

入する確率が 1
n!λ

je−λである。また、同時にアップデー

ト時に交差点を渡っている歩行者は確率 µで横断歩道か

ら流出する。流出の判定は、歩行者一人ひとり別々に行

う。つまり、m人の歩行者が存在していれば、m回流出

の判定を行う。このモデルは連続時間におけるM/M/∞
型待ち行列の離散型に対応している。

次に、変更した TASEPのモデルについて説明する。

変更する条件は、N 番目の最後のセルの境界条件であ

る。このモデルにおいて、最後のセルは横断歩道の前の

位置を表している。N 番目のセルにいる車は歩行者が

いるときには流出することができない。歩行者がいない

状態に限り、確率 pで系の外へ流出することができる。

このルールの変更によって、通常の流出レート β とは

違い、流出確率が時間に依存した関数としてあらわされ

る。この点が、通常の開放系TASEPと異なる点である。

3 交差点の交通モデルと新しい境界

条件を持つTASEPモデルの等価性

歩行者によって流量が制限される車の流れが、新し

い境界条件を持つ TASEP となっていることを説明す

る。歩行者のモデルは定常状態における厳密解がわか

り、横断歩道上に j 人の歩行者が存在している確率が

pj =
1
j!

(
λ
µ

)j

e−
λ
µ である。歩行者の数の解を使って、車

のモデルの境界条件を書き換えることができる。車の目

線から見ると、歩行者が一人でも存在しているのかどう

かのみが問題であるので、歩行者が一人以上いる状態を

すべて一括で考える。歩行者のいる状態を”open”、歩行

者のいない状態を”closed”と表記する。この表記のもと

では、歩行者が横断歩道上に存在せず、車が流出できる

状態となる平均の確率は Prob(open) = p0 = e−
λ
µ であ

る。つまり、平均的な出口における流出確率はこれに移

動確率 pをかけて< βt >= pe−
λ
µ である。ここで、この

TASEPモデルの流出における境界条件は、毎回独立で

ある通常のTASEPとは違い独立ではないがマルコフ性

を持った条件になっていることがわかる。つまり、それ

ぞれ openや closedであるときに、次のステップで open

のまま維持されるか、それとも closedの状態になるか

という遷移確率が求められる。この遷移確率は、open

の場合は openのまま維持する確率が高めであり、逆に

closedの場合も closedのままである確率が比較的高くな

る。歩行者が一度横断歩道内に流入するとある程度の時

間は歩行者が横断歩道上に存在する時間が継続し、逆に

横断歩道に歩行者が存在しない場合は新たな歩行者が流

入するまで歩行者がいない状態が続くためである。ここ

で、µが大きければ通常の TASEPに近く、たとえ平均

の open状態になる確率である e−
λ
µ が同一の場合であっ

ても、歩行者の状態は現在の状態の次の状態への依存度

が低下するが、µが小さければ上述の効果が大きく現在

の状態を維持しやすくなる。これは、µが小さければ小

さいほど、歩行者が長い時間横断歩道内にとどまるから

である。µ = 1の時は通常の TASEPと等価なモデルと

なる。

ここで、このモデルを通常の開放系TASEPと同様の

β を用いた記法であらわす。この時に、開放系 TASEP

の βに対応する指標として、出口における流出確率の平

均 < βt >を使用する。すると、このモデルは TASEP

と同様に扱うことができる。

表 1: openと closedの遷移確率。現在の状態が openで

あるのか closedであるのかによって次の状態がどのよ

うになるのかの確率が違う。
now open closed

next

open e−λ e
−λ

µ
(1−e−λ)

1−e
−λ

µ

closed 1− e−λ 1− e
−λ

µ
(1−e−λ)

1−e
−λ

µ

4 モンテカルロシミュレーションの

結果

新しい境界条件を持つTASEPのシミュレーション結

果 (p = 0.72、µ = 0.2)は (図 2)である。x軸は流入レー

ト αであり、y軸は流出確率の平均である < βt >であ

る。結果は密度プロットになっており、y軸に近い部分

が LD、x軸に近い部分が HD、赤い部分がMCに対応

している。通常の TASEPと比べて、HDにおける流量

が低下している。そのことにより、相転移位置が上方に

移動している。これは、新しい境界条件の影響である。

(図 3)は 1番目のセルから N 番目のセルまでにおいて
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粒子が存在している確率（密度)である。左側が 1番目

のセル、つまり入口に近い部分である。右側が N 番目

のセルであり、出口に近いセルである。注目すべきは紫

色と黄緑色のプロットである。紫色はすべての場合にお

ける密度平均を取った場合のプロットである。それと比

べて、黄緑色のプロットは、出口が openである場合の

時に粒子が存在しているかの確率（密度）をプロットし

たものである。出口付近では、紫色のプロットと黄緑色

のプロットがずれている。つまり、出口付近では出口が

openであるかどうかによって、平均密度が変わってく

ることを示している。その理由について考察する。ここ

で重要な役割を示すのが µの値である。新しい境界条

件によって、openの場合はその状態をより持続させる。

また、closedの場合も同様である。このことから、車の

粒子は一度流出可能である openの状態になると長いス

テップ数流出可能になる。TASEPには排除体積効果が

あるため、それぞれの粒子の相互作用が働き、一度出口

の境界が openになってから実際に車が流出する確率は

(図 4)のように変わっていく。この確率は大局的に見て

減少していくのがわかる。また、同様に粒子の存在する

確率、密度も低下していく。その作用によって、平均的

に見れば同じ確率だけ openになっていたとしても、µ

の値が小さくなれば小さくなるほど、長時間 openが継

続し、流量も少なくなる。よって、HDの総合的な流量

が低下し、渋滞が起きやすくなることから渋滞の境目を

決める相転移位置が上方にシフトする。µ = 1と µ → 0

のケースについて< βt >に対する流量を示したものが

(図 5)である。µ = 1の時は通常の TASEPと同じであ

るのでこの効果は全くなく、µ → 0の時が最もこの効果

が大きくなる。この場合は流量は平均流出確率 < βt >

に比例する。これは一度歩行者が流入すると非常に長い

時間流出しないため、(図 4)における、xの大きい流量

が実現されている状態である。その他のケースについて

は、流量がこの二つのケースの中間となり、µの低下と

ともに徐々にに流量は減少していく。

図 2: p = 0.72 かつ µ = 0.2 とした場合のシミュレー

ションの結果。x軸は流入レート αであり、y軸は流出

確率の平均である < βt >である。結果は密度プロット

になっており、y軸に近い部分が LD、x軸に近い部分が

HD、赤い部分がMCに対応している。通常の TASEP

の結果と比べるとHDの流量が異なる。それに伴い相転

移位置が移動している。黒い線は平均場近似によって出

された近似的な相転移線である。

図 3: 1番目のセルからN 番目のセルまでの粒子が存在

している確率（密度）。青色がすべての場合について密

度を平均した場合、黄緑色が出口が openである場合の

みについて密度を平均したもの。出口付近においては、

粒子が存在する確率が出口状態に依存していることがわ

かる。
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図 4: セルに粒子が詰まっている状態から出口の境界条

件を openの状態に固定したときの、粒子が流出する確

率の変化。初めて出口が openに変わった時は、粒子が

流出する確率は pである。しかし、その次の時間に粒子

が流出する確率はそれより小さくなる。この値は出口が

openになってから奇数の時は大きめの値、偶数のとき

は小さめの値を取るが、大局的に見ると openになって

から時間が経過していけばして行くほど確率が減少して

ゆく。

図 5: µ = 1の時と µ → 0の時の HD、MC相における

流量の比較。それぞれ流量の最大値、最小値をあらわし

ている。µの値が減少すると、それに従い流量の曲線が

値が小さくなる方向へ変化していく。

5 平均場近似によるHD相の近似解と

それを用いた相転移位置の予測

新しい境界条件を持つTASEPの流量の近似解を導出

する。ここで、LDとMCにおける流量は出口の境界条

件によらないことがわかっているので、通常の TASEP

の厳密解と等しい。そこで、出口の境界上限の影響が存

在する HD の相における解を導出する。解を導出する

際には平均場近似を使用する。本来、すべてのセルの粒

子は相関関係を持っている。しかし、それぞれの相関関

係を無視することで近似的な解を得られる。同様に、出

口周辺のセルにおいてある出口状態で粒子存在確率（密

度）が等しいという仮定を置く。この仮定は (図 3)にお

いて、出口付近の粒子の存在確率（密度）が出口状態が

openであるか closedであるかに依存しているものの、

出口に最も近いセルとその隣のセルではその密度の差は

小さく、また HD の相では出口状態を考えなければ平

均密度はほぼ等しいことがわかっているため、妥当な近

似の仕方であるといえる。平均場近似によって、それぞ

れのセルは四種類の状態を独立に持つことになる。その

四種類とは、出口が openであるのか closedであるのか

という二種類と、セルに粒子がいるかどうかの二種類の

二通りを掛け合わした、四種類である。その四種類の状

態を ρ0,open、ρ1,open、ρ0,closed、ρ1,closedとおく。0は粒

子がいない状態、1は粒子がいる状態をあらわす。それ

ぞれ四種類の状態に対応して、状態遷移に関する四つの

方程式を立てることができる。それらを連立二次方程式

として解き、不適な解を除く。残った適する解を用いて

pρ1,open を計算すると、それが流量である。

以上の方法を用いて導出した平均場近似解とシミュ

レーションを比較する。x軸を< βt >とした場合は (図

6)となる。シミュレーションは αを十分を大きな値と

しており、HD相が現れるように調整している。流量が

最大になっていない部分がHDの相に対応する部分であ

る。(図 5)と同様の図の µ = 0.2の場合に当たる。HD

相における平均場近似解は< βt >の小さな範囲内にお

いてはよい近似を示していることがわかる。途中からず

れてしまっているのは、平均場近似による近似のずれが

大きくなってしまうこと、また粒子の存在確率が出口状

態に大きく依存するようになることから、仮定からのず

れが生じるからである。このグラフを見方を変えて、x

軸を歩行者の流入量 λに置き換えると、ほぼすべての x

においてよい近似であることがわかる。λの増加によっ

て、車が通過できる open状態になる平均確率が指数関

数的に減少することから、すぐさま平均場近似で近似で

きる範囲内に入るからである。本論文における、歩行者

の効果を知る点では、平均場近似はよい結果を与えてい

るといえる。

この近似解を用いて、自然流と渋滞を分ける相転移線

（共存線）を求める。相転移線は LDにおける流量とHD

における流量が等しくなり、共存可能になるときの流入、

流出レートの関係性をあらわす線である。導出では先程

の近似解と、LDにおけるTASEPの厳密解 α(p−α)
p−α2 を等

値し、数値解をプロットする。そのうち適切な範囲内を

取り出したものが (図 2)の黒線である。この線はある程

度の範囲内まで正確に二つの相の境界を示している。
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図 6: µ = 0.2、p = 0.72における平均場近似による解と

シミュレーション結果の比較。x軸を < βt >としてい

る。平均場近似による解は < βt >の小さい範囲で正確

な近似を示す。平均場近似は < βt >= 0, pにおいて流

量がなくなるが、これは通常のTASEPのHDにおける

厳密解が同様に < βt >= 0, pで流量 0になることに対

応しており、自然である。

図 7: µ = 0.2、p = 0.72における平均場近似による解と

シミュレーション結果の比較。x軸は歩行者の流入レー

ト λとしている。ほぼすべての歩行者流入レートにおい

て近似とシミュレーション結果は一致している。

6 信号機がある場合

信号機がある場合、車だけでなく歩行者も赤信号に

より流出を止められる。このことにより、歩行者が青信

号になった瞬間に大量に歩行者が流れる過渡現象が生じ

る。この現象は非定常の現象である。(図 8)は信号機の

ある流れにおける時空図である。時間を横軸、N 個の

セルを縦軸に並べた場合に、車が存在していれば黒、存

在していなければ青で表示されている。出口は最も上

方の部分である。この図から青信号になってからもある

程度の時間は車が流出できずにたまったままであること

がわかる。このように過渡現象が車の流れを止めてい

る。過渡現象により車が流出できない時間を除いた時

間が車両に対する実質的な青信号の時間である。その

時間は青信号時間 T、赤信号時間 T ′ を用いて近似的に

T− 1
− ln (1−µ) (lnT

′λ+γ+ 1
2T ′λ −

1
12(T ′λ)2 +

1
120(T ′λ)4 )で

ある。ある程度の歩行者流入量がある場合は、車の流量

は信号機の実質的な青の継続時間に比例するとみなすこ

とができる。以上の理論的考察と、平均場近似による解

を合わせる。その結果が (図 9)である。近似解はほぼす

べての歩行者流入量の範囲内でよい近似を示している。

図 8: 信号機と歩行者流入がある場合の時空図。青信号

と赤信号で周期的に出口周辺の様子が変化する。青信号

になった直後は粒子が流れていないことが見て取れる。

それは、青信号になり一斉に横断し始めた歩行者によっ

て、車両が実質的に進めない時間が存在するからである。

図 9: x軸を歩行者の流入量とした場合の信号機の存在

を考慮した平均場近似解とシミュレーションの比較。青

信号の継続時間は全体の 60パーセントである。青い点

は流入量が多いときをあらわしており、歩行者が少なく

なるとMC相になる。赤い点は流入量が多くない場合で

あり、その場合は歩行者が一定量までは LD相、つまり

自由流である。流量が減少し始める部分が渋滞流に変わ

る相転移をあらわしている。
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図 10: x軸を青信号の長さとした場合の信号機の存在を

考慮した平均場近似解とシミュレーションの比較。歩行

者の流入レートは 0.2である。青信号時間が極端に短い

場合には流量がない状態があることがわかる。これは、

たまった歩行者が流れる過渡現象による時間のみで青信

号の継続時間が終了してしまったことを意味する。

7 結論

本論文では、歩行者が交差点に進入する場合に車両が

横断歩道を渡る、また交差点を左折する際の流れをモ

デル化し、その流量をシミュレーションを用いて解析し

た。また、理論解析によって、このモデルが流出確率を

独立からマルコフ過程に変えた、新しい境界条件を持つ

TASEPであることを示し、定性的な性質を理解した。そ

して平均場近似によって、密度の高いときの流量の近似

解を求めた。さらに加えて、信号機を用いた場合の歩行

者の流れの非定常現象について考察し、信号機と歩行者

が存在する場合の車両の流量の近似解を導出し、シミュ

レーションとある一定の範囲内においてよい近似を示す

ことを確認した。本研究によって、累計としては同じ時

間交差点内に存在し、車両の通過可能時間の平均が等し

い場合でも自転車のような交差点を素早く通過する乗り

物に比べ、歩行者の存在する交差点は、より流量の低下

が起きやすいことが示された。さらに、流量は歩行者の

流入量にしたがって指数関数型の減少を見せるため、少

ない歩行者量でも交通容量の減少が大きいことがわかっ

た。本研究では、歩行者は必ず優先されるべきであると

の仮定を置いている。つまり、歩行者を押しのけて車両

が通過することはない。現実的には逆の場合もあり得る

だろう。しかしながら、それはより危険な交通環境を生

み出す行為である。実際に、歩行者にとって安全であり、

多くの交通容量を確保できる環境を作り出すことが求め

られる。その際に本研究での結果が良い示唆を与えるだ

ろう。
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