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超離散周期戸田格子の幾何学的実現

野邊 厚
Atsushi Nobe

千葉大学教育学部

概 要

周期離散戸田格子の時間発展はそのスペクトル曲線である超楕円曲線と他の平面曲線との交叉
を用いて幾何学的に実現できる．また，このような幾何学的枠組みは超離散化の手法を用いてト
ロピカル幾何学に翻訳可能である．本稿では，その帰結として得られる，超離散周期戸田格子の
トロピカル平面曲線を用いた幾何学的実現について概観する．

1 超離散周期戸田格子

次の写像 ζ : R2g+2 → R2g+2の定める離散力学系を超離散周期戸田格子とよぶ：

(J ,W ) = (J1, . . . , Jg+1,W1, . . . ,Wg+1) 7→ (J̄ ,W ) = (J̄1, . . . , J̄g+1,W 1, . . . ,W g+1)

ここで

J̄i = ⌊Wi, Xi + Ji⌋ , W i = Ji+1 +Wi − J̄i, Xi =

⌈
k∑

l=1

(Ji−l −Wi−l)

⌉
0≤k≤g

(1)

（i = 1, 2, . . . , g + 1）であり，下のように記号を定める：

⌊A,B, . . .⌋ := min (A,B, . . .) , ⌈A,B, . . .⌉ := max (A,B, . . .) for A,B, . . . ∈ R

さらに，
∑0

l=1 (Ji−l −Wi−l) = 0および
∑g+1

i=1 Ji <
∑g+1

i=1 Wiと仮定する．写像 ζの t回（t = 0, 1, . . .）
の繰り返しに対しては上付き添え字で表すものとする：

(J t,W t) =
(
J t
1, . . . , J

t
g+1,W

t
1, . . . ,W

t
g+1

)
:= ζ ◦ ζ ◦ · · · ◦ ζ︸ ︷︷ ︸

t

(J ,W )

超離散周期戸田格子は周期離散戸田格子の超離散化であることが知られている．初期値を正整数に
とる場合，周期的境界をもつ有限個の箱の列といくつかの玉を用いてその時間発展を実現することが
可能であり，とくに周期箱玉系とよばれる [8, 3]．
超離散周期戸田格子のスペクトル曲線を導入しよう．次のトロピカル多項式 F を考える：

F (X,Y ) := ⌊2Y, Y + ⌊(g + 1)X,Cg + gX, · · · , C1 +X,C0⌋ , C−1⌋

ここで，係数C−1, C0, . . . , CgはJ ,W のトロピカル多項式として適切に定められているとする [2, 5]．
すなわち，次の区分線形写像が与えられていると仮定する：

ψ : R2g+2 → Rg+2; (J ,W ) 7→ (C−1, C0, . . . , Cg) (2)
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実は，C−1, C0, . . . , Cgは時刻 tによらず一定の値をとる，すなわち超離散周期戸田格子の保存量であ
るようにとることができる [2]：

Cg = ⌊Ji,Wi⌋1≤i≤g+1, Cg−1 =

⌊Ji + Jj ,Wi +Wj⌋
1≤i<j≤g+1

, ⌊Ji +Wj⌋
1≤i,j≤g+1
j ̸=i,i−1

 , . . .

多項式 F の定めるトロピカル曲線を Γ̃とする [1]：

Γ̃ :=
{
P ∈ R2 | F is not differentiable at P

}
係数C−1, C0, . . . , Cgを適当にとれば Γ̃は種数 gのトロピカル超楕円曲線となる [4]．Γ̃から半直線を
取り除いた曲線を Γで表す．Γ̃もしくは Γを超離散周期戸田格子のスペクトル曲線とよぶ（図 2(a)）．
超離散周期戸田格子の相空間を T :=

{
(J ,W ) |

∑g+1
i=1 Ji <

∑g+1
i=1 Wi

}
とおき，Γ のモジュラ

イ空間を C := {(C−1, C0, . . . , Cg)} とおく．また，(2) の定める写像 ψ : T → C に対し TC :=

ψ−1(C−1, C0, . . . , Cg) ⊂ T とおき，TC を超離散周期戸田格子の等スペクトル集合とよぶ．
対合 ι : Γ → Γ;P = (X,Y ) 7→ P ′ = (X,C−1 −Y )に対し，P ′を P の共役とよぶ．曲線 Γの 2g+2

個の頂点を Viおよび V ′
i で表す（i = 0, 1, . . . , g）．さらに，頂点 Vi, Vi−1, V

′
i−1, V

′
i を反時計回りに回

るサイクルを αiで表す（i = 1, 2, . . . , g）．
以下，簡単のため，とくに断らない限り種数 gは偶数であると仮定する（奇数の場合については [5]

参照）．

2 時間発展とトロピカル曲線

スペクトル曲線 Γ上の g次正因子全体の集合をD+
g (Γ)とする．D+

g (Γ)の元 T を次で定める：

T := V0 + V ′
g +

(g−2)/2∑
i=1

(
V2i + V ′

2i

)
(3)

また，集合D+
g (Γ)から Γの g次対称積 Symg(Γ) := Γg/Sg への全単射DP := P1 + P2 + · · ·+ Pg 7→

dP := {P1, P2, . . . , Pg}を µで表す．
ここで，次のトロピカル多項式を考える：

G1(X,Y ) =

⌊
⌊Ci(J3,g+1;W 2,g) + (i− 2)X⌋

2≤i≤g

, (g − 1)X,Y − J1 −W1

⌋
,

G2(X,Y ) =

⌊
⌊Ci(J4,g+1;W 3,g) + (i− 3)X⌋

3≤i≤g

, (g − 2)X,Y + ⌊J2,W1, X⌋ −
2∑

i=1

(Ji +Wi)

⌋

ただし，次のような記法を用いた：

J i,j := (∞, . . . ,∞︸ ︷︷ ︸
i−1

, Ji, Ji+1, . . . , Jj ,∞, . . . ,∞︸ ︷︷ ︸
g+1−j

), W i,j := (∞, . . . ,∞︸ ︷︷ ︸
i−1

,Wi,Wi+1, . . . ,Wj ,∞, . . . ,∞︸ ︷︷ ︸
g+1−j

)

（i ≤ j, i, j = 1, 2, . . . , g + 1）．これらを用いてトロピカル曲線 L1および L2を定める：

L1 :=
{
P ∈ R2 | G1 is not differentiable at P

}
,

L2 :=
{
P ∈ R2 | G2 is not differentiable at P

}
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曲線L1, L2をトロピカル射影平面に埋め込んで交点数を計算することにより，L1とL2はアフィン
部分においてちょうど g点で交わることがわかる．さらに，それら g個の交点は Γ上にあることも示
される．この事実を用いて，トロピカル固有ベクトル写像 ϕ : TC → Picg(Γ) := Dg(Γ)/Dl(Γ)を次の
ように定める [6]：

ϕ(J ,W ) ≡ P1 + P2 + · · ·+ Pg (mod Dl(Γ))

ここで，P1, P2, . . . , Pg は３曲線 L1, L2,Γの交点とし，Dg(Γ)は Γ上の g次因子全体の集合，Dl(Γ)

は Γの主因子群とする．
超離散周期戸田格子の時間発展 (1)は Symg(Γ)上で適切に定められた加法⊕を用いて表される（加
法⊕の定義については [5, 6]を参照）．

定理 1 ([5]) (3)で定められた T に対し，τ = µ(T ) ∈ Symg(Γ)とおく．このとき，次の図式は可換：

TC
µ◦ϕ−−−−→ Symg(Γ)

(1)

y y⊕τ

TC −−−−→
µ◦ϕ

Symg(Γ)

定理 1より，超離散周期戸田格子の時間発展は Symg(Γ)上の加法を用いて次のように表される：

dP̄ = dP ⊕ τ ⇐⇒

dQ ⊕ dP ⊕ τ = o,

dQ ⊕ dP̄ = o,
(4)

ただし，dP = µ(DP )，DP = P1+ · · ·+Pgなどであり，oは加法⊕の単位元である．さらに，Picard

群 Pic0(Γ)において，(4)は次のように書き換えられる：

DQ +DP + V ′
g − V ′

0 − 2D∗ ≡ 0 (mod Dl(Γ)), (5)

DQ +DP̄ − 2D∗ ≡ 0 (mod Dl(Γ)), (6)

ここで，D∗ = g
2(V0 + V ′

0)であり，DQ = Q1 + · · ·+Qg = µ−1(dQ)とおいた．これらの式は Γ上の
有理関数の存在を示しているので，(5),(6)の左辺をそれぞれ主因子とするような有理関数を用いて，
超離散周期戸田格子の時間発展は実現できる．
正整数M をM ≥ ⌈J ,W ⌉となるようにとる．整数 i = 0, 1, . . . , gおよび j = 1, 2, . . . , g + 1に対
し，SjCiを次のように定義する：

SjCi := Ci(J1, . . . , Jj − (g − i+ 1)M, . . . , Jg+1;W ) + (g − i+ 1)M

すなわち，Ciにおいて Jj を含まない項を取り除いたものが SjCiである．
トロピカル多項式

H1(X,Y ) :=

⌊
⌊S1Ci + iX⌋

0≤i≤g
, Y

⌋
(7)

を用いて，トロピカル曲線K1を定義する：

K1 :=
{
P ∈ R2 | H1 is not differentiable at P

}
トロピカル多項式H1が自然に定める平面上の有理関数を Γに制限したものをH1|Γで表す．トロ
ピカル固有ベクトル写像により定まる Γ上の点 P1, P2, . . . , Pg ∈ Γをトロピカル曲線K1 が通れば，
(5)を満たす点Q1, Q2, . . . , Qg ∈ ΓもK1上に存在する．
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命題 1 ([5]) スペクトル曲線 Γ上の点 P1, P2, . . . , Pg ∈ Γを曲線K1が通ると仮定する．このとき，Γ

上の有理関数H1|Γは次を満たす：

(H1|Γ) = DQ +DP + V ′
g − V ′

0 − 2D∗ (8)

すなわち，Q1, Q2, . . . , Qg は ΓとK1との交点である．

種数 gは偶数であるとしているため，(6)よりDP̄ = DQ′ を得る．

定理 2 ([5]) DP およびDQを (5)を満たす g次正因子とする．また，T を (3)により与えられる g

次正因子とする．このとき，dP̄ = dP ⊕ τ で定められる Symg(Γ)の元 dP̄ は次のように与えられる：

dP̄ =
{
Q′

1, Q
′
2, . . . , Q

′
g

}

3 種数2の具体例

以下では g = 2と仮定する．次のように周期箱玉系の初期値を与える：

J0 = (J0
1 , J

0
2 , J

0
3 ) = (3, 2, 1), W 0 = (W 0

1 ,W
0
2 ,W

0
3 ) = (3, 2, 4) (9)

時刻 t = 4までの時間発展は次のようになる：

J1 = (J1
1 , J

1
2 , J

1
3 ) = (3, 2, 1), W 1 = (W 1

1 ,W
1
2 ,W

1
3 ) = (2, 1, 6),

J2 = (J2
1 , J

2
2 , J

2
3 ) = (2, 1, 3), W 2 = (W 2

1 ,W
2
2 ,W

2
3 ) = (2, 1, 6),

J3 = (J3
1 , J

3
2 , J

3
3 ) = (2, 1, 3), W 3 = (W 3

1 ,W
3
2 ,W

3
3 ) = (1, 3, 5),

J4 = (J4
1 , J

4
2 , J

4
3 ) = (1, 2, 3), W 4 = (W 4

1 ,W
4
2 ,W

4
3 ) = (1, 4, 4)

これらは箱と玉を用いて図 1のように実現できる．

��������� ������ ���
��������� ������ ���

������ ��� ���������
������ ������������

��� ���������������
図 1: 初期値 (9)に対する t = 0から 4までの周期箱玉系の時間発展．

スペクトル曲線 Γは次のトロピカル多項式 F で与えられる：

F (X,Y ) = ⌊2X,Y + ⌊3X, 1 + 2X, 3 +X, 6⌋ , 15⌋ (10)

これは種数 2のトロピカル超楕円曲線であり，頂点の座標は次の通りである：

V0 = (1, 12), V1 = (2, 10), V2 = (3, 9), V ′
0 = (1, 3), V ′

1 = (2, 5), V ′
2 = (3, 6)
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(b) t = 0から 4までの点列

図 2: 固有ベクトル写像 ϕを実現する３曲線 Γ, Lt
1, L

t
2の交叉および交点の列．

固有ベクトル写像を与えるトロピカル曲線 L1および L2は次のトロピカル多項式により定まる：

G1(X,Y ) = ⌊J3,W2, X, Y − J1 −W1⌋ , G2(X,Y ) =

⌊
0, Y + ⌊J2,W1, X⌋ −

2∑
i=1

(Ji +Wi)

⌋

初期値 (9)に対しては次のようになる：

G0
1(X,Y ) = ⌊1, 2, X, Y − 6⌋ , G0

2(X,Y ) = ⌊0, Y − 8, Y +X − 10⌋

図 2(a)に Γ, L0
1，L

0
2およびこれらの交点 P 0

1 = (1, 9)，P 0
2 = (2, 7)を示す．固有ベクトル写像を繰

り返し適用することで，J0,W 0,J1,W 1, . . .に対応する Γ上の点列

P 0
1 = (1, 9), P 1

1 = (1, 7), P 2
1 = (1, 5), P 3

1 = (1, 4), P 4
1 = (1, 3), . . .

P 0
2 = (2, 7), P 1

2 = (2, 6), P 2
2 = (2, 5), P 3

2 = (3, 6), P 4
2 = (3, 7), . . .

を得る（図 2(b)）．点 P t
1 および P t

2 はそれぞれサイクル α1および α2を反時計回りに回る．
時間発展を考えよう．曲線K1を定めるトロピカル多項式は次の通り：

H1(X,Y ) = ⌊Y, S1C2 + 2X,S1C1 +X,S1C0⌋ ,
S1C2 = C2(J1 −M,J2, J3;W ) +M = J1,

S1C1 = C1(J1 − 2M,J2, J3;W ) + 2M = ⌊J1 + J2, J3 + J1, J1 +W2⌋ ,
S1C0 = C0(J1 − 3M,J2, J3;W ) + 3M = J1 + J2 + J3

初期値 (9)に対しては次のようになる：

H0
1 (X,Y ) = ⌊Y, 3 + 2X, 4 +X, 6⌋
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図 3: 初期値 (9)のもとでの周期箱玉系の時間発展と対応するトロピカル曲線 Γ,Kt
1の交叉．
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図 3(a)に ΓとK0
1 の交叉を示す．交点 Q0

1，Q
0
2 の共役 Q0

1
′，Q0

2
′ が次の時刻の点 P 1

1，P
1
2 であり，

これらは固有ベクトル写像により J1，W 1と対応する．図 3(b) – 3(d)に ΓとKt
1の交叉を示す．こ

れらは t = 1, 2, 3の時間発展と対応する（[6]）．
交点の座標を決定するには，stable intersection [7]の考え方と Γ上の有理関数を用いる．二つのト
ロピカル曲線の辺同士が重なっているとき 1，それらの交点が辺上のどの点であるか特定することは
一般に難しい．このような状況のとき，stable intersectionにおいては，交点が自明になるような曲
線の摂動をすべて考え，そのような交点の（摂動→ 0での）極限が存在するとき，それを２曲線の
交点と定める．例えば，図 3(a)において，ΓはK0

1 と五つの頂点 (V0, V1, V
′
2 ∈ ΓおよびU0, U1 ∈ K0

1 )

で （stable intersectionの意味で）交わる．このことから V0 + V1 + U0 + U1 + V ′
2 − V ′

0 − 2D∗ ≡ 0

(mod Dl(Γ))となるが（(5)参照），主因子が P 0
1 + P 0

2 +Q0
1 +Q0

2 − V0 − V1 −U0 −U1である Γ上の
有理関数が存在するので

P 0
1 + P 0

2 +Q0
1 +Q0

2 + V ′
2 − V ′

0 − 2D∗ ≡ 0 (mod Dl(Γ))

を得る．よって，ΓとK0
1 との交点は P 0

1 , P
0
2 , Q

0
1, Q

0
2 および V ′

2 である．P
0
1 = (1, 9), P 0

2 = (2, 7),

V0 = (1, 12), V1 = (2, 10), U0 = (1, 5), U1 = (2, 6)より Q0
1 = (1, 8), Q0

2 = (2, 9)．したがって
P 1
1 = Q0

1
′
= (1, 7), P 1

2 = Q0
2
′
= (2, 6)となる．
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1例えば，図 3(a)において，K0
1 の垂直な２辺は Γ̃の垂直な２辺と重なっている．
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