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概 要

Gray-Scottモデルは,解に様々な時空パターンを与える 2変数反応拡散系として知られている. 村田実

貴生氏との共同研究により,時空パターンを保存した離散化及び超離散化が得られた. 本稿では,連続

系と離散系の解の対応を見るために,離散 Gray-Scottモデルの解の収束について議論する.

1 はじめに

本稿では,次の偏差分方程式を扱う.
us+1

n =
mp(us

n)+δ (2mp(us
n)w

s+1
n +a)

1+δ{(ws+1
n )2 +a+1}

ws+1
n =

mq(ws
n)+δ{mp(us

n)(mq(ws
n)

2 +1)+b}
1+δ (2mp(us

n)+b)

(dGS)

ただし, s ∈ Z≥0, 0 ≤ n ≤ N, a,b > 0, δ > 0, p,q ∈ Z>0,

mp(u
s
n) := (us

n+p +us
n−p)/2,

mq(w
s
n) := (ws

n+q +ws
n−q)/2,

0 ≤ u0
n ≤ 1, w0

n ≥ 1 (∀n).

(dGS)は,反応拡散系の一つとして知られている Gray-Scottモデルの離散化として報告された [1].

Gray-Scottモデルは以下の偏微分方程式系:
∂u
∂ t

=
∂ 2u
∂ t2 −uv2 +a(1−u),

∂v
∂ t

= D
∂ 2v
∂ t2 +uv2 −bv.

(GS)

ただし, u := u(t,x), v := v(t,x), t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ L, L,D > 0.

(GS)は三種類の物質による自己触媒反応のモデル化として報告された [3].

U+2V → 3V

V → P

u,vはそれぞれU,V の濃度に対応している. また, ξ :=
√

2δ/pとすると (dGS)は以下の様に変形で
きる.

us+1
n −us

n

δ
=

us
n+p −2us

n +us
n−p

(pξ )2 −mp(u
s
n)(w

s+1
n −1)2 +a(1−mp(u

s
n))+O(δ )

ws+1
n −ws

n

δ
=

q2

p2

ws
n+q −2ws

n +ws
n−q

(qξ )2 +mp(u
s
n)(mq(w

s
n)−1)2 −b(mq(w

s
n)−1)+O(δ )

(δ → 0)

これより, (dGS)は, w := v+1, D= p2/q2とした場合の (GS)に収束することが分かる. さらに,(dGS)

は超離散化することも可能で,初期条件及びパラメータに条件を課すことでセルオートマトンにな
ることも知られている [3].
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(dGS)の解は様々な時空パターンを与える. その例として以下のようなものが挙げられる. p =

3, q = 1, δ = 0.1として (a,b)を変えている.

1. (a,b) = (0.03,0.10) 2. (a,b) = (0.04,0.06)

3. (a,b) = (0.04,0.09) 4. (a,b) = (0.04,0.11)

縦軸が s軸で,横軸が n軸.

(GS)の時空パターンと (dGS)のそれとが類似していることもわかっている. そこで, (dGS)の解
の性質が (GS)の解の性質をどの程度反映させたものかを明らかにしたい. そのためには,連続極限
で方程式 (dGS)が (GS)に収束することを述べるだけでは不十分であり,離散系と連続系の解同士
がどのように対応しているかを検証する必要がある. 本論文では, (dGS)の解が連続極限をとるこ
とで (GS)に収束するものかを検証したい.

2 解の収束について

本節では (dGS)の解の収束性について議論する. 初期条件とパラメータ a,b, p = 3,q = 1を固定
して δ のみ動かした場合 (dGS)の解は以下のようになる.

(a,b) = (0.04,0.06)

δ = 0.1 δ = 0.025 δ = 0.00625
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(a,b) = (0.04,0.11)

δ = 0.1 δ = 0.025 δ = 0.00625

これらの図から (dGS)の解が, δ を小さくすることで何かしらの関数に近づいて行っている様子
が見られる.

(GS)の初期条件に対して 0 ≤ u(0,x) ≤ 1, 0 ≤ v(0,x)を課す. この初期条件と比較原理から 0 ≤
u ≤ 1, 0 ≤ v (∀t,x)が成り立つことを注意しておく. さらに,境界条件として Neumann境界条件を
課した場合を考える. また,解の収束を議論するために,以下の (dGS)及び (GS)のそれぞれの解に
関する事柄を認める.

(A1) (dGS)の解ws
nに対して, s,n,δ によらない正定数Mが存在し,任意の s,nにおいて以下が成り

立つ.

ws
n −1 ≤ M

(A2) 十分な滑らかさをもち,微分が有界な (GS)の解 u,vが存在する.

(A1)及び (A2)を認めると,次の命題が示され, δ → 0とすることで (dGS)の解が (GS)の解に収
束することが言える.

定理
u,v: (GS)の初期値境界値問題の解
us

n,w
s
n: (dGS)の初期値境界値問題の解

さらに,

u(0,ξ n) = u0
n, v(0,ξ n) = w0

n −1

とする.

このとき,任意の正定数 T に対して, δ を十分に小さくとると s,n,δ に依らないある正定数Cu,Cw

が存在し,次が成り立つ. 
max

0≤n≤N
|us

n −u(δ s,ξ n)| ≤Cuδ

max
0≤n≤N

|ws
n −1− v(δ s,ξ n)| ≤Cwδ

(∀s ≤ T/δ )

証明 証明は [2]の手法を参考にして行った.

ũs
n := u(δ s,ξ n)

ṽs
n := v(δ s,ξ n)

及び,

Es
u := max

0≤n≤N
|us

n − ũs
n|

Es
w := max

0≤n≤N
|ws

n −1− ṽs
n|
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とし, Es
u,E

s
wが満足する差分不等式を導く.

まず, (A1)を用いることで,次が成り立つ.

us+1
n = mp(u

s
n)+δ{−mp(u

s
n)(w

s+1
n −1)2 +a(1−mp(u

s
n))}+O(δ 2) (δ → 0)

さらに, (A2)を用いることで,次が成り立つ.

ũs+1
n = ũs

n +δ{uxx(δ s,ξ n)− ũs
n(ṽ

s
n)

2 +a(1− ũs
n)}+O(δ 2) (δ → 0)

=

{
ũs

n +
(pξ )2

2
uxx(δ s,ξ n)

}
+δ{−ũs

n(ṽ
s
n)

2 +a(1− ũs
n)}+O(δ 2) (δ → 0)

=
us

n+p +us
n−p

2
+δ{−ũs

n(ṽ
s
n)

2 +a(1− ũs
n)}+O(δ 2) (δ → 0)

ここで,

mp(ũ
s
n) = ũs

n +O(δ ) (δ → 0)

ṽs+1
n = ṽs

n +O(δ ) (δ → 0)

に注意すると

|us+1
n − ũs+1

n | ≤ |mp(u
s
n − ũs

n)|+δ |{−mp(u
s
n)(w

s+1
n −1)2 +a(1−mp(u

s
n))}

−{−mp(ũ
s
n)(ṽ

s+1
n )2 +a(1−mp(ũ

s
n))}|+O(δ 2) (δ → 0),

= |mp(u
s
n − ũs

n)|+δ |−{(ws+1
n −1)2 +a}mp(u

s
n − ũs

n)

+mp(ũ
s
n){(ws+1

n −1− ṽs+1
n )2 −2(ws+1

n −1)(ws+1
n −1− ṽs+1

n )}|+O(δ 2) (δ → 0).

(dGS)の初期条件に対して課した 0 ≤ u0
n ≤ 1, 1 ≤ w0

nから,任意の s,nに対して 0 ≤ us
n ≤ 1, 1 ≤ ws

n

が成り立ち, 0 ≤ ũ ≤ 1及び ws
n −1 ≤ Mを用いることで, s,n,δ によらない正定数C1が存在し, Es

uに
対して次の差分不等式が得られる.

Es+1
u ≤ Es

u +δ{(M2 +a)Es
u +2MEs+1

w +(Es+1
w )2}+C1δ 2

同様の計算を繰り返すことで, s,n,δ によらない正定数C2が存在し, Es
wに対して次の差分不等式が

得られる.

Es+1
w ≤ Es

w +δ{M2Es
u +(2M+b)Es

w +(Es
w)

2}+C2δ 2

ここまでで得られた差分不等式から次の補題が得られる.

補題 1 f := f (t), g := g(t) (t ≥ 0)を次の常微分方程式系の解とする.
d f
dt

= (M2 +a) f +2Mg+g2 +C1δ
dg
dt

= M2 f +(2M+b)g+g2 +C2δ

f (0) = g(0) = 0

(∗)

このとき,次の不等式が成り立つ. Es
u ≤ f (δ s)

Es
w ≤ g(δ s)

(s ∈ Z≥0)
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この補題は, E0
u = E0

w = 0及び f ,gの微分が非負であることから従う. また,この補題にある f ,gに
関して有限時刻において爆発が生じる可能性があるが,これは T を固定したときに δ を十分小さく
とることで回避できる. さらに, f ,gに対して次の補題が成り立つ.

補題 2 f ,gを (∗)の解とする. T を固定したときに δ を十分小さくすると δ によらない正定数C f ,Cg

が存在し,次の評価も得られる.  f ≤C f δ

g ≤Cgδ
(0 ≤ t ≤ T )

これら二つの補題を組み合わせることで命題の証明が完了する.

3 今後の課題

本稿では,離散 Gray-Scottモデル (dGS)の解の収束性について議論した. その際に二つの事柄を
認めて議論を行った. (A1)は (dGS)に関するもので,(A2)は (GS)に関するものだった. (A1)につい
ては,何らかの手法を用いて証明を行おうとしている. 差分方程式の比較原理を用いた手法を中心
として検討している. (A2)については,これを仮定するのではなく,結論として (GS)の解の存在を
示したい. 具体的には, (dGS)の解が適当な関数空間に於いてコーシー列をなしていることを示す
ことで達成できると考えられる. これを遂行するために次のような命題を証明していた.

命題 (dGS)の解 us
n,w

s
n は δ に依存しているので,以後 us

n(δ ),ws
n(δ )と書くことにする. 0 < δ < 1

とし, {δℓ}∞
ℓ=1は以下を満たすとする.

0 < δℓ+1 < δℓ < δ 2 (δℓ < δ , |δℓ−δm|< δ 2 (∀ℓ,m))

さらに, u0
n(δℓ) = u0

n(δm), w0
n(δℓ) = w0

n(δm) (
∀ℓ,m)とする．

このとき, ∀T > 0に対して, δ に依存しない正定数Cu,Cwが存在し,以下の不等式が成り立つ.

sup
n
|us

n(δℓ)−us
n(δm)|<Cuδ

sup
n
|ws

n(δℓ)−ws
n(δm)|<Cwδ (∀s < T/δ ,∀ℓ,m)

この命題の証明は前述の定理の証明と同じ手法で行うことが出来る. この命題では (dGS)の収束性
をいうことが出来ていない. それは, us

n(δℓ)と us
n(δm)もしくは ws

n(δℓ)と ws
n(δm)が,極限をとった先

で同じ点に収束するとは限らないからである. この命題を改良した次のような主張を示していくこ
とで (dGS)の解の収束性を今後示していきたい.

予想

δk :=
1

2 ·4k , ξk :=
1

p ·2k

sk := 2t ·4k, nk := xp ·2k (t ≥ 0, x ∈ [0,L])

としたとき, m ∈ Z>0に対して,

|usk+m
nk+m

(δk+m)−usk
nk
(δm)|<

C̃u

k

|wsk+m
nk+m

(δk+m)−wsk
nk
(δm)|<

C̃w

k
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