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et Corollarium hoc ducam: ,Quadraturam plenam, analytican,
»aequatione expressam, cujus terminorum dimensiones sint nu-
»meri rationales, perfectiorem quam dedimus, cum arcum quadrante
bbb >Re b iabi A b
AT RN UG s AT
»posita tangente ejus b et radio 1, reperiri non posse. Qualis
cunque enim dabitur, utique progredietur in infinitum, nam alioqui,
ut ostensum est, vel non erit plena sive non quemlibet arcum ex-
hibebit, vel erit certae ad summum dimensionis, quod absurdum
esse demonstravimus. Quodsi jam progredietur in infinitum, ha
utique, quam dedimus, perfectior non est. Commodiorem nosira
ac simpliciorem esse forte possibile est, sed id parum moramur
praesertim cum ne verisimile quidem fiat, simpliciorem atque ni
turaliorem et quae mentem afficiat magis, salva generalitate, re-
periri posse expressionem. Quod facile sic demonstratur. Eslo
aequatio illa inventa gradus cujuscunque cerli, verbi gratia, cubita
quadrato-quadratica, surdesolida seu gradus quinti, gradus sext, e
ita porro, ita scilicet ut maxima aliqua sit aequationis inventas
dimensio, exponentem habens numerum finitum. Hoc posito, lines
curva ejusdem gradus delineari poterit, ita ut abscissa exprimente
sinus, ordinata exprimat arcus, vel contra. Hujus ergo lineae op
poterit arcus vel angulus in data ratione secari, sive arcus, qu
ad dalum rationem habeat datam, inveniri sinus; ergo problem:
sectionis anguli universalis certi erit gradus, solidum scilicet, aul
sursolidum, aut alterius gradus altioris, quem scilicet natura vel
aeqnatio hujus lineae dictae ostendet. Sed hoc absurdum est;
constat enim tot esse varios gradus problematum, quot sunt nu-
meri (saltem impares) sectionum: nam bisectio anguli est pi-
blema planum, trisectio problema solidum sive conicum, quinqu
sectio est problema surdesolidum, et ita porro in infinitum; altius
fit problema prout major est numerus partium aequalium, in qua
dividendus est angulus, quod apud Analyticos in confesso est, &
facile probari posset universaliter, si locus pateretur. Impossibil
est ergo relationem arcus ad sinum, in universum certa aequatione
determinati gradus exprimi. Q. E. D.
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XNE.
COMPENDIUM QUADRATURAE ARITHMETICAE.

»non majorem diximus esse e,

Prop. 1. *) Si per Trianguli (ABC) tres Angulos totidem
lranseant rectae parallelae interminatae (AD, BE, CF), triangulunt
@it dimidium rectanguli comprehensi sub intervallo (CE) duarum
purallelarum et portione tertiae (AG) intercepta inter occursus
gus cum angulo trianguli et latere opposito, si opus, producto
(ig. 3).

Hoc facile demonstrabitur, posito ex hoc angulo (A) in latus
oppositum (BC) agi normalem (AH); ita triangula similia (AHG,
CEB) habentur.

Prop. 2. Series differentiarum inter quantitates ordine per-
tuthalo dispositas major est serie differentiarum inter quantitates
easdem ordine naturali aut minus perturbato collocatas.

Sint tres quantitates ordine naturali dispositae A, A+B, A+B4GC
differentiae B C

sunma differentiarum est B--C;

sint rursus eaedem perturbate dispositae A+B, A, A+B+C
differentiae B B+C

fiet summa differentiarum 2B 4 C, quae major quam ante. I[dem-
quein serie longiore saepius perturbata saepius fiet.

Prop. 3. In serie quotcunque quantitatum differentia extre-
irum non potest esse major, quam summa differentiarum omnium:
intermediarum sive continuarum:

A E|A B C D E

g gota hite] :
ajo m non esse majorem, quam f-+g+h+1. Nam siordine na-
trali sint positae, m est aequalis huic summae, ut constat; sin
ordo sit perturbatus, major est summa differentiarum, quam diffe-
entia maximi: et minimi, hoc est primi et ultimi in ordine na-
lurali, per praeced. prop:; ergor et major quam differentia inter
€S, qui non sunt maximus et minimus (quippe quorum diffe-
tenlia minor est quam maximi et minimi) quales utique in: ordine
perturbato non sunt A et E.

—_—

%) Im Manuscript felilen bis 20 Prop. 9 die Figuren; ich habe
S8 0 wie die betreffenden Buchstaben, in den Lehrsatzen erginzt,
7*
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Nam AVCKA = ABDA (per prop. 8); jam ABCKA—AV(A
= ABCVA = AGCKA, et ABCKA— ABDA = ADCKA; ergo ADCKA
= AGCKA.

Prop. 10. AEDLA=AECKA dupl. (fig. 5).

Nam triang. AEC dimidium est rectanguli BE; jam BE—
ABDLA =AEDLA et AEC— ACKA (id est minus dimid. ABDL)
= AECKA ; ergo AECKA = dimid. AEDLA.

Prop. 11. A figura curvilinea utcunque exigua portionen
abscindere, cujus duplo exhibeatur aequalis figura longitudinis in
finitae, infinitis modis (fig. 6).

Semper enim abscindi potest trilineum orthogonium pb
cujus axis Bu sit normalis ad tangentem Au, et ex punctis our
vae L ducendo tangentes LT ad ipsam BC erit figura resectarun
(ipsis BT aequalium) infinita, nunquam occurrens ipsi 4 et tame
non plus quam duplo major trilineo, per prop. 8.

Prop. 12. Retorta Cycloidis ABCA ,(quae est trilineum bi-
curvilineum, comprehensum arcu cycloidis AC, arcu ecirculi geners
toris AB et BC ordinata cycloidis ad basin rotationis DE paralleli
est duplum segmenti cycloidis (ACA) (fig. 7).

Nam ducta tangente CT est AT aequ. BG, unde per prop. f
constat propositum. *)

Prop. 13. Si BC, ordinata cycloidis, transeat per cer
trum circuli generatoris, segmentum ACA aequatur dimidio qu-
drato radii.

Nam aequatur retortae per praecedentem, sed constal &
aliorum inventis, retortam in hoc casu aequari quadrato radii. Sel
(sine aliorum inventis) sic ratiocinari licet : AFCSA = triang. AFB +
triang. ABC (seu + quadrant. AFBHA) + segm. ACSA; rursis
AFCSA = quadrant. AFBHA + retort. AHBCSA (seu + dul
segm. ACSA, per prop. 12) ergo duos valores aequando fit triang
AFB = segm. ACSA.

P

#) Leibniz hat bemerki: Prop. 12 etiam demonstrari potest sin
ope nostri theorematis novi ex satis jam notis: AFCSA=AFB -+ ABl
- AGSA=AFBHA 4 AHBCSA (1) ex figura; ABC = AFBHA (2) utcor-
stat (quia BC=AHB), AHBCSA= bis AFB (3), ergo in aequ. I er
plicata per aequationes 2 et 3 sublatis® aequalibus restat ACSA= AR,
(. Gy Gh
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Prop. 14. Figuram Angulorum exhibere, cujus scilicet zo-
nee sint ut anguli, modo portiones ab axe abscissae (quae latitu-
dinem zonae faciunt) sint ut sinus (fig. 8).

DE, AB (radius circuli) et EF sint continue proportionales,
¢l GAB etc. FG erit figura angulorum, et erunt zonae GAEFG ut
arcus circulares CD seu ut anguli CAD. Sunt enim zonae GAEFG
duplae respondentium sectorum CADC, nam ducta tangente DT
est AT = EF, nam ob triangula similia ADT et DEA est ED ad
DA ut DA ad AT.

Coroll. Hinc spatium 'infinitum figurae angulorum aequatur
semicirculo.

Haec figura Angulorum respondet Hyperbolae, quae est figura
Rationum. Ut enim secantibus compl. AL radio AB applicatis seu
AL translatis in EH oritur Hyperbola, in qua zonae MBEHM sunt
ut logarithmi rationum AB ad AE, sinus totius ad sinum ang. CAD,
ita secantibus AT translatis in EF, zonae GAEFG sunt ut an-
guli CAD, ;

Curoa Analytica est, cujus natura aequatione certi gradus
exhiberi potest. Parameler est recta constans, aequationem in-
grediens.  Curve analytica simplex est, cujus relatio inter ordi-
natam et abscissam explicari potest aequatione duorum tantum ter-
minorum, ubi et ordinatae sunt in ratione abscissarum secundum
certum numerum multiplicata aut sub-multiplicata, directa aut re-
ciproca.  Si directa, tunc curvae vocantur Paraboloeides, sin re-
viproca, Hyperboloeides. Sit parameter a, abscissa x, ordinata s
erit aequatio generalis pro Paraboloeide a™—"x" =y, eruntque y
in ratione abscissarum x mplicata sub mplicata (ut si esset n — 2
et m=3, forent y in ratione triplicato-subduplicata ipsarum x);
at pro Hyperboloeide fiet a™+7=x®y™, ubi ipsac y erunt in
ipsarum x ratione mplicata sub nplicata reciproca. Curva ra-
tionalds est, cum ordinatae valor in numeris haberi potest ex data
in numeris abscissa, posito parametros in numeris esse datas.
Duze tantam dantur lineae rationales simplices, recta et Hyper-
hola. Unde Hyperbola est curvarum simplicissima quoad ex-
pressionem analyticam, sed circulus quoad constructionem Geo-
metricam.  Logarithmica quoque Transcendentium simplicissi-
M2 esse videtur quoad analysin, cycloeidalis linea quoad con-
Siructionem.
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VE
DE VERA PROPORTIONE CIRCULI AD QUADRATUM CIRCUM-
SCRIPTUM IN NUMERIS RATIONALIBUS EXPRESSA. *)

Proportiones curvilineorum ad Rectilinea investigare Geo-
melrae semper sunt conati, et tamen nunc quogque, etiam post
Algebram adhibitam, nondum ea res satis in potestate est secun-
dum methodos quidem hactenus publicatas: neque enim haec pro-
blemata ad aequationes Algebraicas revocari possunt, et usum fa-
men pulcherrimum habent, inprimis in Mechanica ad purae Geo-
metriae terminos reducenda, quod norunt, qui talia profundius in-
spexere, pauci quidem, sed maxime eximii Mathematicorum. Primus
Archimedes, quantum constat, invenil, quae sit ratio inter conum,
sphaeram el ‘cylindrum ejusdem  altitudinis et basis, nempe qualis
est numerorum 1, 2, 3, ita ut cylinder sit triplus coni et sesqui-
alter sphaerae; unde sphaeram et eylindrum  etiam sepulcro suo
insculpi jussit: idem invenit quadraturam Parabolae. Nostro seculo
repertus est modus metiendi figuras curvilineas innumerabiles, in-
primis quando ordinatae BC (fig. 22) sunt in ratione utcunque mul-
tiplicata aut submultiplicata, directa aul reciproca abscissarum AB
vel DC; erit enim figura ABCA ad rectangulum  circumscriptum
ABCD, ut unitas ad numerum rationis multiplicationem exprimentem,
unitate auctum. Exempli gratia, quia in Parabola abscissis AB sive
DC existentibus ut numeris naturalibus 1, 2, 3 etc. ordinatae BC
sunt ut eorum quadrata I, 4, 9 etc. seu in duplicata ratione nu-
merorum, tunc numerus rationis multiplicationem exprimens erit2;
ergo erit figura ABCA ad rectangulum circumscriptum ABCD, ut
1 ad 241 seu ut I ad 3, sive fignra erit tertia pars rectanguli.
Si AB vel CD maneant numeri naturales, et BC fiant cubi 1, 8§
27 etc. (nempe in Paraboloide cubica), foret ratio ordinatarum tri-
plicata rationis abscissarum; ergo figura ad rectangulum, ut I ad
3+1 sive 4, seu pars quarta. Sin DC sint quadrata, BC cubi,
sive ratio ipsarum BG rationis ipsarum DG triplicata subduplicata,
erit figura (Paraboloides cubico-subquadratica) ABCA ad rectangu-
lum ABCD, ut 1 ad # 4 1 seu duas quintas rectanguli constituet.
In reciprocis numero rationis multiplicationem exprimenti praefigi-
tur signum — sive minus.

*) Zuerst gedruckt in den Act, Erudit. Lips., an, 1682.
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Sed circulus nondum hactenus cogi potuit sub hujusmodi
Jeges, quamvis ab omni retro memoria a Geometris exercitus. Non-
dum enim inveniri potuit numerus exprimens rationem circuli A ad
quadratum circumseriptum BC (fig. 23), quod est quadratum diametri
DE. Nec inveniri potuit ratio circumferentiae ad diametrum, quae est
quadrupla rationis circuli ad quadratum. Archimedes quidem polygona
circulo inscribens et circumscribens, quoniam major est inscriptis et
minor circumscriptis, modum ostendit exhibendi limites, inter quos
circulus cadat, sive exhibendi appropinquationes: esse scilicet ratio-
nem circumferentiae ad diametrum majorem quam 3 ad 1 seu quam
9] ad 7, et minorem quam 22 ad 7. Hanc methodum alii sunt
prosecuti, Ptolemaeus, Vieta, Metius, sed maxime Ludolphus Co-
loniensis, qui ostendit esse circumferentiam ad diametrum ut
3.14159265358979323846 etc. ad 1.00000000000000000000.

Verum hujusmodi appropinquationes, etsi in Geometria prac-
fica utiles, mibil tamen exhibent, quod menti satisfaciat avidae veri-
lalis, misi progressio talium numerorum in infinitum continuando-
mm reperiatur. Multi quidem perfectum Tetragonismum professi
sunt, ut Cardinalis Cusanus, Orontius Finaeus, Josephus Scaliger,
Thomas Gephyrander, Thomas Hobbes, sed omnes falso: calculis
enim Archimedis vel hodie Ludolphi refellebantur. ;

Sed quoniam video, multos non satis percepisse, quid desi-
deretur, sciendum est, Tetragonismum sive conversionem circuli in
aequale quadratum aliamve rectilineam figuram (quae pendet a ra-
lione circuli ad quadratum diametri, vel circumferentiae ad dia-
metrum) posse intelligi quadruplicem, nempe vel per calculum, vel
per constructionem linearem, utrumque vel accurate vel propemo-
dum. Quadraturam per calculum accuratum voco Analyticam; eam
Vero quae per constructionem accuratam fit, voco Geometricam, per
caloulum prope verum habetur appropinquatio, per constructionem
prope veram Mechanismus. Appropinquationem longissime produxit
Ludolphus; Mechanismos egregios Vieta, Hugenius aliique dedere.

Constructio Geometrica accwrale haberi potest, qua non tan-
lom civculum  integrum, sed et quemlibet sectorem sive arcum
meliri liceat motu exacto atque ordinato, sed qui curvis trauscen-
dentibus competat, quae per errorem alioqui Mechanicae censentur,
wm tamen aeque sint Geometricae ac vulgares, licet Algebraicae
non sint nec ad aequationes Algebraicas seu cerli gradus reduci
Queant; suas enim proprias, etsi non-algebraicas, tamen analyticas
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