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blemes. Yous voiez, Monsicur, que j'en use bien librement de
vous prier de m'instruire des la premiere fois que jai I'hon-
neur de vous eserire. Jespere que vous me le pardonnerez et
que yous me ferez la justice de me veroii'e vostre ires humble
et obeissant, serviteur etc. ! iy :

Mon adresse est rue St. Antoine- cul de Sac de Guimene.

A Paris ce 14. Decbr. 1692, y !

: i
Leibniz an de PHospital,

Cest un heureux gugure pour woy & lentrée de cette an-

née que davoir gapné unc connoissance aussi importante que

_la vostre, Monsicur, pour la quelle vous avés ew la bonté de
faire des avances; et le R. P. de Malebranche ne pouveit m’obli-
ger plus sensiblement. qu'en y donnant “occasion, J'estois deja

~ plein. d’admivation pour ce quan me disoil.de vous. Je VOyois
que Mr. Bornoulli et Mr. Presfet sladressoient a vous sur des
maticres assez profondes; mais ce que M. Hugens m'a mandé
do vos decouvertes, el ce qu'on m'a écrit de Florence de la so-

“lulion que vous avés donvde du probleme de M. Viviani, m'a

. convaincu que vous avés des lumieres dont peu de gens sont
capables. Ce méme probleme m'a esté envoyé par ordre du
Grand Prince de Toscane, ci jen ay aussi douné une solution,
mais & Ja baste, le propre jour de la reception, a fin de de-
pecher la reponse parila promicre poste; cette solution est im-

primée dans les Actes dle Leipzig. . La festination a fait que

dans I'addition qui se trouve & lafin de la solution slest glissée
une erreur que M. Bernaulli a rgmarquée,” ef que Jay donné or-
dve de five corriger, et Je marquer que cest sur layertissc-
ment de M. Bernoulli. Jay remarqué que dans une de vos 50-

lutions il y a des fenestres isolées, ce qui m'ayant pld, jen ay

formé aussi, que jay envoyées & Mons. le Baron de Bodenhau-
sen qui est & Florence, et qui sc plit quelques fois @ ma ma:
. niere de calculer. Jo les yous envoyercis, si vous maviés deja
toutes ces choses virtuellement, ou plustost eminemment, ¢t si

a1

jestois en estat d'y penser. Jo suis tellement distrait, et par-
tagé par d'autres choses qui me remplissent Pesprit, que lorsque
je me remets sur I'Analyse, il me semble que jc la dois appren-
dre tout de nouveau, ét mes propres pensées me sont estrange-
res. Les droits des Prinees ct Jes recherches sur I'Histoire de
la maison de Brunsvic et des malicres semblables sont des oc-
cupations journalieres. Quantité de lettres aux quelles je dois
repondre; mome la Theologic et la Philosophie sur les quelles
joy des disputes avec des personnes de consideration, me de-
robent bien du temps.  Clest ce qui fait que mon analyse est
demeurbe en arrieve, quoyque je croye de voir des veyes. pour
Yavancer encor considerablement. Car vous sgavés, Monsieur, gu'on
n'a pas oncor les racines des equations du cinquieme degré ny
des voyes pour dlaulres plus hauls, quion n'est pas encor le
moistre des probl blables & ceux de Diophante; et quant
a lanalyso des Transcendentes, ce n'est quo depuis pen, comme
vous sgavés, Monsieur, qu'on de s’on servir par un
calcul regle. La perfection de VAnalyse: des Transcendentes en
de la Geomefric ou il éntre la consideration de quelque infini
sercit- gans doute la plus -importante & cause de lapplication
qulon en 'peut faive aux operations do la nature, qui fail entrer
Vinfini en tout ce qu'elle fait. EY.je suis ravi de voir que vous
an-avés compris les: conseq - Cap si quelqu’un est capa:
ble' d'y aller bien loin; ce sera vous, Monsieur, savee tant de pe-
netration, et avee ‘le goust que vous y prenés. Yay quantité
d'adresses dont je me sers lorsquiil s'agit de resoudre quelque
probleme differentiel, et de se delivrer des_inﬁnfment pelites,

soit cn supposant des quadratures, ou autrement; mais elles ne

sont pas tousjours botmes.  Jay projetté quelques Mcthodes ge-
nerales, - mais il faudroit sc resoudre a faire une fois pour tou-
tes certains calculs assez prolixes. Et je ne suis pas en estat

~ do les executer. Nous m'avens. pas des gens dans ce pays cy
~ qui ayent la moindre connoissance de ces choses. (Et je n'en

pale pas seulement.) Et clest en cela quon est heureux dans
les grandes villes qu'on y trouve plusieurs personnes de toutes
sorles d’estudes, qui se peuvent entraider. Une de mes me-

thodes particulieres est, que toutcs les fois, que dans l'equation

tangenticlle (ou differenticlle du premier degeé, c'est i dire ou
iln'y a que des differences ct point de differences de differen-
ces) on ne trouve point de droite constante employ'e'e'vpour
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g et 3 d
evanouit en faisant - 2 — 26 - 3¢ 4- 4e = 0 el nous aurons
e=-—2:5 Et continuant dc mdme et se servant dcs lettres
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Et ainsi de suite & linfini. Il n'est pas necessaie de cal: -

culer effectivement ces nombres, mais on le pourra fairc aisc-
ment autant qu'il sera besoin. Et en ne marquant que les pre-
miers il y aura X=y— -:- y:— % ye— %3 y! ete. Sijavois gardé
les termes pairs, faisant x = b -+ cy + ey?—fy® etc. jaurois cu
une autre equation pour les autres courbes, qui nauroient pas
moins satisfait au probleme, car en effect il y en a une infinité.
Il semble que vous avés remardué, Monsieur, que celte courbe
a des usages considerables et peut estre qu'il y en a quelque
application a la mceanique ou physique; ces applications servent
quelques fois & micux decouvyir la nature dela chose. Cepen-
dant faute de temps je n'ay pas osé fenler toutes les fagons,
dont jo me suis servi quelques fois pour venir 4 bout de telles
ligims; aussi n'ay jc pas esté en loisir de me forger canons pai-
ticuliers, servans en plusieurs renconixes tels que je voy quon
‘pourroil faire. I paroist, Monsieur, que vous en avés et méme
que vous. estes allé bien avant, et plus avant comme Je'crory
_que moy méme. Dont je souhaitte de profiter si vous le jugés
2 propos. Clest a peu prés en cette matiere comme dans' les
problemes de PArithmetique de Diophante, ou Pon est aussi re-
duit A des adresses particulicres faute d_‘nue, bonne methode ge-
~ nerale, Ce nest pas que jo me voye quiencor celle espece
d’Aiitlmlclique est susceptible de Methodes genefales'. Mais il
y faut aussi bien des preparalifs, avant que de I'établir.

Ce sera pour la premiere suivante que je vous envoyerdy,

Monsieur, ma, fagon tres commode d'appliquer le calcul ditferen- -

siel 4 Pinvention de la ligne qui touche un rang de lignes fien-
nées ou qui cst formée par le coneurs de ce rang.  Car mainte:
naat il m'y faudroit an peu penser; o chercher dans mes brouil

lons. Veostre rectification de la courbe des logarithmes est ex-

sirer quand on me le ' c ique tout in
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tremement belle et servira d'exemple. Joserois m'assenrer d’en
trouver la demonstration au besoin, ainsi je nc veux pas vous.
en donner la peine. Je puis prevoir si les theoremés qu'on
m'envoye en ¢e genre sont d’anc telle natare que jen puisse -
promelfre la demonsiration. ' Cependant je ne dis point que je
sois capable dinventer fout co que je Sois capable de demon-
& "1l y a bien
de la ditference enire ces deux choses, qui n'est pas assez coh-
siderée par ceux qui font grand bruit, quand on a trouvé la
demonstration de linvention d'autruy. Faites moy la grace, Mon-
sieur, de me faire quelque part de VoS pensées et reflexions
dans Y'Analyse dont jattends des lumieres considerables. Et
croyés que je suis avec ottachement ele. g N
'P. 8. Je repondray bientost au R. P. de Malebranche: Je -
crois ‘que nous: convenons ‘qu'il se conserve tousjours la méme
force, mais il estime Ja force par la quantité du. mouvement.
Pour moy je tiens que deux forces sont egales lorsque par leur
consomtion' le méme effect se peut produire, par exemple un
méme poids elevé & une méme hauteur ou le méme ressort
bandé au méme degré etc. Or il est manifeste, comme: j'ai fait
voir que la conservation de la force estant suppesée dans ce.

~ sens, la méme " quantité de mouvement ne scauroit' tousjours

subsister.. = - S

ML oo

De I'Hospital an Leibniz,
i . A Paris ce 24. Fevrier 4693,
On ne peut pas esire plus sensible que je le suis, Mon =
sieur, a toutes les honnestetez dont voire lettre est remplic, je
me fais un vrai plaisic d’avoir quelque commeree avec une per-
sonne de vétre erudition. Il y a longlemps que je sgais que
vous étes universel, la theologie, histoire, les droils des prin-

ces. la recherche des mines etc. sont voire ocoupation ordinaire
el a peine avez vous quelques momens pour les employer aux

mathemaliques et a la phisique; cependant les grandes décou-
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vertes que vous y avez failes el que vous y failes cncore lous

les jours font asscz connoistre de quoi vous éles capable en
ce genre, ct on mne sauroit trop se plaindre de ce que vous
avez si peu de loisir a y penser. Le probleme de Mr. Viviany
n'est pas des plus difficiles et vous louez heaucoup dans les
autres ce qui vous a collé a peine quelques _momens. J'ac-
cepte volontiers V'ofire que vous mo faites de m’ envoyer les fe-
neslres isolées de voire invention. Mais ce que jai bien plus

envie se savoir si vous le jugez a propos, est vdtre methode

de reduire ausx quadratures toutes les equations differentielles
dans les quelles il n'y a pomt de droiles conslantes pour rem-

~ plir la loix des homogenes, je seroig ravi par cwmple d'appren '

~ dre de vous lart de reduire oux quadmlurcs I'equation diffe-
rentielle yydx 4 2yxdx — xxdx= 2yydy et je vousa voue que

je n'ai point do regle generale pour ce cas, jen ai une qui

reussit fort souvent, c'est par elle que j'ai resolu les questlons'
que Mr, Hugens m'a proposées, je puus rcsoudrc par son mo-

yen addy + axxdy= axy dx - aax dx 4 x3dx, adx=dy Vaa ¥y,
axxdy = byy dx —+ cxx dx ele, a, b, ¢ sont des nombres, et par
consequent celte derniere courbe doit estre soumise a la reglo
gencrale que vous avez. Je vous ferai part de la miennc si
vous le soubailez. La manicre donl vous resolvez par une suille

infinie Pequation differentielle aax dx +-2y3dy = 2aaxdy — asydx

me plaist d’autant pius qulelle est generale et qu'elle s'etend a
tous les degrez, aussi cela me paroist achevé en ce genre. Jo

serois bien aise de voir quel chemin vous avez {enu pour expri-
mer par une suille le sinus droit d’un arc donné ce que vous |

avez fait, mettre dans les Actes de Leipsic de lannée dernicre
page. 478. Pour les aulres suites jen ai aisement trouvc la rai-
son. Au reste celle equation exprime dans un cas parliculier
la courbe de descente que vous avez proposée autrefois aux
Cartesicns. Voici comment. On demande la courbe (fig. 42.) AD

telle qu'un corps pesant en descendant par celle courbe s'eloigne -
egalement du point fixe A en temps egaux. Soit AB =x,BD =2,

AD =Y xx+zz, done les differentielles Bb-—dx, Fd =dz,
'i)d=‘de=+Eiz et Ed ou Aa.-"?“'"_:dz
infiniment petites de la courbe, Dd et Aa ou Ed que ]0 suppose
parcourues en des instans egaux doivent estre entrelles, comme
la vitesse acquise en D, a la vilesse acquise en A (eest a dire

, or les poruons
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en supposant que le corps avant d'estre parvenu au point A

soit tombé de la hauteur LA que jappelle a) comme ¥ DB - AL
est a VAL et faisant le caleul on trouve xdz — zdx Va

. =xdx - zdz Yz el supposant zzny il vient la mesme equa-

tion que je vous ai envoyée.

Je crois avoir découvert Ja maniere d’appliquer le calcul
differentiel a Pinvention de la ligne qui (ouche en rang une in-
finité d’autres lignes donndes, je vous expliquerai na pensée

_ par un exemple, car je trouye qu'en ces sortes de matieres il

faut toujours autant que T'on peut fixer ses idées. Soit donnée.
une courbe quelconque (fig. £3) ABC et supposant qu'il y ait une
infinité_de Paraboles CBF qui passent toufes par le point G et
dont les sommets des axes soient dans la courbe ABC, il faut
determiner la ligne qui Jes touche toutes. 1l est clir que le
point d’attouchement de chaque Parabole CBF est dans linter-
section G de CBF et de celle qui est infiniment proche Cbf.
Cela posé, soient mendes les droites BD, GE paralleles a A€ ct
soient nommcées les conpucs CD, x, DB, y, et les inconnues CE,
u, EG, z, et on aura par la propricté de la Parabole DF?.JIG2::
DB .HB ce qui donne 2uxy — uuy = xxz qui est 'equalion com-
mune a loutes les paraboles telles que GBE. Je considere
maintepant que les inc u el z demeurent les pen-
dant que les connues X, y changent, clest pourquoi Fequation
differentielle sera 2uxdy - 2uaydx — uudy = 2zxdx, d’ou l'on
tire, en mettant pour z sa valeur, xl_%%;:i’é;dy
ture de la courbe ABC etant donnée lc rapport de dxady le sera
anssi et partant la valeur de u ou de CE sera exprimée en ter-
mes enticrement connus delivrés de differenticlles.  Si au lieu

Or la na- .

“de paraboles on propose dautres courbes, le probleme se re-

sout de la mesme maniere, et si on vouloit avoir une equation
a la maniere de Descartes qui exprimast la nature de la -ligne
qui passe par tous tes points G, il faudroit en se servant de
l'equation” commune a toutes les Paraboles CBF, de celle de la

“courbe ABC, ¢l de la troisieme qui resulte de deux differenti-

clles, en trouver unc ou les x et y ne rencontrassent phs

et qui exprimait le rapport de u a z. Soit par exemple la

courhe ABC une demie Ellipse dont le grand axe est double

du petit AC que jappelle a, on trouvera uu= taa— 4az d'ou
Il : 15
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Ton voit que la ligne qai passe par tous les points G est une
Parabole dont le sommet cst cn A et le foyer en G Ce qui
cst jci de remarquable clest que les Paraboles CBF marquent
Je chemin que descrivent en lair les bombes qui seroient jet-
tées par un mortier placé cn €, dans foutes les elevations pos-
sibles, et que les points G sont les plus cloignés qu'il se peut
du mortier, ¢'est a dire que la hombe en parcourant la Para-
hole CBE tombe sur le plan determiné CG en un point G plus
eloigné du mortier C que si elle. parcouroit toute auire Para
‘bole ou ce qui est la mesme chose que dans foute aufre eleva:
tion du mortier. <

Vous pretendez, Monsieur, dans les Actes de Leipsic de
Yannée derniere page 446 que la courho dont Fequation difte-

rentielle de differenticlle est addx == dy® en supposant dt con-

stant (dx exprime les differentiellos des parties de l'axe, dy
celles de ordonnées, et di les petites portions de la courbe
qu'on suppose cgales entr'lles) cst une logarithmique qui a
pour soutangente la droito donnée a. Il me paroist que cela
nlest pas ainsi et voici ma raison. di*=dx*+-dy* et prenant

les differenticlles dy:fy = ddx, or a cause de In logarithmiqug

uxz’%‘l, donc yddy=addx ot partant il foudroit selon vous
quen supposant dt constant dans 'l logarithmique on {rouvast
yady = dy?% or cela narrive pas dans cette supposition, mais
seulement dans celle que dx cst constant, donc la mincure so

prouve ainsi, dx etant posé constant Pequation (ls(':',ﬂ' aura

- pour sa differentielle yddy=dy? mais posant di constan! on

: R mndy) dyddy  ayddy—ady?
aura dx ouY @ —lys == elyg—qn = © — gy ¢ met-
tant pour Yz —dy* sa valeur ’—3:,—’? il vient asy ddy — aady?=

y®ddy ce qui cst bien different. Je ne vous propose ceci que
comme une difficulté que je soumets & voire jugement qui ne

peut estre que tres eclairé. Je suis, Monsieur, avec une cslimo

parfaite vélre tres humble et tres obeissant servileur ele.

" P. 8. Le P, Malebranche m’a pri¢ de vous remercier de sa
part de la lettre que vous lui avez ecrite et de vous assurer
de ses respects. Jai toujours él¢ de vdtre avis sur c¢ que vous
lui mandez de la regle de Mr. de Tschirnhaus, et j’ai mesme fail

convenir le P. Preslet qu'il s'etoit trompé. Javois cu dessein
de faire mettre dans le journal mon sentiment la dessus parce-
quiil semhle de la maniere dont o P. Prestet s'adresse a moi
que je sois du sien, Cependant je n'en fis rien a sa prierc et
cola en est demeurd la. Mais ce que j'ai toujours Soutenu a
été que bien loin que la regle de Mr. Tschirnhaus eut quelque
avanlage par dessus celle de Cardan, elle é{oil au contraire su-
jette au mesme deffaut, et plus embarassée. Ce deffaut con-
siste a mon sens en ce que lexpression des racines des egali-
tez du 3¢ degré dans le cas ou clles sont toutes trois réelles et
incommensurables, renferme des grandeurs imaginaires qu'on ne
peut debarasser en aucune sorle de leur lignes. On ne trouve
rien iderable dans la de edition du livre du P. Prestet
touchant les egalitez du ¢ degré et ce quil y a de plus que
dans la premiere consiste en ce qu'il a resolu- par analyse tou-
tes les questions de Diophante. 1l supj cependant g lg
fois certains theoremes aussi bien que Diophante qu'il ne de-
montre pas, en voici un: Que toul nombre entier qui est com-
posé de trois quarrez au moins en fraction est necessairement
ou quarré ou composé de deux quarrez ou de lrois quarrez en
cntiers.  Ce theoreme depend de la nature des nombres et me
paroil tres diificile a demontrer. Mr. de Fermat assure dans
une leltre qui est imprimée a la fin du CGommercium epistolicum’
Wallisii qu'il a trouvé les demonstrations de quelques theoremes
du moins aussi difficiles que celui ci, mais j'ai de la peino a mo
le persuader. Pourquoi ne les aurcit-il pas publiées lui qui
faisoit_souvent beaucoup de cas de peu de choses?

W |
Leibniz an de THospitals

Ce n'est pas celte universalilé de connoissances que Yous
m'altribués, Monsieur, par une pure grace de vostre liberalitée- -
qui m’empeche de salisfaire & mon inclination pour les mathe-
maliques; mais une infinité de petites choses qui me detournent.
Je crois d'avoir maintenant plus de 30 leitres qui attendent re-
15
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pourray faire aussi dans loccasion sur vostre adimadversion. Je
n'y pas peu trouver mon brouillon d'alots, pour y veir la cause
de lerreur, mais en examinant la chose, je trauve que dy estant
comme des nombres, x sont comme des logarithmes; ainsi je
cloy quo par precipitation,. oculerum errore, jauray pris
y pour dy. Je suis bion sise de scavoir que Fequation dilfe-
rentielle que vous m'avés envoyée, Monsieur, sert pour un cas
- de la ligne ou le poids d dant s‘eloigne cpal t d'un cer-
tain point, " Cela me servira & y mieux penser up jour. Cav
aulres fois songeant & ca probleme jo croyois voir quelque
chemin pour le donner.
: Vous avés merveilleusement bien trouvé ma maniere d'ap-
pliquer le caleul differentiel & la determination de la ligne qui
touche un rang de lignes c'est qu'en dillerentiant Yequation coni-
mune: a toutes les lignos de ce rang, au licu qu'ordinairement
les deux coardonndes sont doubles ou differentiables, ‘iey elles
~ sont simples; et quelques pavametres indifferentiables ailleurs
sont icy changeans et par consequent differcutiables. It peut
“arriver que de plusicurs parametres (ou constantes dans Fequa-
tion d'une méme courbe) l'un soit differcntiable, et Vautre de:
meure invariable, par exemple si unc mdme parabole estoit dif
“feremment piucclc, en sarte que son axe soit tousjours vertical,
ou parallele d AL (fig. $4). etle sommel tousjours dans une droite
donnée AM, les interscetions des situations, ou traces de la pa-
rabole, donneront une nouvello ligne qui touchera toutes les
Araces. On voit bien qulelle sera droite, mais pour la caleat
s0it AB, z, et BC, v, et AL, x, ot LM, y, et paramelre
constant de la parabole f, il 'y oura f. ME=£C? or ME=z —x
et EC == v —y, donc fz — fx = vv — 2vy 4 yy (1), ou f est
constantissima, tant pour chaque point de la ligne MC, que
pour chague ligne MC, mais x et y sont comstantes pour

chaque point de la ligne MC, mais non pas pour.chaque lignc

estant autres pour M que pour (M). Les lignes v et z sont
variables tant pour chaque point de la ligne, que pour les lignes,
excepté dans le point dlintersection ou elles sont communes &
“deux lignes prochaines et ces inlersections donnent le point de
la lighe touchante commune. Ainsi en differentiant Pequation (1)
on voit que f, z, v demeurent invariables, mais x et y s¢ difle-
rentient; et nous aurons — fdx = —2vdy + 2y dy (2), mais

dx : dy est une raison donnée 1, car dx:dy =x:y @) =r(4),
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car A M(M) est droite; donc par (2) et (3) nous aurons’y ==
v ———%— £ (3). Et de lequation (1) ostant x et y par le moyen
des equations (¥) et () nous -aurons fz - l—‘!mr= rfv. ou bien

z—l——:—r’f:rv (6), ce qui fait voir que la ligne qui-touchél

' lousjourss Ja parabole mue commo nous venons de dire, est une

droite parallele & AM. Il estoit aisé¢ de prevoir cela, mais yay
pris sur le champs ce cas aisé pour me mieux expliquer. Si
d'abord on avoit osté une des variables x ou y de lequahon
(1) par l'equation (4) en faisant fz — rfy = vv — 2vy + vy (7),

la_differentiolité seroit evaunouic dlelle meme; car il y aurolt
— rf = — 2v - 2y (8) cc qui convient avec lequation (3). On
a lc choix de suivre l'une ou lautre fagon selon les rencontres.
La ligne sur Inquclile une aulre est revolue (a Tlimitation du
cercle qui fait la cycloid  est aussi la touchante commune de
toutes les traces de la generatvice, ainsi la generatyice et la ge-
nerée estant données on peut tronver la base de la revolution.
Comme je puis touﬁjours trouver la louchante commune a un
rang de lngncs, je voudrois pouveir aussi Lrouver tousjours la
, ou la Tigue qui feroit un angle donné

,lel di v
commun. ;
Do la manicre que je vois, Monsicur, que vous penelrés
les choscs tout co que vous me voudrés communiquer, me sera
tres utile et tres agreable, soit pour resoudre des equations dif-
ferentielles par cerlains canons que vous avés fabriqués; soit
pour quelque autre chose. Je ne doute point que vous ne m'ap-
preniés des choses que jaurois de la peine a faire, n'estant
pas en estat de m'y appliquer comme il fautl; je n'ose pas
méme dire, qu'avec toute mon application j'y pourrois tousjours
arriver. Pour ce qui est de la series pro inveniendo
sinu ex dato arcu, la mecthode que je vous ay envoyée la
donne; car soit Pare a, le sinus v, le rayon soit l'unité, l'equa-
tion differenticlle pour exprimer la relation entre le sinus et
Yarc est da®=dy?-|-da’y% Soit maintenant le sinus y = ba
+-cad+-ea®+fa? -+ ga® cte. ce qui donnera encor les valeurs
d'y? et de dy? per series, les quelles estant substituées dans
l'equation differenticlle, il en proviendra une equation, qui ne
contiendra que lindeterminée a, et par consequent deuvra estre
rendue identique, en faisant evanouir tous les fermes; ce qui
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P

dpnncré ‘moyen de determiner les valeurs des leltres iy @ 6

el au bout du compte on (rouvera y = =

./
'—ffsl'f’i._“tfm' olc. comme Jay experimenté. Le mdme se

trouvera encor plus facilement, allant aux differentio-differenticl-

" les, et falsant yda‘—}-ddy-—o m da est supposée constante.

On | t faire au =b -+ ca - ta? -+ fa?

+ga‘+ha’ ete. mais le calcul méme fait voir, que les coefii-

cientes des termes dont l’exposunl est pair, pauvent eslre po-
sées egales & rien.

Je souhaiterois de vous pouvoir contenter si alsemcnl dans

tous les aulres points de vostre lettre, mais le mal est quiil y

en a qui demandent bicn plus do temps et dattachement, dont

je me suis pas presentement le maistre. Cependant jauray soin

&’y satisfaire aussi tost qu'il me sera possible. Jadjouteray sur
vostre postseriplum qu'il est vray que ia regle de Mons. Tschirn-

haus est plus emborassée que eelle de Cardan, mais si sa me-

‘thode pouvoit aller aux degrés superienrs, j'en serois le plus
content du monde. - Yay dit dans ma precedentc ou dans celle
que j'ay ecrit au Reverend Pere Malebranche, que jo tiens les
regles de Cardan pour generales & legard de toutes les equa-
tions cubiques, et que les grandeurs ne laissent pas d'estre re-
elles non obstant lintervention des imaginaires, qui e detruisent
virtuellement. Il est vray que ces expressions alors ne servent
pas a la construction, mais elles satisfont & I'analyse en donnant
purement la valeur de l'inconnue; et ont tous les autres usages
analytiques qu'on peut souhaiter de sorte que je serois tres
content, si 'en avois de semblables pour les degrés superiéurs.
Je souhaile pourtant d%en scavoir vestre sentiment, Monsieur,
et je vous supplie de consnderer pour cet cll’eo!, ce que j'en

- ay déja ecrit.

T
De [Hospital an Leibniz,

Toutes les veues que vous avez, Monsicur, pour lo progrés

~ de la Geometrie et de Panalyse me paraissent admirables. 1l
yse me paraiss

1-'123+12345'
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seroil. extremement a souhailter que vous pussicz avoir le loisir
de les acheyer. Je suis persuadé qu'it fant un caleul tres pe-
nible ¢l tres ennuycux pour trouver les racines des egalités du
5¢ degré, et je conviens avec veus que {out ce que I'on peut

soubaitter la dessus, est de trouver une expression generale -

renfermee sous des signes radicaux, sans s'embarasser si il y a
des imaginaires ou non. Je crois mesme voir quelque jour pour
demontrer qu'il est impossible d'esprimer autrement d’'une ma-
nierc generale les racines des egalités du 3* degré, dans le cas
ou clles sont toutes trois réelles el incommensurables. Les
questions a la- maniere de Diophante sont resolues pour la plus-
part sans methode et par des adresses particulieres, el comme
clles ne sont pas d'une grande utilité, il me semble qulon seroit
fort obligé a ceux qui nous d L des methodes generales
pour r resoudre ‘une infinité de questions semblables, car ce sont
propremem. les methodes qui eiendent la capacité de Iesprit,
ce qui est a mon avis un des principaux avantages que l'on
peut tirer des mathematiq La . des nombres a esté
jusqu'ict fort imparfailte, on ne sait pus mesme la nature des
nombres premiers, ce qui paroist assez de ce qulon na pl en-
core d trer que tout nombre premier plus grand de l'unité
qu'un nombre divisibls par quatre, est composé de deux quar-

~ rés en entiers. Si l'on pouvoit irouver une methode pour par-
venir aux quadratures particulieres lorsqu'elles sont possibles,

ou pour en demontrer l'impossibilité lorsqu’elles ne le sont pas,
je la preferorois a toutes ces autres inventi Mr. Tschirnh

pretend en quelqu'endroit des Actes de Leipsic, que lorsquion
a une quadrature particuliere dans les cowrbes algebraiques, on
en peut trouver une infinité d'antres, au licu qulil n'en est pas

ainsi des lignes transcendantes. Comme cette remarque m'a -

pard belle, je 'ay examinde autre fois et jay frouvé qu'elle se
reduisoit a demontrer qu'on peut tousjours assigner dans toutes
les courhes geometriques au sens de Descarles, une infinit¢ de
segmens egaux a un segment donné. Je n'ose pas assurer que
cela soit universellement vray, mais je crois lousjours aveir re-
duit la queslion a quelque chose de plus simple et je scrois

bicn aise de savoir vostre sentiment la dessus. Je ne voudrois .

pas tomber dans lo deffaut de Mr. Tschirnhaus qui. prent sou-
vent pour generalement vray ce quiil n'a p& verifier tant au

plus que dans quelque cas particulier, temoin ce qu'il avance
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dans sen Mcdicina Mentis lorsqu'il pretend qu'on peut decrive
toutes les courbes imaginables soit algebraiques: soit transcen-
dantes par le moyen de cerlains filets. Ce que vous me man-
dez de vostre analyse geometrique reveille beauconp ma curio-
sité, mais je ne puis mlen former d'idée juste que je nen ay
veu auparavant quelques essais. JYay de la peine a croire qu'il
soit aussi general et aussi commode de se serviv de nombres
que de leltres dans lanalyse ordinaire, Jay oui dire autrefois
que vous aviez formé le project d'une cerfaine table qui seroil
aussi commode pour le calcul algebraique que les logarithmes
le sont pour les nombres. Mandez moy je vous pric ce qui
en ost. !

Je suis fort aise d'avoir bien rencontré la maniere de de-
terminer Ia ligne qui touche un rang d'antres lignes données.
Mais il n'est pas aussi facile de trouver la perpendiculaire cow-
‘mune, car lo probleme so reduit alors aprendre les sommes,
¢est a dire a la methode inverse des tangentes. Voici un excu-
ple qui quoiqu'aisé sert a prouver celte verité. :

Soit une infinité_de paraboles qui ayent toufes le mesme
sommet (fig- 45). C, ct le mesme axe Gll, il faut delermmcr la
Jigne AME qui les coupe toutes a angles droils.

Solution. Ayant mend Tordonnée MP, et la perpendiculaire

MH a la parabole, et 6 les indeterminées €P, x, PM, v, on

aura par la nature de la parabole PHl=3 '—-——-’—d’f (parceque

M1 doit estre touchante de la courbe AM I!) el pnrl.mt — 2ndx =

A
ydy, et prenant les sommes —Xx ou aa—Xxx=-yv. ‘D'ou

Ton connoist que la ligne cherchée AME est une Ellipse, dont
le quarré d'un des axes AB est au quarré de Pautre axe DE,
comme 2 est a 1, et generalement pour les paraboles de tous
fes degrés, comme I'exposant des pui: des ordonnées MP,
a I'exposant des puissances des partics GP de Tlaxe.

Yous ne serez peut estre pas faché, Monsieur, de voir ici
la solution que jlay donnée il y a désia quelque temp dans nostre
Journal des Savans du probleme que Mr. de Beaune proposa autre
fois aMr.Descartes, elque I'on trouve dans la79.de sesletlres tome3.

: Probleme.
- Une llgne droite quelconque N estant donnée, et ayant
meno deux avires hgnes mdehmcs (6g. 46) AC; AL, en sorle

Ja droite AC=n + é—x:’ﬂ:—z—y
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que Vangle CAL soit de §5 degrez; on demande la maniere de

deerire da codrbe ABB, qui soit de telle nature que si Von

wene d’un de .ses points quelconqucs B, Pordonnée B et la
touchante B, la raison de BC a CT sait loujours 12 mesme que
celle de la droite donnée N a BI.

Solution. Ayant formé le quarré AG qui a pour coté la
droite AN egale a la ligne donnée N, Pon déerira entre les asym-
ptoles 6Dy GH par le point A Fhyperbole ALL, et ayant pro.
longé DA en E, en sorte que AR soit egale a AW, Von pren-
dra le rectangle EG egal a I'espace hyperbolique AKL, l'on pro-
longera les droites LX,FC, jusqu’a ce qu'elles s¢ rencontrent

-en un point M, ct 'on prendra enfin IB egal a CM, je dis que

le point B sera a la courbe qu'il falloit: décrire.

Il est evident que la nature de celte ligne courhe ABB d¢-
pend de la quadrature de Phyperbole, et qu'ainsi est mecanique
dans le sens de Descarles. Voici waintenant quelques uncs de
se$ praprietez.

4% Elle a pour asymptote la ligne DO parallele a AL

2% Si I'on nomme AGC, x,BC,y, l'espace ABC compris par
les droites AC, CB, et par la portion AB de la courbe, =xy
=L TR 4 nx.

3° La distance du centre de gravité de l'cspaee ABC de

e om @ de AK———n +

3xxy —y*

ixy — 3yy + 6nx

et Fon a par juent les solides, demisoli

- des ete. formez par la vevolution de cet espace, tanl autour de

AC que de AK ou BC.

4 1l est facile de delermmer les cenlres de gravue de ces
lemi-solid Mais on a besoin d'uno adresse particu-
liere pour rectifier cette courbe, en supposant la quadrature de
Ihyperbole, je propose ce probleme aux Geomelres les assurant
qu'il merite leur recherche.

Jay trouvé depuis une autre comstruction qui me plaist
da\:ml.)gc et dont vous jugerez.

. Ayant pris sur (fig. 47) CA prolongée du cos!é de A la
partic AG egale a la droite donnée N, et mené GII parallele a
RC, on décrira par le point A la !og_arithmique AE qui ait pour
asymplote la droite indefinic G, et pour soustangente une ligne
czale a AG; on menera cn suile par un point quelconque E'de
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la logarithmique les droites ET, EB pnrnllgles aGH,GA, et ayant
pris EB cgal a EF, je dis que le point B sera a la courbe re-
quise. 1l est facile de rendre celte construction generale tel
que puisse estre Pangle donné-CAL Je reserve a la premicre
fois a vous envoyer la reclification generale de eette courhe qui
est assurement plus difficile que cclle de la logarithmique et
comme je nc suis désia que irop long ce sera aussi pour la
premicre oceasion que je vous feray part de ma regle pour lin-

verse des tangentes et que je vous prueray en mesime temps de

vouloir hicn m'envoyer la vostre qui je m'assure sera tres belle.
Je suis, Monsieur, avec une estime tres particulicre veste (res
humble et tres obeissant serviteur.

A Paris cc 23. avril 1693.

: VI,
Lelbmz an de lllosplta!.

Q - Hanover 28. Avrll 1693.

Si jesl.ois aussi capable d'achever des Methodes, que je suis
(hsposm i en projelter, nous irions sans doute hien loin, Mon-
sieur, et je pourrois remplir vosire atlente. JYavois confuc.
aulres fois avec feu M. Prestet touchant les imaginaires, il ne
paroissoit pas dmpow 4 les admetire dans ‘les expru;smns
Cependant je m'en irouve bien. Je crois avec vous qu'on nc
sgauroit donner aucune expression des racines des equalions
cubiques, propre a3 se passer des i ires ou imposgibl
Car punsquo toute racine cubique tirée d’une grandcur possnblc,

comme B, a trois valeurs Y‘n, et (14 Y3 —Yn, et

—(—=Y— 3)-Yn, dont les deux dernieres sontimpossibles, done

si la racine de Fequation ne contenoit que des racines cubiques
des grandeurs possibles, elie nexpnmeron jamais trois valeurs
possibles. Ce qui est pourlant necessaire, puisque une * valour
de linconnue do lequnlmn {rouvée sans depression ou extrac.

tion actuelle doit exprimer toutes les valeurs do la racine de

Tequation.

237

Jay trouvé que les problemes semblubles & ceux de Dio-

‘phante sont d'une utilité plus grande qu'on ne pense, cest ce

qui m'en fait souhailter la solution. Liinvention des quadratures
parliculieres, lorsqu'elles sont possibles, ou la demonstration de

‘limpossibilité est ce qu’il y a de plus sublime dans. cette partie

de la Geometrie. Cependant si javois les quadratures generales
par les expressions que je souhaitie, on avanceroil encor do
beaucoup les duadratures particulieres. Mons. Tschirnhaus pre-
tendoit de conclure impossibifité de Ja quadrature particuliere,
lors que la quadrature generale avoil osté prouvée impossible.
Mais poar juy donner une instance ccntraire, je fabriquay uno
figure par les ordonnées de fa lunule d’Hippoerate, appliquécs
a une droite; quelques années apres, sestant appered de la ve-
rité de mon ebjection, il nous donna.un peu le change. 1l est
bien vray que fa Junole regoit une certaine fagon de quadrature
qui est indefinic, sans esire gaavraic, mais c'est parce quclle
est enfermde de deu( lignes courbes: car lorsque la figure n'a
qu'une courbe, cela ne scauroit rewssin 0 me paroist difficile

- de donner une Methode propre & trouver une infinité de seg:

mens ogaux @ un Segment donné dune courbe Algebraique.
Par scgmens j'entends une figare comprise d'une droite, et d'un
arc de coarbe. Si cola se pouvoit dans Pkllipse et dans UHy-
perhale, je eroy qu'on y viendroil a4 des qudratures. Par exemple
dans Pilyperbole les secteurs ex centro sont comme les loga
vithmes de certaines droites données, c'est pourquoy s'il y it
eneor moyen de comparer les segmens, on viendroit a fes qua-
dratsres absolues dos cas partieuliers. Monsr. de Tschirnbhaus
me proposa un jour datum segmentum vel semisegmen-
tum figurae ordinariae sccare in ratione data ductu
cujusdam lineas srdinariae seu Algebraicac. Je luy
cnvoyay la Methode. que je erds avoir trouvce pour cela. Mais
ity a des methodes que je ois bien d'a ge, par exem-
ple de pouvoir reduire Iss quadraluves aut reclifications des cour-
hes. Cér la dimension de I ligne est pius simple que cclle
d'un espace.”

Des que la Medicina Mentis de Monsicur de Tsclnrnhmm
perdt (ou en effect il y a plusieurs pensées etee]lemus) je luy
manday Jes difficuliés ‘que je trouvois a l'egard de ce qu'il ‘dit
du denombrement des courbes et des determinations de leur
fangentes par les filets, et comme je cris enlrevoir un moyen
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general pour ces (angenles par les filets et fondé sur une julie
consideration de Mecanique, je luy fie esperer Ja vraye con-
struction.  Mais Monsr. Tschirnhiaus ne repondit point 3 colle
lettre, ainsi quoyque jeusse achevé ma construclion, je pe voulus
point l'en importuner. ; : :

Yous avés bien compris, Monsicur, que pour mener unc
ligno perpendicalaire & une suite do lignes données,.il faut ve-
niv 3 Vinverse des fangentes. Si je pouvois reduire vice versa
les inverses des tangentes & co probleme, jaureis une neuvello
manicre de les constraive independemment des quadralures.

Ayant v dans le Journal des Scavans unc conslfuclion du
probleme do M. de Beaune, j'en fus fout surpris, car je no con-

" poissois alors personne en France, qui edt de -I’enlrée‘ dans ce
quil faut pour cela el je westois pas informé alors, quiune Jer-
sonne de vostre poids prenoit plaisic & ces recherches, )(mnl{e-
nant je suis bien aise d'apprendre, que clest vous qui Tavés
donnée. Je nlay pas le loisir d'entrer dans le delml\ fles pro-
prietés de celfe courbe, ct comme vous esles venu it bo}ll- de
sa rectification, nolim actum agere; ce w'est pas que je nie
vante de le pouvoir [fsire quand mime je voudroi's y penser,
car puisque vous dites qu'il faut une advesse particuliero pour
cela, je vois assez que la chosc me sera pas c.le plus aisces.
Mais comme voys avés la honl¢ de-ne me pas lraulc:z en es!ram-
ger dans ccs matiercs, jaime mieux d'attendre 0§ lnstmc(lﬂllf.
que de tacher peutestre inutilement de les prevenir, ec que jo
dis aussi sur vostre methode pour certains problemes des tangenics
renversées, que vous niavés fait esperer. 1l est l'mn cependant de
ne pas prostituer nos Methodes, sur fout i lcga'rd des gens,
qui en usent avec un peu de supercheriv, lemoin un seavant
Mathematicien de Paris, qui voulul prendro part & ma quadra-
ture Arithmetique, dont il avoit appris la demonstration de Mans.
de Tschirnhaus & qui je Iavois communiquée. Pour vous, Mon-
sieur, si j'avois beaucoup de lumicres, jo prendrois Io_p!us grand
plaisic du monde a les vous communiguer, cor eny ]9lgnt?nt IL'.I
vostres vous pouvés porter les choses plus lom. que je n'auois
pd. Cest pourquoy jo vous informeray volontgefs de mes me-
thodes tant pour les Tangentes renversées, que pour autres clgo-
ses. Puisque vous dites que vous avés de la peine a croire
quiil soit aussi general et aussi commode de §6 servie fies nom-
bres que des lettres, il faut que je nc me sois pas bien c.\'[jll'

qué.  On ne scauroit douter de la generalité en considerant qu'it
st permis de se serviv de 2,3 cte. comme d'a ou de b, pour
veu qu'on comsidere que ce ne sont pas de nombres veritables.
Ainsi 2.3 no signific point 6, mais autant qu’ ab: Pour ce qui
est de la commodité, il y en a des tres grandes, ‘ce qui fait quo
je m'en sers souvent, sur toyl dans les calculs longs ct difficiles
ou il est aisé de se tromper. Car outre la commadilé de Pepreuve
par des nombres, et méme par Fabjection du novenaire, j'y (rouve
un tres grand avantage mdéme pour lsvancement de TAnalyse:
Comme c'est une ouverfure assez extraordinaire, je n'en ay pas
encor parlé a d'autres, mais voicy ce que c’est. Lorsqu’on a besoin
de beaucoup de letires, nestil pas vray que ces lelires n'expriment
point les rapports qu'il v a entre les grandeurs qu'elles signifient, au
lieu qu'en me servant des nomhres je puis exprimer ce rapport. Par
exemple soyent proposées trois equalions simples pour deux incon
nues, a dessein d'oster ces deux inconnues, et cela par un canon
general. Je suppase 10+ Hix + 12y =0 (1) ot 20+ 21x + 92y
= 0(2) et 30 4 3Ix - 32y =0 (3) ou le nombre feint estant
de deax characteres, le premicr e marque de quelle
equation il est, le second me marque i quolle lettre il
appartient.  Ainsi en calculanl on, trouve par tout des harmonies
qui non seulcment nous serveat de gavans, mais encor nous
font entrevoir d'abord des regles ou theoremes. par exempls
ostant premierement y par la premicre ct la sceonde equation,
Nous aurons: i :g::i :; zi‘.=o(s) ct par !n premicre et
troisicme nous aurons: - $0.32+4- 41.32x —0 (s g

B O T L () ou st
aise de connoistre que ces deux cquations nc different qu'en
.¢¢ que le characlere anteccdent 2 est changé au characlere an:
lecedent 3. Du reste, dans un méme terme d'une mémo cqua-
lion les characteres anteced. sont les mé , ¢t les ch
leres postericurs font une méme somme. I reste maintenant
doster la letire x par la quatricme et cinquienic cqualion, et
pour cet effect nous aurons
: i o . 2 . 3 fo . 2y .3 . .

Uao 2 08 =y o %% o 84
e B b 8h .23

qui est la derniere equation delivrée des deux inconnues qulon
vouloit oster, et qui porte sa preuve avec soy par les harmonics




