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Tutor. XV. Proros. XVIII.

Un [egment de cercle plus petis quun demi-cercle eff au triangle maximum
infcrit dans un rappors plus grand que quatre i trois; mais plus petit que celui de
trofs et un tiers fois le diamésre du [egment reflant au diamétre du cercle augmenté
du triple de la droite qui, & partir du centre du cercle, arreint la bafe du [egment+).

Soit un fegment de cercle plus petit qu'un demi-cercle, dans lequel eft inferic
le criangle maximum ABC. Soit BD le diamétre du fegment, et BF le diamécre
du cercle dont le fegment eft découpé, E fon centre. Je dois montrer d’abord que
le rapport du fegment ABC au triangle infcrit eft plus grand que quatre & trois.
Soit G le centre de gravité du fegment ABC, et coupons DF en H, de telle manitre
que HD foit le double du refte HF. -

Alors, parce que I'B eft le double de EB, et que DB eft plus petit quele double
de GB #3), le rapport de B & BD fera plus grand que celui de EB 2 BG. Et par
converfion des rapports le rapport de BIF a FD fera moindre que celui de BE a
EG #). Eten permutant, BF 2 BE (lequel rapport eft de deux 4 un) eft moindre
que FD 4 EG. Donc FD eft plus grand que le double de EG. Mais les deux tiers
de cette I'D font HD. Done HD eft plus grand que les quatre tiers de EG, Mais,
comme HD eft 2 EG, ainfi le fegment ABC eft au triangle inferit; car ¢’eft ce que
nous avons démontré antérieurement dans les Théoremes fur la quadrature de
I’Hyperbole, de I'Ellipfe et du Cercle 45). Donc le rapportdela portion au triangle
inferit ABC eft plus grand que de quatre a trois.

Mais nous allons démontrer maintenant que le fegment eft au triangle ABC
dans un rapport moindre que celui de trois et un tiers fois DF au diamétre du
cercle BE augmenté du triple de ED. Coupons le diametre du fegment en R, de
telle facon que BR foit une fois et demie le refte RD. Le point R tombe donc

e qui entre G et D *, car nous avons fuppofé que G eft le centre de gravité du fegment

ABC. Et puifque le rapport du fegment au triangle inferit eft le méme que celui
de HD a EG, comme nous venons de le dire, mais que le rapport de HD 2a EG
eft plus petit que celui de HD a ER, pour cette raifon le rapport du fegment au

42) La premiére partie de cette proposition n'est qu'une répétition du ,, Theor. IIL. Prop. 111,
p. 123 du Tome présent; mais la seconde partie améne pour la limite supérieure uneapproxi-
mation plus forte, que celle fournie par le ,, Theor. IV. Prop. IV”, p. 127; ce quirésultedela
circonstance que le rapport dans lequel le point R , dont on fait usage dans la démonstration,

divise BD, est égal 4 la limite du rapport g—g pour des arcs de plus en plus petits.
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Tueor. XV. Proros. X VIII.

Circuli portio [emicirculo minor ad inferiprum triangulum maximum majorem
rationem habet quam [efquitertiam, minorem verd quam _diameter portionis
religue tripla [efquitertia ad circuli diametrum cum tripla ez, que & centro cireuli
pertingit ad portionis bafin 4*).

Sic portio femicirculo minor, cui inferiptum eriangulum maximum ABC. Dia-
meter autem portionis fit BD; & diameter circuli 2 quo portio refecta eft, BF,
centrum E. Oftendendum eft primd, portionis ABC ad triangulam inferiptum
majorem efle rationem quam fefquitertiam. Efto portionis ABC centrum grav.
punctum G, & fecetur DF in H, ut fic HD dupla relique HF.

Quoniam igitur FB eft dupla EB; DB
autem minor quam dupla GB #3). Erit
major ratio FB ad BD, quam EB ad BG.
& Ecper converfionem rationis, minor B ad
< FD, quam BE ad EG ). Et permutando

minor BF ad BE, (qua proportio dupla
eft) quam FD ad EG. Igitur FD major
eftquam dupla EG. Ipfius autem FD duas
tertias continet HD. Ergo HD major eft
. quam fefquitertia EG. Sicut autem HD
ad EG, ita eft portio ABC ad inferiptum
{ibi triangulum: hoc enim antehac demon-
ftravimus in Theorematis de Hyperbolis
= Ellipfis & Circuli quadratura ). Iraque
[Fig.19.] major eft ratio portionis ad infcriprum

triangulum ABC quam fefquitertia.

Quod autem ad triangulum ABC portio minorem habeat rationem quam tripla
{efquitertia ipfivs DF ad diametrum circuli BF un cum tripla ED id nunc
oftendemus. Secetur diameter portionis in R , ut BR fic fefquialcera reliquae RD.
Ergo cadit R punétum inter G & D* quoniam pofitum fuit G centrum gravitacis
in portione ABC. Quumque portionis ad inferiprum eriangulum eadem fic ratio.,
quz HD ad EG, uc modd diétum fuit; minor autem fic ratio HD ad EG, quam
HD ad ER: Eric propterea minot quoque portionis ad infcriprum triangulum

#3) Voir la premicre partie du théoréme précédent.

) Voir la note 25, p. 151.

45) Voirle , Theorema VII” de la p. 305 du Tome XI.
46) Voir la seconde partie du théoréme précédent.
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168 L’ INVENTION DE LA GRANDEUR DU CERCLE.

triangle inferit fera auffi plus petic que celui de HD 2 ER, ou de HD prife cing
fois au quintuple de ER. Or, HD (puif-
qu'il eft égal aux deux tiers de DF) pris
cing fois fera égal aux dix tiers, c’eft-a-dire
A trois et un tiers fois DF. Mais ER, qui
fe compofe de ED et des deux cinquiemes
de DB, fi on le prend cinq fois, fera égal
au double de BD avec le quintuple de
ED, ceft-a-dire, au double de toute la
droite EB et en plus le criple de ED. 11
parait donc que le rapport du fegment ABC
au triangle inferit eft moindre que celui
de trois et un tiers fois DF au double
de EB, c’eft-a-dire au diamétre BF, aug-
menté du triple de ED. Ce qu’il fallait dé-
montrer.

¥
[Fig. 19.]

Tutor. XVI. Proros. XIX.

Un arc quelconque, plus petit qu’ une demi-circonférence, eff plus grand que [2
corde augmentée du ticrs de la différence dont la corde dépaffe le finus. Mais un tel
arc ¢ft plus petit que la corde prife avee la droite qui e[t au dit tiers comme le
quadruple de la corde joint au finus eft au double de la corde avec le triple du finus 7).

Soit un cercle dont le cencre eft D, le diamétre F'B. Et foitun arc BA plus petit
que la demi-circonférence, auquel nous menons la corde BA et le finus AM; ce
dernier eft done 2 angles droits fur le diamecre FB. Enfuite, {oic une droite GH
égale 2 certe AM, et GI égale & la corde AB. L’exces eft donc HI, dont nous
ajoucons le tiers IK 2 GI. 1] faur montrer d’abord que I'arc AB eft plus grand que
toute la droite GK. Or, cela eft manifefte d’aprés le théoréme 7 4%). Mais {i I'on
ajoute 2 Gl la droite 10 qui eft 2 IK, le tiers de HI, dans le méme rapport que le
quadruple de GI avec GH au double de GI avec le triple de GI; je dis que toute
la droite GO eft plus grande que I'are AB. Formons, en effec, fur les lignes GH,
HI, 1O des triangles dont le fommet commun eft L, et dont la hauteur foit égale
au rayon DB. Et joignons DA, et menons le diametre CE du cercle qui divife
la droite AB en deux parties égales en N, et I'arc AB en E. Et joignons AE, EB.

47) La premiére partie est identique avec le »Theor, V. Prop. V7, p. 129 du Tome présent.
D’apreés la seconde partie on a, en employant toujours les notations delanote 10, p. 136,

4220 +-%
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c’est-a-dire:

DE CIRCULI MAGNITUDINE INVENTA. 1654 169

ratio quam HD ad ER, five quam HD quinquies fumpta ad quintuplam ER.
Atqui HD, (cum fit 2qualis duabus tertiis DF) quinquies fumpra @quabicur
decem tertiis, hoc eft, triple fefquitertiz DF. ER verd qua continet ED & duas
quineas ipfius DB, i quinquies fumatur , zquabitur duple BD & quintuple ED;
hoc eft, duple totius EB atque infuper criple ED. Igitur apparet portionem
ABC ad inferiprum triangulum minorem habere racionem quam triplam fefqui-
tertiam DF ad duplam EB, hoc eft, diametrum BE, una cum cripla ED. Quod
erat demonftrandum.

Tueor. XVI. Proros. XIX.

Arcus quilibet [emicircumferentid minor, major eft [ud [ubten|@ fimul & triente
differentie qud fubtenfu [inum excedir. Idem verd minor quam Jubtenfa fimul cum
¢ quec ad ditlum srientem [efe habeat, ut quadrupla [ubtenfa junita fini ad [ub-
tenfam duplam cum finu triplo 47).
) Efto circulus cujus D centrum, dia-

meter FB. Et fic arcus BA femicir-
cumferentid minor, cui fubtenfa ducatur
BA, finus autem AM: qua nimirum dia-
metro FB fic ad angulos reétos. Porro ipfi
AM fic zqualis reéta GH, & GI =qualis

p [lubtenfe AB. Exceflusigitur eft HI; cujus
wiens IK ipfi GI adjiciatur, Oftenden-
dum eft primd, arcum AB totdi GK
majorem efle. Hoc autem ex Theoremace

7. eft manifeftum +*), Ac cum ipfi GI
additur IO que ad IK wientem ipfius HI
rationem habeat, quam quadrupla GI una

" AR VS cum GH ad duplam GI cum tripla GH.
[Fig. 20 Dico totam GO arcu AB majorem
el : efle. Conﬂltu:m_cur enim f{uper lineis GH,

, 10, gula quorum communis vertex fit L, altitudo autem zqualis radio

o< Pl £ () AL ey, p,,); 12 —p]

2pant-3pn 20300 )
B L L O F S B 1O e
s (Pzr';:”?")z } [25:53(’:;1);?”)] 5 expression dont les #7075 premiers termes corre-

: qunden( aveclasuite (1) de la note 7, p. 94 du Tome présent.
) Voir le dernier alinéa de la démonstration du ,, Theor. VII*, p- 135 du Tome présent.
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170 L’INVENTION DE LA GRANDEUR DU CERCLE.

Puifque OI eft a 1K comme le quadruple de GI avec GH eft au double de GI

avec le tiple de GH, en prenant les triples des conféquents, OI fera 2 IH (qui

eft notamment le triple de IK) comme le quadruple de Glavee GH eftau fexeuple

de Glavec le nonuple de GH. Et, par compofition, OH eft a FII comme le décuple

des deux droites IG, GH eft au fextuple de IG avec le nonuple de GH; ou bien,

prenant les tiers, comme les dix tiers de la fomme des deux droites GI, GH eft au

double de GI avec le triple de GH. Mais le rapport dela ligne GI a GH, c’eft-2-

dire, de BA 2 AM, eft le méme que celuide BD a DN, a caufe des triangles fem-

blables BAM, BDN. Donc auffi OH eft 2 II, comme %2 de la fomme des deux

droites BD, DN eft au double de BD avec le triple de DN, c’eft-a-dire, comme %2

NC eft au diamétre EC avec le triple de DN. Mais plus petit que ce rapport eft le

rapport du fegment AEB au triangle AEB*. Donc le rapport du dit fegment au dic

wiangle eft aufli moindre que celuide O & HI,c’eft-a-dire, que celui du triangle

OHL au criangle IHL. Mais le rriangle IHL eft égal au triangle AEB. Creft ce

que I'on démontre de la manitre fuivance. Le triangle GHL eft égal au triangle

DAB, parce que leurs bafes et leurs hauteurs font réciproquement égales. Et pour

une raifon femblable, puifque GI eft égal 2 la droite AB, le triangle GIL fera égal

2 la fomme des deux triangles DAE,

DBE, c’eft-a-dire au quadrilatere DAEB.

Par conféquent il faut que le criangle HIL

e foit égal au triangle AEB, ce que nous

difions. Le fegment AEB fera doncau tri-

angle AEB qui lui eft infcrit dans un rap-

g portmoindreque le criangle OHL au méme

triangle AEB. Pour cette raifon le triangle

L OHL fera plus grand que le fegment AEB.

Et dés lors le triangle OGL tout entier

© plus grand que le fecteur DAEB. Mais la

hauteur dutriangle GLOeft égale au rayon

DB. Donc la bafe GO fera plus grande

que Parc AB. Ce qu’il fallaic démontrer.

G PN TITL) Or, il résulte évidemment de celaque de

[Fig. 20.] la circonférence toute entitre on peutdire

que, Ji Pon inscrit dans le cercle deux polygones bquilaréraux dont Pun a un nombre

dews fois phus grand de citds que D auire,, et que [i Do ajouse le diers de la différence

des périmétres au périmetre du polygone le plus grand, la droite ainfi compofée [era

plus petite que la circonférence du cercle. Mais [ au méme plus grand périmétre on

ajoute une ligne qui ¢fl au dit tiers de la différence comme le quadruple du plus

grand périméire augmenté du plus petit périmetre eff au double du plus grand

avec le riple du plus petit, la droite ainfi compofée dépaffera la circonférence du
cercle 49).
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DB. Et jungatur DA, ducaturque diameter circuli CE qua rectam A bifariam
dividac in N, arcum verd AB in E. Et jungantur AE, EB.

Quoniam igitur OI eft ad [K ut quadrupla GI und cum GHad duplam GI
cum ctripla GII; fumptis confequentium criplis erit O ad IH (haec enim cripla eft
IK,) ut quadrupla GI und cum GH ad fexcuplam GI cum noncupla GH. Et
componendo, OH ad HI, ut decupla utriufque IG, GH ad fexcuplam IG cum
noncupla GH: vel fumptis horum trientibus ut decem tertiae duarum fimul GI,
GH ad duplam GI cum tripla GH. Eft autem eadem ratio linearum GI ad GIH,
hoc eft, BA ad AM, qua BD ad DN, propter fimiles triangulos BAM, BDN.
Ergo etiam OH ad HI, ut %2 ucriufque fimul BD, DN ad duplam BD cum cripla
DN; hoc eft, ut % NC ad diamecrum EC cum tripla DN. Hac autem ratione
minor eft ratio portionis AEB ad AEB ctriangulum *. Ergo dictae portionis ad
diéum triang. minor quoque ratio quam OF ad HI, hoc eft, quam trianguli OHL
ad wriangulum IHL. Triangulum aucem IHL @quale eft triangulo AEB. Quod
fic oftenditur. Triangulum enim GHL wquale eft criangulo DAB , quoniam bafes
& altitudines reciprocé @quales habent. Similique ratione quoniam GI @qualis
eft re@te AB, erit triangulum GIL mquale duobus fimul criangulis DAE , DBE ,
hoc eft, quadrilatero DAEB. Itaque triangulum HIL triangulo AEB aquari
necefle eft, quod dicebamus, Habebit itaque portio AEB ad eriangulum fibi
inferiprum AEB minorem quoque rationem quam triangulum OHL ad idem
criangulum AEB. Quamobrem triangulum OFHL portione AEB majus erit. Et
totum proinde triangulum OGL majus fe¢tore DAEB. Alcicudo autem trianguli
GLO =qualis eft radio DB. Ergo bafis GO major erit arcu AB. Quod erat often-
dendum,

Ex his autem manife(tum eft de tota quoque circumferentia pronunciari pofle,
quod, Si circulo inferibantur polygona duo wquilatera ., quorum alterum alterius
[ir duplo laterum numero, & differentic perimetrorum triens perimetro polygoni
majoris adjungatur, compofita ex his circuli circumferentid minor erit. Eidem vero
majori perimetro [i linea addatur que ad diShum differentic trientem [efe habeat
fieut quadrupla perimetri majoris junta perimetro minori, ad duplam majoris cum
ripla minoris, compofita circumferentiam circuli excedet +).

#7) Voir la seconde formule de 12 note 47.
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ProsLime IV. Proros. XX. ProsrLemaA IV. Proros. XX.
Trouver le rapport dela circonférence au diamitre ; et auw moyen des cordes don- Circumferentic ad diametrum rationem invefligare; & ex datis inferiptis in
nées infcrites dans un cercle donné trouver la longueur des arcs auxquels elles font daro circulo invenire longitudinem arcuum quibus illae [ubtenduntur.

fous-tendues.

Efto circulus centro D, cujus diameter CB, & fit arcus BA fextans circum-
ferentie, cui fubtenfa ducatur AB, itemque finus AM. Pofitd igicur DB femi-
diametro partium 100000, totidem quoque erit
A fubtenfa BA. AM verd partium 86603 non
uné minds, (hoc eft, {i una pars five unitas aufe-
ratur ab 86603 fiet minor debito) 5°), quippe
femiflis lateris trianguli @quilateri circulo in-
feripti.

Hinc exceffus AB fupra AM fit 13397 vero
minor. Cujus triens 44652 additus ipfi AB
100000, fiunt partes 104465% minores arcu
AB. Et hic primus eft minor terminus, quo
poftea alium vero propiorem inveniemus. Pritis
autem major quoque terminus fecundiim Theo-

rema precedens inquirendus eft.

Tres nimirum funt numeri quibus quartum proportionalem invenire oportet.
Primus eft partium duple AB & triple AM qui erit 459807 , vero minor , (nam
hoc quoque obfervandum ut minor fit, idemque in caeteris prout dicerur) fecun-
dus quadruple AB & fimple AM qui 486603 vero maj. Et tertius triens exceflus
AB fupra AM, 4466 vero major. Itaque quartus proportionalis erit 4727 vero
maj. quo addito ad AB 100000 fit 104727, major numero partium, quas continet
arcus AB, peripherie fextans *. Jam igitur invenimus longitudinem arcus AB + zer preceed.
fecundum minorem majoremque terminum, quorum hic quidem longe propior
vero eft, cum vero proximus fit 104719,

Sed ex utroque iftorum alius minor terminus habebitur priore accuratior fi

de la vraie valeur, car le nombre 104719 cft le plus voifin du vrai. utamur pracepto fequenti, quod 2 diligentiori centrorum gravitatis infpectione
Mais au moyen de ces deux I nous obtiendrons une autre limite inférieure plus dependet 1)

exadle que la premitre, en faifanc ufage du précepre fuivant, qui réfulte d’un
examen plus précis du centre de gravité 57).

Soit un cercle de centre D, dont le diameere eft CB, et foit I'arc BA un fextant
de la circonférence, dont nous menons la corde AB, ainfi que le finus AM. Si
nous fuppofons donc que le demi-diamétre DB eft de 100000 parties,, la corde
BA en contiendra le méme nombre. Mais AM fe compofera de 86603 parties, et
pas une de moins (ce qui veut dire que fi I'on enlevait une partie ou une unité des
86603 on aurait moins que le dit) 5°), puifqu’ elle eft Ia moitié du cdté du triangle
équilateral inferit dans le cercle.

De 1a I'exces de AB fur AM devient 13397, moindre que le vrai. Le tiers en c
eft 4465 2, ce qui ajouté & AB 100000, donne 104465 % parties, ce qui eft moins
que I'arc AB. Et ceci eft une premiére limite inférieure; dans la (uite nous en
trouverons une autre, plus rapprochée que celle-Ia de la vraie valeur. Mais
d’abord nous devons chercher auffi une limite fupérieure, conformément au
theor¢me précédent. [Eiglard

Il y a donc trois nombres auxquels il s’agit de trouver une quatriéme propor-
tionnelle. Le premier eft égal au double des parties de AB et au triple de AM;
il fera donc 459807, moindre que le vrai, (car on doit auffi prendre foin que
ce nombre foit moindre ici; et de méme avec les autres de la maniére que nous
Pindiquerons); le fecond eft égal au quadruple de AB et au fimple AM, foit
486603, plus grand que le vrai. Etle troifieme eftle tiers de exces de AB fur AM,
4466, plus grand que le vrai. La quatriéme proportionelle fera done 4727, plus
grande que le vrai, ce qui, ajouté & AB ou 100000 donne 104727 , plus grand

* @apres coqui que le nombre de parties que contient I'arc AB, fextant de la périphérie *. Nous
précide-— ayons donc déja trouvé la longueur de arc AB d’apres une limite inférieure et
une f{upérieure, dont cependant la derniere eft de beaucoup la plus rapprochée

régle qui va suivre a été obtenue. Nous savons seulement par la Lettre N°. 185 du 1 avril
1654 (p. 279 du T. I) que sa démonstration dépendait, comme celle de la seconde partie du

$°) La phrase entre parenthéses a ¢té ajoutée par Huygens en marge de 'exemplaire que nous . Théoréme X VI, de I’'emploi d’une parabole.
possédons. 11 étaitdonc asupposer que la régle en question s’obtiendrait suivant la voieindiquée parles
$1) Les manuscrits et les lettres ne donnent aucun renseignement décisif sur la maniére dont la Théorémes XIV et XV, en remplagant toutefois la parabole [IBK de Ia figure 18 par uneautre
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174 L’INVENTION DE LA GRANDEUR DU CERCLE.

Ajoutez les quarre tiers de la différence des limites trouvées au double de la corde
et au triple du finus, et que dans le méme rapport dans lequel [¢ trouve la droite
ainfi compofée & trois et un tiers, ou %2 fois la fomme du finus et dela corde, [e
trouye aulfi Fexcds de la corde fur le finus dune certaine autre droite; celle-ci ajoutée
au [inus conflituera une droite plus petite que I are 5%).

dont le centre de gravité se trouverait nécessairement au dessus de celui du segmentde cercle.

T Or, la p.arabole qui, mieux qu’aucune autre,

peut servir a ce but est celle ATC tracée dans

la figure ci-jointe, ou DS = £ TD. Elle per-

met de conclure quon a DG < DS, ot G et

L S représentent les centres de gravité du seg-
ment de cercle et de la parabole.

AN En effet, il est clair d’abord qu” une parabole
passant par les points A et C est plus eflicace
que toute autre, qui passe par les mémes points
K et L et dont la partie au dessous de KL
se trouverait entiérement a 'intérieur du seg-
ment de cercle (ce qui est nécessaire pour la
démonstration); puisque pour ces derniéres
paraboles TD, donc aussi la distance du centre
de gravité a la base AC, sera plus grande que pour la premiére.

Ensuite on voit aisément qu’on ne peut pas prendre les points K et L, avec avantage, ni
plus bas, ni plus haut que dans la figure. En les prenant plus bas la distance du centre de
gravité de la parabole a la base s'agranditavec TD. En les prenant plus haut il est vrai que
cette distance samoindrit; mais alors le centre de gravité de la parabole se trouve au dessous
de la droite KL et on n’est plus sir qu'il est encore au dessus du centre de gravité G du seg-
ment de cercle.

11 s’agit donc de calculer la limite inférieure pour la longueur de I'arc, et ensuite pour e,
4 laquelle on est conduit en employant la parabole de la figure. Nous avons trouvé ainsi la

formule: 1 1
oy OGP
6 pant-opn +L0"‘:ZQ_
Gpan—t=Opn
pour la déduction de laquelle nous renvoyons 2 un article de notre collaborateur M. I'. Schuh
a paraitre dans les Archives Néerlandaises sous le titre: ,,Sur quelques formules aproxima-
tivesde la circonférence du cercle et sur la Cyclométrie de Huygens.”

Or, en comparant cette limite avec celle qui suit de la régle de Huygens (voir la note
52), on sapergoit qu’clle est moins rapprochée; mais puisqu” elle estla meilleure de cette
forme qu’on peut obtenir par le procédé que nous avons décrit, il faut que Huygens ait suivi
une autre voies si, du moins, il n’y pas question d’une faute de calcul.

Nous aurons d’ailleurs I'occasion de revenir sur ces approximations & propos d’une piéce de
1668 composée par Huygens pendant sa polémique avee Gregory sur la quadrature du cercle.
Dans cette piéce, quion trouve aux pages 61—G4 des ,,Adversaria olim D”, Huygens
arrive par une méthode différente a une formule, qui conduit a I'inégalité:

oo > ek 10 (pin — pu
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Inventorum terminorum differentia [efquitertia jungatur duple [ubtenfae &
[inui triplo, & quam rationem habet ex his compofita ad triplam [e[quitertiam
[ew 2 wrriufque fimul, finus, [ubtenfaque., eandem habeat [ubtenfe [upra [inum
exceflus ad aliam quandam; Hec ad [inum addita reitam conflituet arcy
minorem 5*).

c’est-a-dire,, qui donne.une limite inférieure plus rapprochée que les autres; puisqu’ on a:
QIR Ay 6 8 27
5panA-5p° 10 paw—+ 10y € 6pwm—9pn < G 900 °
$2) On trouve pour la différence des limites indiquées dans le Théoréme X VI Pexpression :

2 @i — dn
2au+3a,°
La régle en question conduit donc a Pinégalité :

5 (an—Lan).

10 (42 — L g?
Z> i i iiﬂ’"_ e ) 3
an— £ @) w2 a,
5 t”)2ﬂzrl+%ﬂn+aa‘+'”
d'od I'on peut déduire:
SRR,
2> py b ——1o¢ (G ) - D
=Py 8 (Pan— s )*
6 pan—t9pn
Pour pouvoir P cette limite inféri avec la suite (1) de la note 7, p. 94 du

Tome présent, nous écrivons successivement:

Aol gl 60 piu =150 pan pu -+ 90 P
et > (1‘”1 :") o i‘fpg" ~+ 02 pan pu 4 89 P
16 P2+ 58 pan pu - e o
o p gt (ban—pa)=pauet- & (oo — ) [x o
(4020486 pu) (Psn—pu)
4473 + 92 pan pu 89 41
1092, - 215pmpu ol (Prn—10n)"
%Fﬁ¢igzgﬂﬁim+ﬁmupo+&—~f (S
—34Pm 9 0n) (Pan—pn) | _ > 2 (P —pu)*
i (44?2.,+392 p,,,pu(-f- 89p§3 ] At i (g"' A
00 (Pa—pu) Pan—pn, i s (—34pw+89p)pan | __
it —(F#! - = [ '+)%T44p.’,,+9=pnpm+891::]_‘°"’+
Lpmep) b2, =) | ap (pan—pa)d [, (2014P20—979P1) (pan—pi)*
TG A [“”(441’:"+92sz"’+ 89p:)p:,,:|
Ajoutons que la limite, mentionnée dans la note précédente, comme empruntée a la piéce.
de 1668, ameéne I'inégalicé:

'an = P F an == Du 3
23>t § o —p) 75 L) (b
£
+[ 4 (=t 16p.)( )t
75 (x1 p2,+ 2320 pn 16 23)13,
Des deux inégalités les trois premiers termes s'accordent avee ceux de la suite en question;

mais le quatriéme terme de la seconde se rapproche de beaucoup plus du quatriéme terine de
la suite, tout en y restant inférieur comme il fallait.

(pan— p)=pan+

R IR R B DR
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La limicé inférieure éraic 104465%; la fupérieure 1047275 leu_r dlﬂére13ce e!\:
2611, Nous devons de nouveau trouver une quacritme proportionnelle atrois
nombres. Le premier eft le double des parties

A de AB augmenté du criple de AM et des qua-

wre tiers de la différence des limites; on trouve

460158, plus grand que le vrai. Le fecond eft

les %o des deux ABet AM enfemble, 622008,

plus petic que le vrai. Enfin le woifitme eft

c ) M B Texces de AB fur AM, 13397, plus petit que
le vrai. La quatriéme proportionnelle hce§

nombres eft 18109, plus petite que le vrai. Si

donc nous ajoutons ceci au nombre de parties

de AM, 866021, moindre que le vrai, il vient

[Fig. 21.] 1047114, moindre que T'arc AB. Ainfi donc l.e

fextuple de ces parties, 628269, fcra.plus petit

que la circonférence toute encitre. Mais parce que 104727 de ces parties ont été
trouvées plus grandes que I'arc AB, leur fextuple 628362 fera pl.us g\rnnd quela
circonférence. De forte que le rapport de la circonférence au diametre eft p'ius
petit que celui de 628362, et plus grand que celui de 628269 2 go?ooo. Olu bien
plus petit que 314181 et plus grand que 314135, A 100000. D’ou ré]l:; te qlic
ce rapport eft certainement plus petit que 3% et pl}ls gl_‘ax.ld que 35 t;.x.m a
aufli eft réfutée Perreur de Longomontanus 2), qui éerivit que la périphérie eft

lus grande que 314182 54) parties, dont le rayon contient 100000.
4 S\ﬁmpofoug m:?in‘(‘enant 311}:: l'arc AB foic % de la circonférence; f\lors AM,
moitié du coté du carré inferic dans le cercle, fera de 7?7lo§8 parties, donc le
rayon DB en contient 10000000, et pas une de moins. Tandis que AB, coté de
I’octogone, eft de 7653668 parties et pas une de plus. Au mgyen'de. ces doxfnées
on trouvera, de la méme fagon que ci-devanc, comme premicre limice mféneulge
de Ia longueur de I'arc AB 7847868. Puis comme limite fup;érleurc 7854.06?. «
de ces deux la de nouveau une limice inférieure plus préclAfe 7853885. D o:h il
réfulte que le rapport de la périphérie au diametre eft moindre que 31416% et
f ue 31415 fur 10000. ;

ph;;tg::::lse lagli:‘litsc fupérieure 7854066 s'écarte moins de la vraie longueurlde
Iarc que 85 parties (I'arc AB, en effer, d’apres ce que nous avous_prouvédp us
haut 55), eft plus grand que 7853981), et que 85 parties fontmo'u.)s q\;g eux
fecondes, ¢'eft-d-dire que 1553555 dela circonfér'ence, car 5011:e !a circon renie
a plus de 60000000 de ces paries; il eft donc clair que, fi d’un mapgle rectangle
nous cherchons les angles au moyen des cotés donr.lés, :?e la maniére dont nous
avons cherché cetee limite fupérieure un peu avant, jamais nous ne nous trompe-

notes 4 et
$3) Voir, sur Longomontanus et son ouvrage de 1644 sur la quadrature du cercle, les 4ets,
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Minor terminus erat 1044652, Major 104727. differentia horum eft 261%.
Eftque rurfus tribus numeris inveniendus quartus proportionalis. Primus eft par-
tium duple AB & wiple AM & fefquitertiz terminorum differentiz, 460158
vero major. Secundus % utrinfque fimul AB, AM, 622008 vero minor. Tertius
denique exceflus AB fupra AM, 13397 vero min. Quibus quartus proportionalis
eft 18109 vero min. Hic igitur additus numero partium AM 86602 vero min.
fiunt 1047111 minores arcu AB. Quare fexcuplum earum, 628269 minus erit cir-
cumferentid totd. At quoniam ro4727 majores inventz func arcu AB, earum
fexcuplum 628362 circumferentid majus erit. Itaque circumferentiz ad diametrum
ratio minor eft quam 628362, major autem quam 628269 ad 200000. Sive minor
quam 314181, major autem quam 314135 ad 100000. Unde conftat minorem
utique effe quam eriplam fefquifeptimam, & majorem quam 31¢. Quin etiam
Longomontani ) error per haee refucacur, qui feripfic peripheriam majorem
effe partibus 314182 $4) qualium rad. 100000.

Efto nunc arcus AB g circumferentiz, & erit AM, femiflis lateris qua-
drati circulo inferipti, partium 7071068, non und minds, qualium radius DB
10000000. AB verd latus oétanguli partium 7653668 non und majus. Quibus
datis ad fimilicudinem pracedentium invenietur primus minor terminus longi-
tudinis arcus AB' 7847868. Deinde major terminus 7854066, Et ex utroque
rurfus terminus minor accuratior 7853885. Unde conftac peripherie ad dia-
metrum rationem minorem haberi quam g1416%, majorem autem quam 31415
ad 10000.

Et quum terminus major 7854066 4 vera arcus AB longitudine minus diftet
quam partibus 853 (Eft enim arcus AB, per ea qu fupra oftendimus 55), major
quam 7853981) partes autem 85 eflicianc minus quam duos fcrupulos fecundos.,
hoc eft, quam ;552555 circumferentiz , nam tota earundem plures habet quam
6o0oco00: Hine manifeftum eft, fi trianguli rectanguli angulos quazramus ex datis
lateribus, eo modo quo majorem iftum terminum pauld ante¢, nunquam duobus

p- 176 du T. I. D¢ja en 1612 il publia "ouvrage quisuit: ,,Cyclometria ex Lunulisreciproce
demonstrata, unde tam Areae, quam Perimetri circuli exacta dimensio, & in numeros
diductio seqvuta est, hactenus ab omnibus Mathematicis unicé desiderata, Ad Christianum
Qvartum Daniae & Septemtrionis Regem. Inventore Christiano S. Longomontano Regio
Mathematum Professore. Hafniae Typis Henrici Waldkirchij. Anno CID [DCXI1.”

La fausse quadrature qu” il y développe améne 4 la page 55 la valeur numérique 7z —
= 3,14185950069768.. ... ; elle est différente de celle de 'ouvrage de 1644, laquelle le con-
duita la page 24 au nombre 3, 141859604427 . . .

34) Dans 'exemplaire que nous possédons, ce dernier chiffre a été changé & la plume,, probable-
ment par Huygens lui-méme, On y lit 314185.

55) I s'agit du dernier alinéa du , Problema I. Prop. X, p- 143 du Tome présent, d’aprés lequel
la circonférence contient plus de 62831852 des parties mentionnées dans le texte; dont le
huitiéme excéde 7853981.

23

¥
4




178 L’ INVENTION DE LA GRANDEUR DU CER CLE.

rons de plus de deux fecondes; méme i les cOtés aucour de 'angle droit font égaux
entre eux, comme ils I'étaient ici dans le triangle DAM.

Mais fi le rapport du cdté DM 4 MA eft cel que Pangle ADM ne dépafle pas
3 d’un angle droit, I'erreur ne fera pas méme d’une cierce. En effet, pofant I'arc
AB 6gal A 7, de la circonférence, AM fera la moiti¢ du cdté de I'octogone équi-
latéral inferic dans le cercle, et égal & 382683433 parties et pas une de moins;
tandis que AB fera le c6té du polygone de feize coués, et contiendra donc
390180644 parties et pas une de plus, le rayon DB contenant 1000000000 deces
parties. On trouve par la une premitre limite inférieure de la longueur de I'arc
AB de 392679714 parties. Et la limite fupérieure eft 392699148 Et delade
nouveau une limite inférieure 392699oto. Or, il réfulte de ce que nous avons
démontré plus haut 5%) que I'arc AB, - de la circonférence, cft plus grand que
302699081 parties, lefquelles la limite fupérieure dépafle de 67 parties. Mais
celles-ci font moins quiune tierce , ceft-a-dire que ;- g5555 de toute la circon-
férence, puifque celle-ci eft plus grande que 6ooococ000.

Puis, des nouvelles limites que nous venons de trouver le rapport de la cir-
conférence au diamétre fortira plus petit que 3141593 %, mais plus grand que
3141592 2 1000000,

Lt si nous prenons un arc AB égal a #;dela circonférence, foit 2 6 parties
done elle en contient toute entidre 360, AM fera la moitié du cté du polygone
(inferit) $7) a 30 angles, formé de 10452846326766 parties dont le rayon ena
1 00000000000000, et pas une de moins. Er AB eft lecété du polygone (inferit)s7)
de 6o angles, 10467191248588 et pas une de plus. Au moyen de ces données on
trouvera I'arc AB d’apréslapremitre limice inférieure 10471972889195. Drapres
la fupéricure 10471975512584. Etdelal’autre limiteinférieure 1047197551 1302.
Dot il réfulte que le rapport de la périphérie au diamétre eft moindre que
31415926538, mais plus grand que 314 15926533 & 10000000000.

il fallaic chercher ces limites par I'addition des cotés des polygones inferic ec
circonferir, il faudraic aller prefque jufqu a quatre cent mille cotés 5%). Car au
moyen du polygone & 6o angles inferit et circonferit on prouve feulement que le
rapport de la périphérie au diameere est moindre que 3145 3 1000 etplus grand
que 3140. Ainfidoncle nombre de chiffres vrais fourni par notre calcul parait écre
trois fois plus grand et méme plus. Mais i quelqu” un en fait Pexpérience, il verra
que la méme chofe arrive toujours avec les polygones suivants: nous n’en igno-
rons pas la raifon,, mais elle demanderait une explication trop longue 52).

Drailleurs je crois qu'il eft fuffifamment clair comment, érant données d’aucres
inferites quelconques, on peut trouver par les- méthodes expofées la longueur
des arcs auxquels elles font fous-tendues. Car, fi elles font plus grandes que
le ¢dté du carré inferic, on devra chercher la longueur de l'arc reftanc A la demi-
circonférence, dont la corde eft alors aufli donnée. Mais on doit auffi favoir
trouver les cordes des moitiés des arcs, lorfque 1a corde de I'arc encier eft donnée.
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ferupulis fecundis aberraturos; etiamfi @qualia inter fe fuerint latera circa angu-
lum reétum, veluci hic erant in triangulo DA M.

Si verd ea fic ratio lateris DM ad MA , uc angulus ADM non excedart % recti;
non unius tertii {crupuli error erit. Pofito enim arcu AB % circumferentiz, erit
AM femiffis lateris octangulil equilateri circulo infcripti partium 382683433,
non und minds. AB verd latus fexdecanguli 390180644 non und amplils,
qualium radius DB 1000000000. Unde primus minor terminus longitudinis
arcus AB invenitur partium 392679714. Terminus autem major 392699148.
Et ex his minor rurfus 392699010. Conftat autem ex fupra demonftratis 5¢)
arcum AB 7, peripherize, majorem effe quam 392699081, quas terminus
major fuperat partibus 67. He autem minus efficiunt uno fcrupulo tertio,
hoc eft, ;45505 totius circumferentiz, quoniam ea major eft utique quam
6000000000, 3

Porrd ex noviflimis terminis inventis orietur ratio circumferentiz ad diametrum
minor quam 3141593%, major autem quam 3141592 ad 1000000,

Quod fi 5 circumferentie ponatur arcus AB, feu partium 6 qualium tota 360z
Eric AM femiflis lateris trigintanguli (inferipti) 57) partium 10452846326766 ,
non und mins , qualium radius 100000000000000. Et AB latus fexagintanguli
(inferipti) 57) 10467191248588 nonund amplius. Invenieturque ex his arcus AB
fecundim primum minorem terminum 10471972889195. Secundiim majorem
10471975512584. Et ex his minor alter terminus 1o471975511302. Unde
efficitur peripherie ad diametrum ratio minor quam 31415926538 , major autem
quam 31415926533 ad 10000000000. -

Quos terminos fi ex additis infcriptorum & circumferiptorum polygonorum
lateribus inquirendum effet fere ad laterum quadringenca millia deveniendums%).
Nam ex fexagintangulo infcripto circumfcriptoque hoc tantlim probatur , mino-
rem effe rationem peripheriz ad diametrum quam 3145 ad 1000, majorem aucem
quam 3140. Adeo ut triplum & amplidis verarum notarum numerum noftro ratio-
cinio produé?nm appareat. Idem verd in ulterioribus polygonis fiquis experiatur
.fem'per evenire cernet: non ignota nobis ratione, fed que longiori explicatione
indigeret $2).

Porrd autem qf]OmOdO, datis quibufcunque aliis infcriptis arcuum quibus
fubtenduntur longitudo per hazc inveniri queat fatis puto manifeftum. Sienim
quadrati inferipti latere majoves funt, longitudo arcus ad femicircumferentiam

;? Voir toujours le lieu cité dans la note précédente.
7) Les mots entre parenthéses furerit ajouté: i i
joutés en marge par Huygens dans I'ex
e p: g ‘exemplaire que nous
$3) En appliquant les relations approchées de la note 7, p. 94 du Tome présent, on trouve que

des polygones de 240000 cdtés suffiraient a déduire ces limites 2 Iai i
Sonlsy imites 2 I'aide de laméthode Archi-

$9) Voir, & ce propos, la note 15, p. 142 du Tome présent.
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It de cetce maniére, fi nous voulons faire ufage des bifections, nous pourrons
connaitre fans difficulté pour toute corde la longueur de fon arc, auffi rapprochée
que nous voulons. Ceci eft utile pour I’examen des tables des finus. Et de méme
pour leur compofition; car connaiffant la corde d’un certain arc, on peut dérer-
miner aufli avec une précifion fuffifante celle de I'arc qui eft un peu plus grand
ou un peu plus petit.
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reliqui inquirenda eft, cujus tum quoque fubtenfa datur. Sciendum autem &
dimidiorum arcuum fubtenfas inveniri cum totius arcus fubtenfa data eft. Atque
hdc ratione fi bifecionibus uti placebic, poterimus ad omnem fubtenfam , arcus
ipfius longitudinem quamlibet verz propinquam non difficulter cognofeere. Utile
hoc ad finuum tabulas examinandas. Imo ad componendas quoque : quia cognitd
arcus alicujus {ubtenfd, etiam ejus qui pauld major minorve fic fatis accuraté
definiri poteft.




CHRISTIAAN HUYGENS, FILS DE CONSTANTIN.

CONSTRUCTIONS DE CERTAINS
PROBLEMES CELEBRES.

Prosr. I.

Couper une [phire donnée par un plan de manidre que les [egments [ bient entre
eux dans un rapport donné *).

Archiméde a réfolu ce probléme dans le livre 2 de fon traité de la Sphere et du
Cylindre 2). Mais il femble qu’il n’a pas expofé la conftruction qu’il avait pro-
mife, & moins que ne foit de lui celle qu’ Butocius inféra dans fes Commen-
wires, 'ayant trouvée dans un livre trés vieux ). Or, elle y est effectuée par
Iinterfection d’une parabole et d’une hyperbole comme celle dont Dionyfidore
eft Pauteur #), laquelle cependant différe de la précédente. Outre celles-Ia Euro-
cius donne encore une croifitme ), tirée du livre de Diocleés sur les Miroirs
ardents, laquelle demande le tracé d’une hyperbole et d’une ellipfe. Quantala
notre, que nous décrirons ici, elle exige la trisetion de I'angle; et cette fagon
de conftruire parait pour les problemes folides en quelque forte la plus fimple,, et
la plus appropriée a 'usage.

Soit donc donnée une fphere [Fig. 1] dont le centre eft M, le diametre CA.
Et foic donné le rapport de la ligne Sa T, d’une plus grande aune plus petite. Que
lon fe figure la fphére coupée par un plan fuivanc le diamétre AC et foit CBAD
le cercle le plus grand dans cette fphere. Et que I'on prolonge des deux cdtés le
diamétre CA et que chacun des deux prolongements CH et AE foit égal au demi-
diametre. Er que on divife toute la droite HE au point Q , de facon que EQ foit
2 QH comme Sa T. Que I'on place maincenant contre la circonférence la droite

1) Consultez,sur I'historique de ce probléme, lapage 102 de I',,Avertissement”. La solution qui
va suivre se retrouve dans une forme modifiée aux p. 16—18 du Tome présent sous la date
du 31 janvier 1652, E '

CHRISTIANI HUGENII C. F.

ILLVSTRIVM QVORVNDAM
PROBLEMATVM CONSTRVCTIONES.

Prosr. I.
Datam @Mram plano fecare, ut portiones inter (e rationem habeant datam *).

Hoc Archimedes problemarefolvitlib. o. de Sphara & Cylind. * i
nem autem promiffam non videtur explicuifle ,pniﬁ ipfius zﬂ il];x q)uacl‘:tlg}l)lggct;::s
in vetufto quodam libro repertam commentariis fuis inferuic 3). Ea verd ara-
boles & hyperboles interfectione perficitur, uti & illa cujus Dionyfidorus Euror
?ﬁ 4) > que tamen a priori differt. Preeter has tertiam quoque adfert Eutocius 9)
¢ Dioclis de P)frus libro, qua hyperboles & ellipfis defcriptionem requirit. Noftra
:::ieom{ qu{a?.]d!uc colt:lfcribemus anguli rrifetionem poftulat; Ec hec conih‘uend(i

n folidis pr i ici i
iy ncco;:on;m;maubus quodammodo fimpliciflima videtur, atque ad ufum

E-ﬁo igitur data fpheera [Fig. 1] cujus centrum M, diameter CA. Et data fic pro-
portio llnefc S ad T majoris ad minorem. Intelligacur fecari fphara plano fesun-
dum ‘/}C diametrum , fitqque maximus in ea circulus CBAD. Et producatur utrim-
que diameter CA , & ponatur femidiametro xqualis utraque harum CH, AE. Er
dividatur tora HE in Q, ut fit EQ ad QI ficut S ad T. Ipfi autem ]Vl(é ZTqu‘laliS

) Voir la note 3, p. 3 du Tome présent.
2 So.nsultez les notes 16 et 17, p. 12 du Tome présent.
oir p. 37—38 du texte Latin des ,,Commentarii Eutocii” de I’éditi il
2 P-274 du T, XI, (Heiberg, III, p’.’ 181—188). Ehghin i ot
) Voir p. 38—42 de Iédition de Bile, (Heiberg, 111, p. 189—z09).
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AR, égale i la droice MQ. Et que I'on prenne MN égale a celle qui fous-tend la
woifieme partie de Parc AR. Enfin que par le point N on méne le plan KL qui {oit
a angles droits fur le diamétre CA. Je dis que ce plan coupe la fphére de celle
maniére,, que le fegment dont A eft le fommet eft a celui dont le fommet eft C
dans le rappore de S a T ¢).

En effec, coupons la fphere par un plan BD paffanc par le cencre M et paral-
lele 2 KL, et joignons KM, ML; et imaginons un cone ayant comme bafe le
cerele formé par la fection KL, mais donc le fommet eft en M. Comme le carré
CM au carré MN, de méme foit MN 2 NO, quant & la longueur, On aura
donc, par converfion des rapports, que le carré CM , ou le carré KM, eft au
carré KN (car le carré KN eft I'exces du carré KM fur le carré MN) comme la
droite NM eft 2 MO. Or, comme le carré KM, ceft-a-dire le carre BM, au
carré KN, ainfi le cercle autour du diamétre BD eft a celui décrit autour
du diamétre KL. Donc aufli ce cercle Ia fera & celui-ci comme NM a MO.
Et par conféquent le cone KML fera égal a celui dont la bafe eft Je cercle autour

“15.12. B’y du diametre BD, mais dont la hauteur eft MO *. Mais cc cone eft a I’hémi-

fphere BCD, ¢’eft-a-dire au edne qui a comme bafe le méme cercle autour

301 rchim. dudiameere BD, et comme hauteur MI *, dans le méme rapport que MO a

fastirecti NIH. Done auffi le cone KM, fera 2 ’hémisphere BCD comme MO a MH. Ec
inverfement.

Mais enfuite , puifque Ihémifphere BCD eftau feteur folide MKCL comme

+ 42 1. areh. la fuperficie fphérique de celle-Taeft ala fuperficie fphérique de celui-ci*, ceft-

‘g" lereetdi y_dire comme MC a CN f, par converfion des rapports, I’hémisphére BCD

" e, fera 2 la partie qui en refte apres enlevement du fecteur MKCL, comme CM 2

brectdii N[N = ou bien, aprds en avoir pris les doubles, comme HM a OQ. Car que

0OQ eft le double de MN, c’eft ce que nous montrerons plus tard. Mais on

a démontré que 'hémifphére BCD eft au cone KML comme HM a MO.

Donc déja I’hémifphere BCD fera a toute la partie comprife entre les plans BD,

*ay,5.Bm ) KL comme HM aux droites QO, OM enfemble *, c’eft-a-dire a MQ. Ceft

pourquoi, par converfion des rapports, I'hémifphere BCD fera au fegment KCL,

comme MH & HQ. Et fi I'on prend les doubles des antécédents, la fphére toute

est sans doute une modification de celle qui fut communiquée le

6) La construction exposée
Gwenthurn , laquelle elle-méme ne différe pas essentiellement de

9 abut 16534 Kinnera L
celle inventée le 31 janvier 1652 (Voir la note 1).
Consultez la-dessus la note 4, p, 16 du Tomeprésent. Ici encore il est facile de montrer que
la corde, dont I'arc est divisé en trois parties égales, aura la longueur g;% AC.
7) Voir la note 10, p. 11 du Tome présent.
#) Voir la note 7, p- 17 du Tome présent.
9) Voir lanote 11, p. I du Tome présent.
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ponatur ad_ circumferentiam recta AR. Et ei que terciam partem fubtendit arcus
AR, zqualis fumatur MN. Et per N punétum ducatur planum KL quod diametro
i CA fir ad angulos
= rectos. Dico hoc
Ly s T fphaeram fic fecare,
£’ uc portio cujus A
vertex eft ad eam
cujus vertex Cratio-
nem habeat quam S
ad T 9).
Secetur enim
{phaera per centrum
M plano BD ipfi
KL parallelo,&jun-
S gancur .KM, ML;
5 & incelligatur conus
(Fig. 1] bafin habens circu-
KL, vertiFeln. vero M. Et ficut quadratum CM ad quadra111111hil\l/}11\1fa§::21tf1‘\3/?1i10:§
NO longitudine. Erit igitur per converfionem rationis ut q\mdx'a,tum CM ﬁ:/c
quadr. KM a}i quadratum KN (eft enim quadr, KN excefTus quadrati KM fupra
quadr. MN) ita linea NM ad MO. Sicut autem quadr. KM , hoc eft, quadr. lﬁh;l
ad quadr. KN, ita eft circulus circa diametrum BD ad enm,qui circ;%hme.rr
KL. Ergo quoque i'lle circulus ad hunc fefe habebitut NV ad MO. Ac( )roh:]cl{]c:
;;)1181.1 Kl\"IL zqualis erit cono cujus bafis circulus circa diametrum BD ;ltimdo
. blic autem conus ad hemifpheram BCD, hoc eft, ad GwnT ui bafin *15.12. Elem.”
r;l{l;z:te;undem [t/l[lglﬂ“m circa BD diametrum, & alticudinem MH * ezgn h{bcr ';: L-/I‘r‘;:;;u)
12 2 i ifpha Y e Spir. &
ﬁmg Moganl\n;m. E(ﬂiivll/{::;l;;lque & conus KML eric ad hemifphzram BCD ¢ 3"e &
orro autem quoniam hemifphzra BCD eft ad fectorem folidum M
g&elﬁcgs']“ms {pheerica ad fphwricam hujus fuperficiem * | hoc eft IE[CI\I&(I::C;E *42. 1. drchim.
l'cn]q;t‘e drll: per converfionem rationis hemifphera BCD ad parte:n fui que l([f,}“"nlw'a
HMA d[ empro fe&or; MEKCL, ficut CM ad MN : vel fumptis horum duplis ue 3 )//,-[/1;,”,
ad 0Q. Quod enim OQ dupla fit ipfius MN poftea oftendemus. Fuit a et
oﬂel}ﬂnn 5 quod‘ hemifphzra BCD ad conum KML ficut HM ad Md Er; (:,Ei:] e
:Fgf}lf'plmra BCD ad totam portionem inter plana BD, KL, COI]Eel;tﬂll!gCrth‘ll:
ol ffd urr‘amque-ﬁnml QO, OM *, hoc eft, ad MQ. Quare & per converfionem * 2.5, £
rationis, eric hemifphera BCD ad portionem KCL , ut MH ad HQ. Et fumptli: ey

:‘l’) xo_ir lanote 9, p. 17 du Tome présent.
) Voirlanote 28, p. 312 du Tome XI et de méme la note 13,p- 11 et 12 du Tome présent.
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entitre eft au fegment KCL comme EH & HQ. Et par partage, le fegment KAL
eft au fegment KCL comme EQ & QH, c’eft-a-dire comme S a T. Ce qui écait a
faire. Quanta ce qui a été dit, que OQ eft le double de MN, voici comment on le
prouve. Puifque comme le carré CM au carré MN ainfi MN efta NOenlongueur,
et que QM eft égal a la corde de I'arc AR dont le tiers eft fous-tendu par MN,
pour cette raifon les deux droites QM et NO enfemble feront égales au triple
de MN, ainfi que cela fe démontre par le lemme fuivant. Et par conféquent la
portion commune ON éranc enlevée, la droite QM feule fera égale au double de
NM avec MO. Mais cette méme droite QM eft égale aux deux droites QO, OM
enfemble, donc il reflore que le double de MN eft égal 2 Ia droite 0Q.

LemMME.

Lorfqu'un arc de circonférence eft coupé en trois parties égales, I'enfemble
des trois droites qui font fous-tendues aux parties égaleseft égalala fous-tendue
de Parc entier avec une droite qui eft a la fous-tendue du tiers comme le carré de
celle-ci au carré du demi-diametre. Suppofons que I'arc du fecteur ABC foit
divifé en trois parties égales par les points D,
B et que les droites BD, DE, EC foient
fous-tendues d ces parties et la droite BC a
B ¢ Tarc tout entier. Puis joignons DA, EA et

fuppofons que ces droites coupent la corde BC
aux points G et H. Soit enfin HF paralléle
a GD.
Ainfi donc la circonférence BDE eft double
de la circonférence EC, maisI’angle EAC qui
A repofe fur celle-cieft formé au centre, tandis
[Fig. 2.] que Pangle BCE repofanc fur celle-Ja eft formé
fur la circonférence. Pour cette raifon I'angle
BCE, ceft-h-dire angle HCE dans le triangle HCE, eft égal al'angle CAE
dans le triangle CAE. Mais 'angle en E eft commun A tous deux; donc les dits
triangles font femblables entr’eux; et comme AE 2 EC ainfi EC feraa EH. Donc*
le rapport de AE a EH, ceft-a-dire de DE 2 EF, eft la deuxiéme puiffance du
rapport de AE 2 EC, et par conféquent le méme que celui du carré AE au carré
EC ouED. Donc, en permutant, FE fera i ED comme le carré ED eft au carré
EA. A caufe de cela il s’agic de démontrer, que les trois droites BD, DE, BC
enfemble égalent la corde BC avec ce méme EF; ce qui eft tout & fait manifeste,
car CE eft égal & CH, BD égal 3 BG, et DE & I'enfemble des deux droites GH
et FE. Donc la propofition eft érablie.

P E
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antecedentium duplis, fphara tota ad portionem KCL ut EH ad HQ. Et divi-
dendo, portio KAL ad portionem KCL ut EQ ad QH, hoc eft ut S ad T. Quod
i erat faciendum.
— Quod autem dictum
[F——0"¢ fuit OQ duplam
B SUR, efle ipfius MN,
fic fiec manifeftum.
Quia enim ut qua-
dracuom  CM ad
quadr. MN ita eft
MN ad NO longi-
tudine: Eft aucem
QM =qualis fub-
tenfz arcus AR cu-
jus crienti fubten-
I = ditur MN. Erunt
(Fig. 1.] propterea duze fimul
; M &NO =qua
triple MN, uti fequenti lemmate demonttratur. Quamobre?n agamocmgﬁ:ltisi
ON, erit fola QM =qualis duple NM & ipfi MO. Sed eadem QM =qualis eft
duabus fimul his QO , OM, ergo apparet duplam MN =quari ipfi OQ.

LEmMma.

S% Circumferentie arcus in tria 2qualia fecetur, tres fimul reGz qua 2qualibus
pafrnbus fubtenduntur, 2quantur fubtenf arcus totius & ci que ad fubtenfam
tnenuis fefe habeat, ficut hujus quadratum ad quadratum femidiamerri. Arcus
fectoris ABC [Fig. o] in tria @qualia divifus fic puncis D, E. Ex ubrendaneur
partibus recte BD, DE, EC; & toti arcui linea BC. Porro jtmgamur DA,(EA $

“atque interfecent fubtenfam BCin punctis G & H. Sitque HF parallela GD.

Quoniam igitur circumferentia BDE dupla eft circumferentiz EC

autem ]‘llllf: infiftens EAC ad centrum conftitutus, qui verd illi inﬁfﬁ’[ :::gﬂk::
BCE‘ ad circumferentiam. Erit propterea angulus BCE , hoc eft angulus HCE
in triangulo HCE zqualis angulo CAE in triangulo CAE. Sl:.‘d angulus ad
E utrique e'& communis; itaque fimiles inter fe funt diéti trianguli: Eritque ut
AE ad' EC ita EC ad EH. Ratioigitur AE ad EH hoc eft DE ad EF duplicata
eft rationis AE ad EC, ac proinde eadem qua quadrati AE ad quacir. BC (el‘l
quadr. ED. Erit igitur invertendo FE ad ED ficut quadr. ED ad quadr. EA

Quan‘n_obrcm oftendendum eft, tres fimul BD, DE, EC =quari (‘ubten(a.e Bé
atque ipfi EF. quod fane manifeftum eft; nam CE eft @qualis CH; BD wquali

BG; DE vero utrifque fimul GH, & FE. Ergo conftat propofitum A g
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Nous avons {upposé, il eft vrai, que I’arc BC eft moindre que la demi-circon-
férence, parce que dans la conftruétion du probleme en queftion cela eft toujours
ainfi. Mais le lemme s’applique 2 des arcs quelconques, et pour des ares plus
grands que la demi-circonférence la démonftration eft peu différente. *2)

Prosr. II.
Trouver un cube double &un cube donné *s).

Pour ce probléme nous propoferons d’abord une conftruétion imparfaite, utile
pour les conftruétions mécaniques, puis nous en fournirons une exacte, qui toute-
fois ne s’effeétue qu’en eflayant a plufieurs reprifes. En effet, les problemes folides
exigent toujours ou ceci ou le tracé de fections coniques.

Soit donc donné un cube dont le cété eft AB; il sagit de trouver le cdté d’un
cube double.

Décrivons avec le rayon BA un demi-cercle AFC. Suppofons que larc AF
foit le tiers de la demi-circonférence, CD le quart; et menons CF, AD, dont
Pinterfection eftau point E. AE fera le c6té du cube cherché; le dépaflant coure-
fois d’une petite quantité, qui eft moindre que fa ,Jy partie, ainfi qu'on peut
Iexaminer facilement par les nombres. AE eft, en effet, la f¢cante d’un angle de
37 degrés 30 minutes, et eft donc plus grande que 12600 parties dont AF ou
AB en a 10006, Mais elle eft moindre que 12605. Donc, comme le cube fur
12600 cft plus grand quele double de celui conftruit fur AB 10000, le cube
fur AE fera plus grand que le double du cube fur AB. D’autre part, puifque AE
eft plus grand que 12600 parties, zdss AE fera plus grand que 6 parties. Mais
toute la droice AE eft plus petite que 12605. Donc, enlevantde AE la deux-
milli¢me partie d’elle-méme, le vefte fera plus petit que 12599 parties; car il en
refte autant lorfqu’on déduit 6 de 12605. Or, le cube fur 12599 eft plus petic que
le double du cube fur 10000. Donc auffi & plus forte raifon AE diminuée de la
deux-milliéme partie d’elle-méme donne un cube plus petit que celui qui ferait
le double du cube de coté AB.

Puis, pour la conftruction exaéte, CI* doit étre tracée comme d’abord; mais
AD de telle facon, que la fous-tendue CD foit égale 4 Ta partie découpée EF.
Et ceci pof¢, je dis que le cube AE eft double de celui forme fur AB.

Prolongeons en effer CA, et foit AG égale a AE. A caufe des triangles fem-
blables EC eft donca CD, c’eft-a-dire EF, comme EA & AF, c’eft-2-dire comme
*2) Cette remarque manque dans la rédaction du 31 janvier 1652 (p. 16—18 du Tome présent),

ol le lemme et sa démonstration se retrouvent.

'3) Comparez, pour ce probléme, les pages 45—48 du Tome présent ol on retrouvera, sous les-
dates du 15 et du 2 mars 1652, d’abord la solution exacte dans une rédaction peu différente,
puis la construction approximative avec une démonstration bien plus prolixe.
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Suinpﬁmus autem arcum BC femicircumferenti4 minorem quoniam in con-
Ih'u{hone pl‘oble.mans 'Lz]'u(modl femper invenitur. Nam lemma ad quofvis arcus
pertinet, eftque in femicircumferentid majoribus demonftratio parum diverfa *=).

Prosr, II.

Cutbums invenire dati cubi duplum *3),

_Ad boc imperfectam primd conftrudtionem proponemus ad mechanicen utilem
df:mde accuratam fubjiciemus, quz tamen non nifi fepius tentando perﬁciatur1
Etenim folida problemata omnia vel ifthic *+) exigunt vel fectionum conicarum
defcriptionem.

Sit itaque datus cubus latus AB, oporteatque invenire latus cubi dupli.

Radio BA femi-

3 circulus deferibatur

AFC. Sitque arcus
AF  femicircumfe-
rentie triens, CD
vero quadrans; &
ducantur CF, AD
= 7 5 € quarum incerfectio
[Fig. 3] ad E punctum. Erit

fiti; exiguo tamen excedens, quodque minus fit zo5s fui parérlxtl?;;ilzl:ﬁig:i;
expl.orari poteft. Fit enim AE fecans anguli p. 3;. ('g 30. quaejproindc major eft
partibus 12600 qualium AF vel AB roooo. Minor autem quam 12605. Itaque
cum cu'bus ex 12600 fic major quam duplus ejus qui ex AB 10000, erit & cubus
AE major du.plo cubo ex AB. Rurfus quia AE major eft p!ll'tibl:s 12600 erit
:g%gé\E major part. 6. Tota ve’rZ.) AE min'or e(}q.nam 12605. Ergo auferendo

; partem bifmillefimam fui ipfius reliqua minor eric partibus 12599, tot
enim fuperfunt cum ex r26os deducuncur 6. Atqui cubus ex 12599 miuo;'eﬁ
duplo ch)o €X 10000. Ergo omnino quoque AE diminuta parte fui bifmillefima
cubum minorem producet quam fic duplus cubus 4 latere AB,

Porrd ad perfettam conftrudtionem, CF quidem uti prids ducenda eft: AD
verd fic, ue fubtenfa CD w=qualis fic abfeiflz EF. Ecenim his pofitis dico cub
AE ejus qui ex AB duplum exiftere. 3 S ity
_ Producatur enim CA, & fic ipfi AE @qualis AG. Propter triangulos fimiles
igitur eft EC ad CD, hoc eft, EF ut EA ad AF, hoc eft,ut GA ad AB. Et

*#) Dans I'exemplaire que isthic”
A pl que nous possédons le mot ,isthic” a été changd a la plume par Huygens
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GA 2 AB. Et par compofition, CF eft 2 FE comme GB 2 BA ou AF. Puis, per-
mutant, CF eft i GB comme EF 2 FA. Par conféquent, comme le carré CE eft
au carré GB, ainfi le carré EF au carré FA. Er par compofition, comme les
carrés CF et GB enfemble font au carré GB, ainfi enfemble des carrés EF et
FA, ceft-a-dire le carré EA au carré AF. Mais les carrés CF et GB valent
enfemble le reangle GCA avec le carré AG, ce qui fe démontre ainfi. Le carré

*6.2. Elém.*) GB eft égal au rectangle CGA augmenté du carré AB ou AF *. Donc, ajoutant

de parc et d’autre le carré FC, les carrés GB et FC pris enfemble feront
égaux au retangle CGA plus le carré AC, Or, le rectangle CGA avec le carr¢
AC équivant au rectangle GCA avec le carré GA. Donc aufli les carrés CF et
GB ¢quivaudrone enfemble au re¢tangle GCA avec le carré AG, comme nous
Iavons dit. Donc, comme le reflangle GCA avec le carré AG au carré GB,
ainfi le carré EA eft au carré AF, c’eft-a-dire ainfi le carré GA au carré AB. Et
permutant, comme le reftangle GCA avec le carré GA au carré GA , ainfile
carré GB eft au carré AB. Donc, par partage, comme le re@tangle GCA eftau
carré GA, ainfi le carré GB diminué du carré AB, ¢’eft-a-dire le rectangle CGA,
fera au carré AB. Et permutant de nouveau, comme le rectangle GCA eft au
retangle CGA, ceft-i-dire comme CA & AG, ainfi le carré GA eft au carré
AB. Pour cette raifon, ce qu'on obtient du carré GA avec la méme droite GA,
Ceft-a-dire le cube GA, fera égal & ce qu’on obtient du carré AB avec AC; cleft-
a-dire au double du cube de AB. Ce qu’il fallait démontrer *©).

Prosr. 111

Trouver deux moyennes proportionnelles & deux droites données').

Pour ce probléme Eutocius a noté plusicurs conftructions des vieux géometres
dans fes commentaires fur le livre 2 d’Archimede fur la Sphere etle Cylindre *®);
mais elles ne font pas toutes d’invention différente, ainfi quil ’a lui-méme juftement
remarqué. Car Apollonius et Philon le Byzantin *°) paraiffencavoir fuivi'inven-
tion d’Héron *2), bien que quelques-uns jugent que Héron eft poftérieur & Apol-
lonius **). Pappus et Sporus onc fuivila méthode de Diocles**). On trouve au

15) Voir, sur cette proposition, la note 2, p. 46 du Tome présent.

1) On peut consulter encore sur cetee démonstration la note 3, p. 46 du Tome présent.

179 Voir, sur historique de ce probléme, les p. r03—106 de 1’,, Avertissement™.

18) Voir les Commentaires d’Eutocius, aux p. 14—27 de Iédition de Bale (Heiberg, ILT,
p- 66—127).

19) Voir, sur la construction de Héron, les p. 15—16 de I’édition de Bale (Heiberg, ITI,
p- 70—73) et consulter encore la note 10, p- 40 du Tome présent.

=) Voir, sur ces constructions, lesp. 16—17 de 'édition de Bale (Heiberg, I1I, p. 72—79)-
I’identité essenticlle des trois constructions fut déja constatée par Eutocius.

21y La question de déterminer I'époque on vivait Héron a beaucoup occupé les savants jusque
dans notre temps. On peut consulter a ce propos le Chap. XVIII du T. I de I'ouvrage bien-
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componendo CIF ad FE ut GB ad BA five AF. Et permutando CF ad GB uc
EF ad FA. Quare ut CF quadratum ad quadr. GB, ita};uadr. EF ad quadr. FA.
Et componendo ut quadr. CF & GB ad quadr. GB, ita quadr. EF & FA fimul ,
hoc eft, q‘uadr. EA ad quadr. AF. Quadr. autem CF & GB fimul @quantur reftan-
gulo GCA cum quadr. AG, quod fic oftenditur. Quadratum enim GB @quale
eftrectangulo CGA
= & quadrato AB feu
AF *, Quare addito
utrimque quadrato
FC, erunt quadrata
GB, FC fimul
&qualia rectangulo
T 7y = = CGA & quadrato
[Fig. 3.] AC. Reéangulum
autem
quadrato AC mquatur rectangulo GCA cum quadrato GA. Iraquegc(?;ﬁadcrz:;
C.F, GB fimul 2qualia funt retangulo GCA cum quadrato AG, ficue diximus
Sicur igitur rectangulum GCA cum quadrato AG ad quadr. Gé ita eft quﬂdr'
EA ad quadr. AF, hoc eft, ita quadratum GA ad quadr. AB. Et7 permutando.
ut reﬂangulun? GCA cum quadrato GA ad quadratum GA ita quadr. GB at{
quadr. AB. Dividendo igitur, erit ut rectang. GCA ad quadr. GA, ita quadr
GB dempro quadrato AB, hoc eft, retangulum CGA ad quadr. AB. 7Et per‘mu-.
tando rurfus, ut rectang, GCA ad rectang. CGA, hoc eft, ut CA ad AG ita qua-
dratum GA ad quadr. AB. Quamobrem quod fir ex q’uadrato GA in ipfam
GA , hoc eft, cubus GA mquabitur ei quod fit ex quadrato AB in AC, hoc eft
duplo cubo ex AB. Quod erat demonftrandum ). 1 :

Prose. I11.
Datis duabus rettis duas medias proportionales invenire ),

Vet;rum F}eome[rarum ad hoc Problema conftructiones complures retuli
Eutocms ad»hb, 2. Archimedis de Sphera & Cylindro®), atnon omnes invention
d‘werfas7 uti rete quoque ipfe animadvertit. Heronis cni:u invell[ioném ) (:e ;
v1dent.ur Apollonius & Philo Byzantius 2°): quanquam Heronem Appolonio ze:}llt“
pofteriorem nonnulli exiftiment 2*), Dioclis modum Pappus & SpOl'IL)lS 2ar Niéo‘i

connu de Cantor ,,Vorlesungeniiber Geschich: il

u de te d atik” qui
premiersiécle avant J. C., c’est-a-dire a Sa s o Rl tond
Apollonius.

22 f :
) Voir, sur ces constructions, les p. 17—20 de I’édition de Bale (Heiberg, ITI, p. 78—93).

dioclés fait emploi de sa cissoide; les autres constructions se ré nt aisément a celle de
. . 1 . ;

p ] réduise
Dioclés, comme Eutocius I’a déja remarqué.

y ans le
prés Philon de Byzance et plus d’un siécle entier aprés




