PREFACE.

Eftimant nous avoir oceupé récemment avec quelque succés de I'antique pro-
bleme de la quadrature du cercle, le plus célebre de tous aux yeux méme de ceux
qui n’entendent pas les Mathématiques, et ayant obtenu quelques chofes meil-
leures, a ce que nous croyons, que ce qui a écé trouvé jufqu’ ici, nous les voulons
communiquer aux Géométres avec leurs démonftrations. Car nous jugeons que
non feulement elles feront uciles & leurs érudes, mais aufli que, par leur nouveauté
méme, elles ferviront d’aiguillon 2 la recherche de chofes cachées pour ceux qui
confidéreront que méme fur un champ, od tous ont travaillé depuis longtemps avec
le plus grand effort, il reftait encore 2 conquérir ala diligence des prix de quelque
valeur. Plufieurs, il eft vrai, ont tiché précédemment de s’artribuer la gloire de
Iinvention de la Quadrature et ont produit de temps en temps diverfes réflexions
ol le vrai et le faux fe trouvaient mélangés. Mais nous favons que toutes ces
chofes ont été ou renverfées ou méprifées par de plus compéents et que jufqu’
ici, de tout ce qui pourrait fervir de bafe pour trouver la dimenfion du cercle ,
rien n’a été accepté que cette feule vérité, que le cercle eft plus grand que le
polygone qui lui eft inferit ec plus petit que le polygone circonferit. Mais nous,
nous énongons une détermination plus approchée et démontrons, que /7 Zon
prend deux polygones, moyens proportionnels entre Linferit et le circonferit et qui leur
Jont [emblables, le périmétre du plus petit Zentr’ eux eff plus grand que la circon-
férence du cercle, et que Pautre polygone excéde Iaire du cercle dans la méme pro-
portion *). Et quoique parmi les propofitions que nous allons démontrer celle-ci
paraiffe la plus difficile et particuli¢rement digne de contemplation, il y en a
cependant d’autres, qui non feulement fonc plus précifes =), mais qui dans
leur usage fe montreront plus propres; lefquelles toutefois nous ne paflerons pas
en revue dans cette préface, parce que dans la fuite elles pourront étre mieux
comprifes. Mais il pourra étre 2 propos d’expofer bridvement ce qu’elles contri-
buent a I’écude de la Géométrie, parce qu'elles fe recommandenc par leur ucilicé
non négligeable. Ainfi donc, comme nous avons infticué une double maniére de
traiter notre {ujet, d’abord en donnantce dont la démonftration eft comprife dans
les éléments ordinaires de la Géométrie, enfuite en employant aufli la confidération
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L i r. XI. Prop. X1V, p. 151 du Tome présent. 11 est vrai que, da‘usl énqucé du

)x(é)(l)rr;::eﬂg:x , on ne trmlve pas indiqué Pégaliré des dgux prfrpomodns,c eslt-t;d(;\:c,cﬁ:‘i
rapport du périmétre du moindre des deux poly;oncs ala cn}'conl‘crc'ucs : ce‘rcS ;’i“ S
de I'aire du plus grand a celle du cercle; toutefois cette égnlvl_té‘est exprimée plu o \; Re
fin de la démonstration (p. 155), par la phrase: ,,Ex aequali igitur, erit polygonu a
culum BD sicut X ad circumferentiam BD”.

*) Comparez les notes 13 €t 17 auX pp. 96 et 97 du Tome présent.
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des centres de gravieé: on trouvera dans la premitre partie expliqué comment on
peut conftruire non feulement une droite ¢égale A Ja circonférence entiére 3) mais
auffi celle qui eft égale & un arc donné queleonque #), en ramenant la folution &
des conftructions mécaniques, de manidre quelle ne fe trouve en défaut méme
dans les plus fubtiles de ces conftructions. Comment aufli le rapport de la péri-
phérie au diamerre, qu’ Archiméde déduific des polygones de 96 cétés, peut
&re vérifié par les calculateurs au moyen du dodécagone feulement 5). Mais
tandis que ceux qui fuivent "ancienne voie trouveront par le polygone de 10800
¢otés a peine les limites 62831852 et 62831 855 parties dont le diameétre en con-
tient 20000000, ils verront que par notre Méchode il vient 6283185307179584,
6283185307179589 €); et que I'on obtienc toujours le nombre double de
chiffres vrais, quel que foit le nombre de caeés du polygone employé, Et nous
avons reconnu que cela eft ainfi pour une raifon certaine 7) de méme aufli que
le carré d’un nombre quelconque fe compofe ordinairement d’un nombre de
chiffres double de celui de la racine. Mais une propriéeé des centresde gravieé
rend le calcul encore plus compendieux, et par elle nous femblons en quelque
forte avoir approché plus prés a la perfection de ce probleme irréfoluble. En
effec, pour érablir les limites de Ia périphérie, obtenues par Archimede, nous
n"avons befoin que de connaitre le c6té du triangle inferic #), Mais du polygone
de foixante c6tés nous démontrons ?) qu'elle eft contenue entre 31415926538 et
31415926533, en actribuant au diamétre 10000000000 parties,, tandis que la
méthode ufuelle produit & peine les nombres 3145 et 3140. De maniére que le
nombre de chiffres vrais eft maintenant le triple et plus, de méme que le double
par la méthode précédente; et cela continue ainfi toujours, tout comme on
remarque que dans les grands nombres le cube contient trois fois autanc de
chiffres que (a racine 7). De forte que fi dorénavant il y en a qui définifTenc faufTe-
menc la grandeur de la circonférence du cercle, ils ne feront plus réfucés par des
polygones a cotés nombreux, mais par un calcul bref et nullement compliqué,
qu'ils ne pourront plus facilement accuser d’erreur, comme ils font prefque habi-
tués jufqu’ ici. De plus, fi dans Ia Table des cordes , dont chacun fait combien il
importe qu’elle foit corrigée, des erreurs ont écé faites pendant fa compofition ou
fe fonc glissées venant d’ailleurs, il ne fera pas difficile de les corriger au moyen
de notre méthode, puifque maintenant on peut trouver d’une autre maniére
au moyen des infcrites dans le cercle, la longueur des arcs fouftendus. Et
méme & ceux qui manquent de tout aide des Tables nous montrons de quelle
maniére ils peuvent déduire des cotés donnés les angles des triangles *°) , de
fagon que I'écart de la valeur vraie ne foit jamais de deux fecondes, et fouvent
méme pas d’une tierce. Etnous avons la confiance que cela fera confidéré comme

3) Voir le ,,Problema IL. Prop. XI”, p. 143 du Tome présent.
#) Voir le ,,Problema II1. Prop. XII”, p. 147.
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5) Comparez le ,,Problema I. Prop. X, p. 139. s 2

“% Com‘parez la ’(’hmiérc partie (p. 143) de la proposition citée dans la note précédente.

7) Voir la note 15, p. 142 du Tome présent.

) Comparez les p. 173—177 du Tome présent.

9) Comparez la p. 179. 3 o4

‘% Le s\%ec n’est pas traité expressément dans Iouvrage présent; mais on peut le :imac_hcr'lfm
lement au dernier alinéa de la page 179. En effet, par le calcul de la hauteur u triangle o‘n
trouve aisément la corde qui appartient au double de chacun de ses angles; ;ensmtc cet aI!nLa
apprend a determiner les ares soustendus par ces cordcf, d’ou I’'on peunt ldédu}m, en se 21:1:17\1;[
du nombre , les grandeurs des angles cherchés. Voir encore le dernier alinéa, p. 163dela
démonstration du ,Theorema XIII”, ou sont mentionnés les travaux de Snellius sur ce

méme sujet.
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un avantage non léger. Mais nous avons reconnu que René Defcartes, dont les
inventions ont illuftré non feulement la Philofophie univerfelle mais furcout les
Mathémariques, a mis par écric quelques chofes qui fe rapportent i ce fujet ™).
On dit qu’ aprds fa mort elles ont écé trouvées dans fes notices, et jufqu’ ici nous
m'avons pu favoir par quelle méthode et avec quel fucees il y a mis la main. Mais
de Willebrord Snellius, le favant géometre,, nous avons le Cyclometricus DS
éerit laborieux et entierement confacré i cetre matidre. Et il aurait paru mériter
de grandes louanges, s'il elic pu démontrer les deux théorémes principaux 3) fur
lefquels, comme fur des fondements, tout cet ouvrage eft conftruit. Mais ce qu’il
y veut avoir admis comme démonftrations ne prouve nullementce qui eft propofé:
toutefois ces deux théorémes, comme nous le montrerons d’une maniére évidente
pour chacun d’eux , contiennent une vériré imporcante. Et nous avons jugé qu’ils
devraient étre inférés 2 bon droit dans ce qui fuit, parce que leurs caufes dépen-
denc de nos inventions.

'*) Sous la date du 31 déc. 1653, Constantijn Huygens, pére, écrivit a Ia Princesse Elizabeth:
»Monsieur Chanut, qui possede tous les papiers du defunct [M. Descartes], & prétend d’en
faire imprimer quelques Lettres d'eslite, desire feuilleter le tout aueq mondt Archimede pour
veoir ce qu'il y a encor de Philosophique ou de Mathematique, dont on pourroit faire partau
publiq, n’y ayant point de brouillon de ceste merueilleuse main, & mon aduis, qui ne le
merite”.

Or, Chanut, qui avait recueilli ces papiers a Stockholm lors du décés de Descartes, était
alors ambassadeur de France a la Flaye, Mais il semble qu’il n’a pas donné suite a son inten-
tion de les moncrer a Christiaan Huygens avant de les envoyer en France, oi il les confia aux
soins de Clerselier.

Toutefois Christiaan Huygens a pu prendre connaissance de Pinventaire, dressé a Stock-
holm, des manuscrits de Descartes, dont une copie ¢tait dans la possession de son pére. Ony
lit sous la letere B:

»Un Registre reli¢, & couvert de parchemin,. ... .. .. Lesecond feuillet porte en teste:
Ex quantitate linearum, quae in dato circulo inscriptae sunt, quantitatem circumferentiae,
cui datae lineae subtenduntur, cognoscere”.

La piéce qui avait ce titre fut publiée en 1701 dans ouvrage: ,,R. Des-Cartes Opuscula

T A S

PRAEFATIO. 1654. IE

Cartefium , cujus viri inventis cum P/;il(ffo[)hizz univf{r/‘a 1um Maétl;eﬁs pét;m;:'n;:iz
itluflrata oft, nonnuila que huc [petent [criptis manaﬁaﬂ ex). Eaver : Ljfz;'n l:’ iﬁ o
commentariis reperta feruntur, neque adhuc refcire potuimus qud in 5/[ Ll
eventu hifce manum admoverit. Wi il{ebrordl auten Snel{n geomeire i;’u i l'/[y,,g,;
metricus **) extat, multo labore conferiptus , quique omnis in his eft. rqz{g i amm
exiguam laudem promeritus videretur , [i precipua duo theu.remzlz;a, ?;' s ;3 2
id opus velut fundamentis [uperBruSum eft, Jen;onﬂ/'ar"e _patuwfel i : ‘qz; S
pro demonflrationibus haberi pnﬂula_t, pr_‘apo]ilum mm{mé comprobant: ipf. el
theoremata , [icut in utroque evidenti ratione nos oftendimus , pr_aeclamm c;n i 2
veritatem. Bt ea quidem [equentibus merith inferenda putavimus, quod cauf
eorum o noftris pendeant inventis.

posthuma, physica & mathematica. Amstelodami, ex typographié P.,dc J. Blaeu, MDCCI”,
On la trouve dans I'édition récente des ,,(Suvres de Descartes” d’Adam et Tannery aux

es 285—289 du T. X. i
pltlz‘llle cgntien?\m tableau des valeurs irrationnelles des cordes dérivant des cotés du carré,
du triangle équilateral, du pentagone et du pentadécagone réguliers. ; i

En outre, on trouve dans cette méme publication de 1701 unarticle, qui donne, sous la
suscription: ,,Circuli quadratio”, une construction ingénieuse par laquelle on pcutnppro'chcr
indéfiniment A la longueur du diamétre d’un cercle dont la circonférence est donnée; voir les
p- 304— 305 du T. X de I'édition d’Adam et Tannery. G

Pour plus de détails on peut encore consulter de cette méme édition lespp. 1—5,279—284
du T. X. :

12 Consultez, sur Snellius et sur "ouvrage cité, les notes 5 et 6, p. 94 du Tome présent.

13 Voir, sur ces théorémes, la note 8, p.95 du Tome présent etlespp. 157 et 159du méme Tome.
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CHRISTIAAN HUYGENS, FILS DE CONSTANTIN,
SUR
IPINVENTION DE LA GRANDEUR
DU CERCLE.

Tueorime I. Prorosition L.

Si dans un [egment de cerele, moindre que la moitié du cercle "), on inferit le
Pplus grand iriangle poffible, et parcillement des triangles dans les [egments refiants,
le triangle décrit en premier liew [¢ra moindre que le quadruple de la Jomme des
deux décrits dans les [egments reflants.

Soit ABC le fegment de cercle, moindre que la moiti¢ du cercle 1), dont le
diamerre eft BD, et le plus grand triangle inferic ABC, c’est-a-dire ayant la méme
bafe et la méme hauteur que le fegment. Et foient infcrics de méme dans les feg-
mene reftancs les plus grands eriangles poflibles AEB, BFC. Je dis que le cri-
angle ABC eft moindre que le quadruple de la fomme des deux triangles AEB,
BEC. Tirons la droite EI, qui coupe le diamétre du fegment en G. Puis done
que Parc AB eft divisé en deux parties égales au point E, EA et EB feronc cha-
cune plus grande que la moitié de AB. Par fuite le carré de AB fera moindre
que le quadruple du carré de EB ou de EA. Mais, comme le carré de AB eft au
carré de EB, ainfi eft Ia longueur de DB 2 celle de BG, parce que le carré de AB
eft égal au rectangle conftruit fur DB et le diamétre du cercle entier, et le carré
de EB égal au rectangle conftruit fur le méme diametre et la droite BG. BD eft
done moindre que le quadruple de BG. Mais AC eft également moindre que
le double de EF parce que celle-ci eft égale 2 AB. Il paraic donc que le triangle
ABC eft moindre que I'o&tuple du triangle EBF. Mais A ce dernier triangle eft
¢gal chacun des deux AEB, BFC. Par conféquent ABC fera moindre que le
quadruple de la fomme de ces deux derniers triangles. Ce qu’il fallaicdémontrer.

') Voirles ,,Errata®, p.215; niais la restriction n’est pas nécessaire, le théoréme et la démonstra-
tion restanc valables dans le cas ou le segment excéde un demi-cercle,

o SRR s —i'-xw__u.-

CHRISTIANI HUGENII, CONST. F.
DE
CIRCULI MAGNITUDINE
INVENTA.

TuEoREMA . ProposiTio .

Y GE it s o 9 P

Si Circuli portioni femicirculo minori ¥) , triangulum maximimn infer % c;;&?.

portionibus reliquis triangula fimiliter infcribantur , erit triangulun primo ofcrip

1um duorum fimul que in portionibus reliquis defcripra [unt minus quam qua-
druplam. g

Efto circuli portio ABCfemicirculo minor *), cujus diameter BD; maximum

autem inferiptum fit eriangulum ABC, hoc eft, quod bafin & altlrudme'm l:mbeal:
cum portione eandem. Et reliquis dua-

2 bus portionibus inferibantur triangula
item maxima AEB, BFC. Dico trian-
7 & S gulum ABC minus effe quam quadru-

plum criangulorum AEB, BFC fimul
fumptorum. Jungatur enim EF, qua
¢~ fecet diametrum portionis in pm!&o
& 2 G. Quoniam igitur arcus AB bifariam
(Fig- 1) dividitur in E pun&o, erit utraque

r 3B . major dimidid AB. Quamobrem quadratum AB minus erit
:z;L:nquaAdr’ug‘lm; qu:\drati EB vel EA. Sicut autem quafirmum AB ad q;mdzl.
EB, ita eft DB ad BG longitudine; quia quadratum 9mdem AB zquale C-t,
redtangulo quod & DB & circuli cotius diametro continetur, qu@}'an-xm&vgn
EB wquale redtangulo {ub eadem diametro & recta BG. Minor 1g_muhe 0
quam quadrupla BG. Sed & AC minor eft quam dupla EF , quoniam ..:ec 1})1!'
AB zquatur. Ergo patet triangulum ABC minus efle quam O&HPlEm{l. tnzn;gu i
EBF. Huic autem triangulo zquantur fingula AEB, BFC. Ergo uwiufque fimu

> mi i ndum.
triangulum ABC minus erit quam quadruplum. Quod erat oftende s

e m e
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TuEor. II. Prop. II.

Soient donnés un [egment moindre que la moitié du cercle, et fur [(a bafe un
triangle dont les cotés [ont tangents au [egment; (it tirée de plus une droite tangente
au [egment dans [on [ommes: cetse droite coupera du triangle nommé un triangle
Plus grand que la moitié du plus grand triangle que P on puifle inferire dans le [egment.

Soit ABC le fegment de cercle, moindre qu’un demi-cercle, B fon fommet.
Et AE, CE les deux tangentes aux extrémités de la bafe, lefquelles fe rencontrenc
en I elles fe rencontreront parce que le fegment eft moindre qu’un demi-cercle.
Soit tirée de plus FG, rangente au fommer B et joignons AB, BC. 11 faut donc
montrer que le triangle FEG eft plus grand que la moitié du triangle ABC. Il eft
certain que les triangles AEC, FEG, de méme que AFB, BGC font ifocles et
que FG eft divifée par B en deux parties égales. Or, la fomme de FE et EG eft
plus grande que FG; donc EF eft plus grande que FB, ou plus grande que FA.
La droite entiere AE eft donc moindre que le double de FE. Par conséquent le
triangle FEG fera plus grand que le quare du triangle AEC. Mais comme FA
a AE, ainfi eft Ia hauteur du criangle ABC & la hauteur du triangle AEC et la
bafe de ces deux triangles eft la méme AC. Donc, comme FA eft moindre que la
moitié de AE, le triangle ABC fera moindre que la moitié du triangle AEC.
Mais le triangle FEG érait plus grand que le quart du triangle AEC. Donc le
triangle FEG eft plus grand que la moitié du triangle ABC. Ce qu’il fallaic
démontrer.

Tutor. III. Prop. ITI.

Tous [egment de cercle, moindre que la moitid du cercle™) eff au plus grand
triangle infcrit dans un rapport plus grand que quatre & trois.

Soit un fegment de cercle [Fig. 3], moindre qu’un demi-cercle *), dans lequel
eft inferit le plus grand triangle poflible ABC. Je dis que ce fegment eft au dit
triangle dans un rapport plus grand que quatre a crois. Inferivons, en effet, dans
les deux fegments reftants les triangles les plus grands ADB, BEC. Le triangle

* daprs 1.ici. ABC eftainfipluspetitque le quadruple de ceux-ci enfemble *: et pour cette raifon

on peut ajouter au triangle ABC un certain efpace, qui, joinca lui, foit encore plus
petit que le quadruple de la fomme des triangles ADB, BEC. Soit donc ajouté

= e SR g
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Treor. II. Pror. II.

Si. fuerit circuli portio [emicirculo minor, & [uper eadem bafi triangulum.,
cujus latera portionen contingant; ducatur autem qua contingar poriionen in ver-
tice: Hec & triangulo ditto triangulum ab[cinder majus dimidio maximi trianguli
intra portionem defcripti.

Efto circuli portio femicirculo minor ABC, cujus vertex B. Et contingant por-
tionem ad terminos bafis re&te AE, CE, qua conveniant in E: convenient enim
quia portio femicirculo minor eft.
Porro ducatur F'G, qua contingat ip-
fam in vertice B; & jungancur AB,
BC. Oftendendum eft itaque, trian-
gulum FEG majus efle dimidio trian-
guli ABC. Conftat wiangula AEC,

’ FEG, item AFB, BGC aquicruria
efle, dividique FG ad B bifariam.
A - e Utraque autem fimul FE , EG , major

[Fig. 2] eft quam FG; ergo EF major quam

FB, vel quam FA. Tora igitur AE

minor quam dupla FE. Quare triangulum FEG majus erit quarta parte trianguli

AEC. Sicut autem FA ad AE, ita eft alcitudo erianguli ABC ad altitudinem trian-

guli AEC, & bafis utrique eadem AC. Ergo, quum FA fitminor quam {ubdupla

totius AE, erit triangulum ABC minus dimidio triangulo AEC. Hujus verd

quarta parte majus erat triangulum FEG. Ergo triangulum FEG majus dimidio
trianguli ABC. Quod oftendendum fuit.

Treor. III. Pror. I11.

Omnis circuli portio [emicirculo minor ), ad maximum triangulun infcriptum
majorem rationem haber quam [efquitertiam.

Efto Circuli portio [ig. 3] femicirculo minor *), cui maximum fit inferiprum
triangulum ABC. Dico portionem ad di¢um eriangulum majorem racionem habere
quam quatuor ad tria. Inferibantur enim & reliquis portionibus duabus maxima
triangula ADB, BEC. Itaque minus cft eriangulum ABC quam illorum fimul qua-

druplum*:ac proinde (patium aliquod adjungi poteft eriangulo ABC, quod una cum « per 1. juj.

ipfo minus etiam fit quam quadruplum diéorum fimul triangulorum ADB, BEC.,
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pour ce motif le triangle AFC, tel que tout I’efpace ABCF foit moindre que le

" quadruple des triangles ADB, BEC. Et figurons nous qu’ enfuite des triangles

maxima foient inferits dans les fegments reftants; ec ainfi toujours dans les
fegments reftancs, jufqu’ & ce que les fegments dans lefquels on a infcric en der-
nier lieu foienc enfemble plus petits que le eriangle ACF, car cela peut fe faire *).
Ainfi aufli les wriangles inferits en dernier lieu feront enfemble moindres que le
iangle ACF. Mais puifque les deux triangles ADB, BEC font enfemble plus
grands que la quatrieme partie de I'efpace ABCF. Et que de nouveau les quatre
triangles, qui fonc inferits dans les fegments reftants, font plus grands que la qua-
tri¢me partie de ceux-la. Et de méme plus grands que leur quart, ceux qui font
infcrits enfuite; et ainfi continuellement, s’il y en a plufieurs qui font décrits. En
conféquence I'efpace compofé du quadrilatere ABCF et des autres triangles
inferits, et du tiers de ceux qui feronc inferits en dernier lieu, fera plus grand.
que les quartre tiers de ce quadrilatere ABCF. Car il a été démontré par Archi-
mede 3) que fil’on a un nombre quelconque d’efpaces, qui font en raifon qua-
druple, I'enfemble de tous avec le tiers du plus petit eft au plus grand dans le
rapport de quatre a trois. Ainfi, par partage, tous les triangles décrits dans
les fegments ADB, BEC, avec le tiers de ceux décrits en dernier lieu, feront
plus grands que la troifitme partie de espace ABCF. Mais le ciers fufdic eft
moindre que le tiers du triangle ACF. Par fuite, enlevant d’un c6té le tiers des
triangles décrits en dernier lieu; et recranchane d’autre pare de Pefpace ABCF
le triangle AFC, tous les triangles décrics dans les fegments ADB, BEC feront

*33.5. Blen.) plus grands que le ders du wiangle ABC *. Done, par compofition,, toute la

figure rectiligne infcrite dans le fegmenc ABC eft plus grande que les quatre
tiers du criangle ABC, et plus forte raifon le fegmenc lui-méme. Ce qu’il fallaic
démontrer.

*) On peut consulter acet égard la démonstration de la Prop. 2 du Livre 12 des ,,Elementa”
d’Euclide. % (e

%) Voici Ia Prop. 23 de son ouvrage ,Quadratura parabolae”: ,,Si magnitudines quotcunque
consequenter in proportione quadrupla disponantur, hae magnitudines simul omnes cum
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Efto itaque e4 ratione adjetum triangulum AFC, ut torum fpatium ABCE minus
fic quam quadruplum triangulorum ADB, BEC. Et porro in refiduis portionibus
maxima triangula infcribi intelligantur ; itemque in refiduis femper,, donec por-
tiones quibus poftremiim inferibentur fimul minores fine triangulo ACF, hoc
enim fieri poteft *). Iraque & triangula poftremdm infcripra fimul criangulo
ACF minora erunt. Quia autem fpatii ABCF quarta parte majora func duo
fimul eriangula ADB, BEC. Rurfuf-

5 que quarta horum parte majora trian-

gula quatuor, que portionibus reliquis
inferibuntur, Et horum quartd majora
fimilicer, quz deinceps: atque ita con-
tinue, fi plura fuerine defcripta. Erit
A © propterea fpatium ex quadrilatero
= ABCF & cateris inferiptis triangulis,

[Fig.3] & triente corum, qua poftremo in-

feripta erunt, compoficum, majus

quam fesquitertium ipfius quadrilateri ABCEF. Hoc enim ab Archimede demon-
ftratum eft 3), quod fi fuerint {patia quotcunque in ratione quadrupla, ea omnia
fimul cum triente minimiad maximum rationem habebunt fefquitertiam. Dividendo
itaque, triangula omnia intra portones ADB, BEC deferipta cum triente po-
firemo defcriptorum majora erunt tercia paree {patii ABCF. Sed criens dictus
minor eft triente trianguli ACF. Igitur dempto illine triente poftremd inferip-
torum; & fpatio autem ABCF ablato triangulo AFC, erunt triangula omnia

intra portiones ADB, BEC defcripta, majora triente trianguli ABC*. Quare * 33.5.Elem. *)

componendo, tota figura rectilinea portioni- ABC infcripta major quam fefqui-
tertia trianguli ABC, multoque magis portio ipfa. Quod erat demonftrandum.

tertia parte minimae illarum, sunt sesquitertiae magnitudini illaram maximae”; p. 154 de
I’édition de Basle (Heiberg, T. IT, p. 347).
Voirsur ces éditions des OZuvres d’Archimede la note 3, p. 274 du Tome XI.
) ,Si fuerit maior proportio totius ad totum, quam ablati ad ablatum: Erit & reliqui ad reli-
quum maior proportio, quam totius ad totum”. Voir p. 526 de Iédition, citée dans la note
10, p. 97 du T. XT, des ,,Elementa™ d’Euclide, par Clavius. g
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Tuior. IV. Prop. IV.

Tout [egment de cercle, plus petit que la moiti¢ du cercle, eft moindre que les deux
tiers du triangle qui a la méme bafe et dont les cdiés touchent le fegment.

Soit donné un fegment de cercle, moindre que le demi-cercle, ABC, et
{uppofons qu’il foit touché aux extrémités de la bafe par les droites AD, CD,
qui fe rencontrent au point D. Je dis que le fegment ABC eft moindre que les
deux tiers du triangle ADC. Menons en effer EF, qui touche le fegment au
fommet B, et infcrivons le criangle maximum ABC. Commealors letriangle EDF
eft plus grand que la moitié du criangle ABC*, il eft évident que I’on peut
découper de celui-la une parie telle, que le refte foit pourtant encore plus grand
que la moitié du dic criangle ABC. Soit done découpé, conformément a cela, le
triangle EDG. Et menons enfuite les droites HI, KL, qui touchent les fegments
reftants AMB, BNC en leurs fommets, et infcrivons dans ces mémes fegments
les triangles les plus grands. Et figurons-nous enfuite que la méme chofe foit
faite fur les fegments reftants, jufqu’a ce quenfin les fegments reftancs foient
enfemble plus petites que le double du criangle EDG. 11y aura donc alors une
certaine figure rectiligne inferite dans le fegment et une autre qui lui eft cir-
conferite. Et puifque le triangle EGF eft plus grand que la moitié du riangle
ABC, et qu’a leur tour les triangles HEIL, KFL font plus grands que les moitiés
des triangles AMB, BNC; et que cela a lieu pour le méme motif pour les autres
fegments, favoir, que les triangles conftruits au-defTus des fommets des fegments
font plus grands que les moitiés de ceux qui font décrits dans les fegments mémes:
il eft clair que tous les triangles ficués en dehors du fegment, méme fans letriangle
EGD, font enfemble plus grands que les moitiés de tous les triangles décrits dans
les fegments. Mais le triangle EGD eft auffi plus grand que la moitié des fegments
reftants mentionnés. Par conféquent le wriangle EDF, avec les autres triangles
qui font en dehors du fegment, fera plus grand que la moiti¢ de tout le fegment
ABC. Donc & plus forte raifon I'efpace compris entre Ies droites AD, DC et
Parc ABC fera plus grand que la moiti¢ du fegment ABC. Et ainfile triangle
ADC eft plus grand que une et demie fois le fegment ABC. Ce qu'il fallait

démontrer.
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Tueor. IV. Pror. IV.

Omnis circuli portio  [emicirculo minor , minor ¢ff duabus tertiis trianguli
eandem cum ip[# bafin habentis , & latera portionem contingentia.

Efto circuli portio femicirculo minor ABC, & contingant ipfam ad terminos
bafis rete AD, CD, quz conveniant in pun&o D. Dico Portionem ABC
n'xinore-m efle duabus rertiis trianguli ADC, Ducatur enim EF qua portionem con-
tinga in vercice B, & inferibatur ipfi triangulum maximum ABC. Quum igicur
wiangulum EDF majus fic dimidio erianguli ABC *. manifeftum eft ab illo partem
Elb‘(ciﬂdi pofle, ica ut reliquum tamen majus fic dimidio di&i ABC trianguli. Sic
igitur ]‘lOf) pacto abfeiffum criangulum EDG. Et ducantur porro reéta HI ‘KL
quz portiones reliquas AMB, BNC in verticibus fuis contingant, ipfifque p’ortioz
nibus triangula maxima infcribancur.
Idemque prorfus circa reliquas portiones
fieri intelligacur, donec tandem por-
tiones refiduz fimul minores fint quam
duplum erianguli EDG. Erit igicur in-
feripea portioni figura quadam reilinea,
atque alia circumfcripra. Et quoniam
triangulum EGF majus eft dimidio trian-
guli ABC; & rurfus criangula HEL, KFL,
majoraquam dimidiacriangulorum AMB,
BNC; idque eadem femper ratione
in reliquis locam habet, ut triangula
[Fig. 4.] fuper portionem verticibus conftituta ,

; eorum quz intra portiones ip fa i
ﬁrpt, majora ﬁmAqua.m fubdupla: apparet rrian‘éula omnig excra ponﬁio?}gﬁ{;l;gz
etiam ab.fque triangulo EGD majora fimul effe quam dimidia triangulorum
omnium intra portionem deferiptorum. Acqui fegmentorum in portione reliquo-
rum wiangulum quoque EGD majus eft quam fubduplum. Ergo criangulum E?DF
hmu! cum reliquis criangulis, qua func extra portionem majus %l'it dimidi
portionis totius ABC. Quare multo magis fpatium 2 rectis Ab DC & arcu AB‘((Z)
ccmprehenﬁlm majus erit portionis ABC dimidio. Ac proinde’ triangulum ADC
majus quam portionis ABC fefquialcerum. Quod erac demou{‘rrandumg.

st i e i

*per 2.l




——

i s

128 L’ INVENTION DE LA GRANDEUR DU CERCLE.

Tukor. V. Pror. V.

Tout cercle eft plus grand qu’un polygone & ctés égaux, qui lui ef) infcrit, plus le
tiers de la quantité dont ce polygone en [urpafle un autre polygone infcrit d'un
nombre de cités réduis & la moirid 5).

Soit un cercle a centre C; et que lui foit inferit un polygone équilatéral, dont
un des cotés foit AB. Et foit inferit de méme un autre polygone, dont AB fous-
tend les deux cotés AD, DB. Ce dernier polygone eft alors plus grand que le
premier. Suppofons que le tiers de I’exces foit égal a I'efpace H. Je dis que le
cercle eft plus grand que le polygone ADB avec I'efpace H. Tragons en effera
partir du centre les droites CA, CB. Comme alors le fegment de cercle ADB

eft plus grand que les quatre tiers du triangle

* Paprés 3. ii. ADB qui lui eft inferic*, les fegments AD, DB
feront enfemble plus grands que le tiers du

2 wiangle ADB. Pour cette raifon auffi le feteur

; A B CAB fera plus grand que la fomme du quadrila-

tere CADB et du tiers du triangle ADB. Mais,
comme le fedeur CAB au cercle entier, ainfi
le quadrilatere CDBA eft au polygone ADB, et
ainfi aufli le diers du triangle ADB au tiers de
excés du polygone ADB fur le polygone AB. 1
eft donc clair qu’ aufli tout le cercle eft plus
grand que le polygone ADB augmenté du tiers de
la quanticé dont le polygone ADB furpafle le poly-
> gone AB, c’eft-a-dire augmenté de I'efpace H. Ce
(Fig: 5] qu’il fallaic démontrer.

5) Soit donc s, Paire du polygone A n cOtés, inscrit dans un cercle dont le rayon est égal a
T'unité; on a alors d’aprés le théoréme présent: -

7> $30 ¥} (S0 — $0)s

Introduisant ensuite, au lieu des aires des polygones leurs périmétres p, on trouvea I'aide
de la relation s., = 4 pu, la formule:

25 > pan—+§ (Pan—Pn)»
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Tueor. V. Pror. V.

Omnis circulus major eft polygono equalium lateram [ibi infcripto & triente
exceffius quo id polygonum [uperas alivd inferiptum [ubduplo laterum numeros).

Efto circulus centro C [Fig. 57 ficque ipfi inferiprum polygonum equalium
laterum, quorum unum fic AB. Arque alterum item polygonum fit infcriptum,,
cujus bina latera AD, DB, fubtendar AB. Hoc igitur priore polygono majus
eft. Sit autem exceflus trienti 2quale H fpatium. Dico circulum majorem effe
polygono ADB una cum fpatio H. Ducantur enim ex centro re@ CA, CB,
Quoniam igitur portio circuli ADB major eft quam fefquitertia trianguli ADB

fibi inferipti*; erunc portiones AD, DB, fimul majores trience trianguli ADB. “¢ér:3.4e.

Quamobrem & fector CAB major erit utrifque fimul quadrilatero CADB &
triente trianguli ADB. Sicut autem feftor CAB ad circulum totum, ita eft qua-
drilaterum CDBA ad polygonum ADB, & ita quoque triens rianguli ADB ad
trientem exceflus polygoni ADB fupra polygonum AB. Ergo manifeftum eft
circulum quoque cotum majorem fore polygono ADB uni cum trience excefTus
quo polygonum ADB fuperat polygonum AB, hoc eft,, una cum fpatio [1. Quod
erat demonftrandum.

qu’on peut comparer 2 Ia suite que nous avons déduite dans la note 7> P. 94 du Tome présent.
On voit d’ailleurs qu’ ici et dans le théoréme suivant Huygens aatteint, pour ainsi dire d’un
seul coup, une approximation qu’on ne pourrait certainement améliorer sans la rendre plus
compliquée, et qui est du méme ordre que celle, bien moins simple,, de Snellius, que nous
avons mentionnée dans la note 8, p. 95.

7
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Tugor. VI. Pror. VL

Tout cercle eff plus petit que les dews tiers du polygone & corés éganx qui lui ef?
circonfcrit, plus le tiers du polygone [emblable inferit®).

Soit donné un cercle dont le centre eft A, et inferivons-y un polygone équi-
latéral, dont un des cdtés foit BC; et circonferivons-y un autre femblable FEG,
don les cotés couchent le cercle aux fommets des angles du premier polygone. Je
dis que le cercle eft plus petit que les deux tiers du polygone FEG, augmentés du
tiers du polygone BC. Menons en effet & partir du centre les droites AB, AC.
Comme alors le triangle BEC repofe fur la bafe du fegment BDC et que fes cotés
touchent le fegment, ce fegment fera moindre que les deux tiers du triangle
BEC *. Ainfi lorfquon ajoute au triangle ABC deux tiers du criangle BEC,
Ceft-a-dire, deux tiers de I'exces du quadrilatére ABEC fur le triangle ABC,
I’efpace formé par les deux fera plus grand que le fecteur de cercle ABC. Mais
il revient au méme, que I’on ajoute au triangle ABC les deux tiers du dit exces,
ou que I'on ajoute les deux tiers du quadrilatére ABEC, et que I'on enléve par
contre les deux tiers du eriangle ABC: mais par ceci on obtient les deux tiers du
quadrilatére ABEC avec le tiers du triangle ABC. Il parait donc que le fecteur
ABC eft moindre que les deux tiers du quadrilatére ABEC augmentés du tiers du
triangle ABC. Par conféquent, tout érant pris autant de fois que le fecteur ABC
eft contenu dans le cercle, le cercle tout entier fera plus petic que les deux
tiers du polygone circonferic FEG et le tiers de I'inferic BC. Ce qu’il fallaic
démontrer.

6) On a done
w3 S+t

o S, et s, représentent lesaires des polygones circonserit et inscrit au cercle dont le rayon

est 'unité.
On en déduit aisément, en employant les relations S = 4 P, et ssn==4 s,

on < § Pan %P>

ot P, et p, désignent respectivement les périmétres des mémes polygones.
Ensuite, afin de pouvoir comparer cette formule la suite (1) de lanote 7, p. 94, nOUs
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Tueor. VI. Prop, VI.

Qﬂ?ﬂi&‘ cif‘m]m minor eft duabus tertiis polygoni equalium laterum [ibi circum-
[eripti & triente polygoni [imilis inferipti ©).

" Efto circulus cujus cencrum A, & infcribacur ipfi polygonum lateribus aqua-
libus, quorum unum fit BC; & aliud fimile circumferibatur FEG, cujus latera
circulum contingant ad occurfum angulorum
polygoni prioris. Dico circulum minorem effe
duabus tertiis polygoni FEG fimul cum triente
polygoni BC. Ducantur namgque ex centro
recte AB, AC. Igicur quoniam fuper bafi por-
tionis BDC confittic triangulum BEC, cujus
latera portionem contingunt, erit ipfa minor
duabus rertiis trianguli BEC*. Iraque fi trian-
gulo ABC addantur dug tertiz trianguli BEC
hoc eft, .dme tertiz exceflus quadrilateri ABE(S
fupra mz}ngulum ABC, ex utrifque compofi-
tum fpatium majus eric fectore circuli ABC.
(Fig. 6] I{dem e(‘t.au:em,éi‘ve criangulo ABC addantur
y due tertiz exceflus dicti
tertiz quadrilateri ABEC, contraque auferantur duse tertci:\‘:,:r?xgﬁ?idﬁ%tg 1111;1112
autem fiunt duz tertiz quadrilateri ABEC cum triente trianguli ABC Er, i
apparet fc&orem ABC minorem efle duabus tertiis quadrilateri ABEC &‘[rictﬁo
trianguli ABC. Quare fumptis omnibus quoties feétor ABC circulo continet e
totus quoque circulus minor erit duabus tertiis polygoni circumferipti FEGHES:
triente inferipti BC. Quod erat oftendendum. i

remplagons Pay par piu: pu==pay 4 (pan —ﬁp,.).?%’ — G —y) ir _I_Ejgp_ul di.
2 Dn Y

= pant (pan— pu) + .(1”"1);’”‘””)2,%=P“,+(M_P")+ (p,,,;pu P gp_,ﬁ

De cette fagon on arrive 2 la formule

)3

3L pan -3 (pan— p) - 3 L= 020 (pan—pu)
Pan +[§ Pupan ]’

mentionnée dans la note 22, p. et qui montre que I'approximation est du méme ordre que
ée d . 98 i €] 1 du mé; d
m
celle qui est obtenue par le théoréme précédent, dont celui-ci forme la contrepartie,

*per.q.huj.
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Tréor. VIL. Pror. VIL.

Toute circonférence de cercle oft plus grande que le périmtre du polygone & cdrés
¢gaux qui lui eff inforit, plus le tiers de la quantité dont ce méme périmétre [urpaffe
le périmétre dun autre polygone inferit duquel le nombre des cités eft la moitié ™).

Soit donné un cercle AB, & centre O, auquel eft infcric un polygone equilacéral
ACD, et un autre, d’un nombre de cotés double AECBDT. Soit encore la droite
GI égale au périmérre du polygone AECBDF, tandis que GH foit égale au péri-
metre du polygone ACD. La différence des deux périmétres eft ainfi HI, done
le tiers IK foir ajouté a GI méme. Je dis que la circonférence du cercle AB eft
plus grande que la droite GK entitre, Inferivons, en effet, au cercle un troisi¢me
polygone équilatere ALEMC, qui ait un nombre de cotés deux fois plus grand
que le polygone AECBDF. Ec fur les lignes GH, HI, IK conftruifons des trian-
gles dont le fommet commun foit N, et la hauteur égale au demi-diamétre du
cercle AB. Alors, puifque la bafe G eft égaleau périmetre du polygone NEID),
le triangle GNH fera égal au polygone quia deux fois autant de cdtés, ceft-a-
dire, au polygone AECBDF. Cleft ce qui parait, quand on a tracé du centre les
droites OA et OE, dont la dernicre coupe AC en P. Carle wiangle AEO eft
égal 2 un triangle ayant comme bafe AD et comme hauteur le rayon OE. Mais,
la quantiéme partie le criangle AEO eft du polygone AECBDF, la méme partie
oft la droite AP du périmétre ACD. Ainfi le polygone AECBDF fera égal au
wriangle done la bafe eft épale au périmecre ACD, et la hauteur au rayon EO;
Celt-a-dire au triangle GNH. Pour la méme raifon, puifque la bafe Gl eft égale
au périmetre du polygone AECBDF et que la hauteur du triangle GNI eft égale
au rayon du cercle, le triangle GNI fera égal au polygone ALEMC. Par fuite,
le criangle HNI eft égala PPexcesdupolygone ALEMC furle polygone AECBDF.
Mais le tiangle INK eft par conftruction le tiers du triangle NI Il fera done
égal au ders du dic exces. Ainfi touc le criangle GNK fera moindre que le
corcle AB*. Mais la hauteur du criangle cft égale au demi-diaméure du cercle. I1
eft donc évident que la droite GKeft moindre que toute la circonférence du cercle.
Ce qu'il fallait démontrer.

Par I il eft clair que, fi des quatre tiers des cOtés d’un polygoneinferit aucercle
on retranche le tiers des cotés d’un autre polygone infcrit, d’un nombre de cotés
égal 2 la moitié, le refte eft plus petic que la circonférence. Car il revient au
méme, foit qu'on ajoute au plus grand périmécre £ dela quanticé donc il furpafle

e

7) Voir la seconde formule dela note 5.
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Tueor. VII. Pror. VII.

" _O‘mm:'wf'mllx a.rwm_ﬁ’remia major efl perimetro polygoni equalium laterum
[ibi mﬁbr.zpu,.@" triente exceffis quo perimeter eadem [uperas perimetrun alterius
polygoni inferipti (ubduplo laserum numero 7).

Efto circulus AB, centro O, cui infcribacur polygonum @quilatecum ACD
atque alterum duplo laterum numero AECBDF. Sitque reta GI equalis pcri:
metro Po.lygoni AECBDF, GH vero =zqualis perimetro polygoni ACD. Ex-
cefTus igicur perimetrorum eft HI; cujus triens IK adjiciatur ipfi GI. Dico tord
GK majorem efle circuli AB circumferentiam. Inferibatur enim circulo tertium
polygonum zquilacerum ALEMC, quod fit duplo numero laterum polygoni

B4

AEC.‘BDF. Et fuper lineis GH, HI, IK, triangula confticuancur quorum com-
munis vertex N,- altitudo autem zqualis femidiamerro circuli AB. Igitur quoniam
GH bafis :ec'luahs eft perimetro polygoni ACD, erit triangulum GNH = u:llc
polygono cui bis totidem funt latera, hoc eft, polygono AECBDF Hocqen(i
patet, dllf:tis ex centro rectis OA & OE, quarum haec fecet AC in P .N'Lm tria:1
gulum quidem AEO =zquale eft triangulo bafin habenti AP &ﬂltit;1di|;em mdij
OE. Quanta autem pars eft riangulum AEO polygoni AECBDF emdem(e[t‘
rcé_}a AP perimeuri ACD. Itaque polygonum AECBDF wambiu;r Erian ul
cujus bﬂf‘iS‘ 2qualis perimetro ACD , altitudo autem radio EO: hoc eft t’iang I‘:>
gel\t&].&h?d‘cmd ratione,, un:miam bafis GI eft ®qualis polygo'ni AECI,SDF }%:no
10,8 altitudo trianguli GNTequalis radio circuli, eritcri -
polygono ALEMC. Itaque triangulum HNI aequale’ cxce;[l‘al;gg:;g)ﬁ;if\lfgﬁzlé
fu.pra polygonum AECBDF. Trianguli autem HNI fubtriplum eft ex conft
triangulum INK. Ergo hoc =quale erit dicti exceflus trienti. Quare totum tria:




*dapris 6. ici.
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le plus petit périmeere, foit quon ajoute % du plus grand pe:rimétrc et que par
contre on enléve 1 du plus petit périmerre. Mais par 1’1} on ql)ueu[ les quatre tiers
du plus grand périmetre moins le tiers du plus pcm..Amﬁ, lorfque .de f?lze
cotés du dodécagone inferic on déduit deux corés de I’hexagone mfcm,'ccﬂ-
a-dire le diameétre du cercle, la longueur reftante fera moindre que la circon-
férence du cercle, ou bien, fi 'on retranche le rayon de huit cotés d}l dodé_cagunc,
le refte fera moindre que la moitié de la circonférence. Or, ceci ?ﬁ utile pour
une conftruftion mécanique, parce que la différence eft perice, ainfi que jele
montrerai plus loin ). P

1l eft clair auffi que, pour tout arc qui eft moindre que la dcnn-c1rconfér‘ence.
fi 2 la corde fous-tendue on ajoute le tiers de la quantité dont la corde excede le
finus, la ligne compofée eft plus petite que l'arc.

Tutor, VIIL. Prop. VIIL

Un cercle étant donnd, fi & Pextrémiré du diamétre on mene une tangente, et que
Pon tive auffi de Pextrémird opposte du diaméire
E D ype droite qui coupe la circonférence et ren-

contre la tangente menée: les deux tiers de latan-
& gente intercepide avec le tiers de la droite qut,
& partir du point dinter[eflion, tombe & angles

droits fur le diaméire, [eront enfemble plus grands
3 2 que Pare découpé adjacent?).

Soit donné un cercle de centre A eta diamecre
BC; et foit menée a partir de C une droite CD
qui touchele cercle: fuppofons qu’il y aboutifle
une droite BD, tirée i partir de l'autre extré-
mité du diamérre, et qu'elle coupe la circonfé-
rence en E: et foit EF perpendiculaire au diametre .BC. Je dis que 16_:5 deux tiers
de Ia tangente interceptée CD, enfemble avec le tiers de cette droite EF, font
plus grands que I'arc EC. Joignons en effet AE, EC; et menons une tange‘n:é (a:u
cercle au point E, qui rencontre la rangente CD en .G. Amfi GE fera égal 2 GC,
et aufli & DG; car fi avec G comme centre on dé.cru une C_ll:COnfél’CI‘lCe qui pafle
par les points C, E, elle paflera aufli par le point 1?7 puifque l?ngle CED eft
droit. Or nous avons montré ci-deflus, que les deux tiers du quadrilatére AEGC*,
enfemble avec le tiers du triangle AEC, font plus grands que le feGteur AEC *,
Et le quadrilatere AEGC eft égal au triangle ayant comme bafe le double de CG,

(Fig. 8.]

. [ o
8Y Voir le ,,Problema L. Prop. X7, p. 143 du Tome Frém.:n g 1y ety
‘% Le but d’e ce théoréme est surtout de préparer celui qui suit. T omefo|§ il est clair qu 11. méne

plus directement au suivant: Touse cireonférence de cercle est plus petite que les denx tiers du
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gulum GNK minus erit circulo AB*. Alticudo autem crianguli zqualis eft circuli *per.5.5.

{emidiametro. Ergo evidens eft retam GK totd circuli circumferentid minorem
efle. Quod erat oftendendum.

Hine manifeftum eft, fi i fefquicertio laterum polygoni circulo inferipti aufe-
ratur criens laterum polygoni alterius inferipti fubduplo laterum numero, reli-
quum circumferentid minus effe. Idem enim eft, five perimetro majori addatur £
exceflus quo ipfa fuperat perimetrum minorem, five addatur 2 perimetri majoris
contraque auferatur £ perimetri minoris. Hine autem fit fefquicertium majoris
perimecri mintis triente minoris, Quare fi A fexdecim inferipti dodecagoni lateri-
bus duo latera inferipti hexagoni, hoe eft, diameter circuli deducatur, reliqua
circuli circumferentid minor erit aut fi ab oo dodecagoni lateribus radius dedu-
catur, reliqua minor eric circumferentize femiffe. Hoc autem ad conftru@tionem
mechanicam utile eft, quoniam exigua eft differentia, ficut poftea oftendetur ®).

Manifeftum etiam, in omni arcu qui femicircumferentia minor fic, fi ad fubten-
fam addatur eriens exceffus quo fubtenfa finum fuperat, compofitam arcu
minorem effe.

Tueor. VIIL. Prop. VIII.

Circulo dato, [i ad diametri terminum contingens ducasur, ducatur autem & ab
oppofito diametri termino que circumferentiam [eces occurratque tangenti dute:
crunt intercepta tangentis duw teriie cum triente cjus gue ab interfeStionis puntio
digmetro ad angulos re€los incider, fimul arcu abfcillo adjacente majores DA

Efto circulus [Fig. 8] centro A, diametro BC; & ducatur ex C reta quz cir-
culum contingat CD : huic autem occurrat duéta ab altero diametri termino recta
BD, qua circumferentiam fecet in E : firque EF diametro BC ad angulos rectos.
Dico tangentis intercepte CD duas tertias fimul cum triente ipfius EF, arcu EC
majores efle. Jungantur enim AE , EC; & ducatur tangens circulum in E punéto,
que tangenti CD occurrat in G. Eric igicur GE ipfi GC zqualis, itemque DG;
nam fi centro G circumferentia defcribatur qua tranfeat per puncta C, E, eadem
cranfibit quoque per D punétum , quoniam angulus CED rectus eft. Oftenfum
autem fuit fupra, duas rertias quadrilateri AEGC una cum triente trianguli AEC

fimul majores efle fectore AEC*, Eftque quadrilaterum AEGC aquale triangulo «per.6.puj.

bafin habenti duplam CG, hoc eft, CD: & alticudinem CA, triangulum verd

périmeire dun polygone & civés égauc , qui lui est circonscrit,
gone inscrit dont le nombre des cités est la moitié,

Mais il est probable que ce théoréme, qu’on trouve exprimé par la seconde formule de la
note 6 et qui est donc I’équivalent du »Theor. VI”, a été considéré par Huygens comme
mo'm_s élé‘gan[ et moins pratique que le ,, Theor. IX”, qu’il fait suivre
proximation est un peu meilleure,

plus le diers du périmetre du posy-

> et dont, de plus, I'ap-

{
A
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ceft-a-dire, CD, et comme hauteur CA: mais le triangle AEC eft égal au triangle
ayant une bafe égale 2 certe EF etla dite hauteur AC. Ainfi il eft clair que les
deux tiers du quadrilattre AEGC, augmentés du tiers du triangle AEC, font
égaux au criangle qui a pour bafe une droite compofée des deux tiers de CD et du
tiers de EF, et dont la hauteur eftle rayon AC. Cleft pourquoi auffi le triangle
fera plus grand que le fecteur AEC. Il réfulte de la que fa bafe, Ceft-a-dire, la
droite formée des deux tiers de CD et du tiers de EF, eft plus grande que Iarc
CE. Ce quil fallaic démontrer.

Tutor. IX. Pror. IX.

Toute circonférence de cercle eft plus petite que les deus tiers du périmétre dun
polygone o cirds égaux qui lui eft infcric phus le tiers du périmétre du polygone fem-
blable circonfcrir *°).

Soit donné un cercle dont le centre eft A; et inferivons-y un polygone équi-
lacéral, dont le coté eft CD: et circonferivons-y un autre femblable, i cotés
paralleles a ceux du premier, defquels un foic EE. Je dis que la circonférence
de tout le cercle eft plus petite que les deux ters du contour du polygone
CD plus le tiers du contour du polygone EF. Menons en effet le diamétre du
cercle BG, qui divife & la fois au milien le cété CD du polygone inferic en H etle
coté EF du circonferic en G (ear évidemment G eft le point de contact du
coté EF). Et prenons HL égal 2 HG et joignons AC, BC et prolongcons-les;
et fuppofons que BC rencontre le c6té EF en K, tandis que ladroite AC prolongée
atceint en E I'angle du polygone circonferit. Puifque ainfi HL eft égal 2 HG,
BL fera le double de AH: et par conféquent comme GA 2 AH ainfi GB eft 2
BL. Mais le rapport de HB 2 BL eft plus grand que celui de GB 3 BH; puifque
les trois lignes GB, HB, LB sexcédent mutuellement de la méme quantité.
Er ainfi le rapport de GB 2 BL, c’eft-a-dire, de GA 2 AH, fera plus grand que le
°) A I'aide des notations de la note 6, p. 130, le théoréme s'exprime par la formule:

2w < 3 Po 3 pns

qu’on peut écrire: £ ¢ i
< Prst A prmpanct 8 (o p) o B [ (Pl ],

Pour arriver A ce théoréme, en partant de celui que nousavons énoncé dans la note précé-
dente, il suffira de prouver quon a:
3Pu AP0 >4 Pout-4P0s
ou bien, en introduisant les cotés A, et a4, des polygones circonscrits et inscrits,

3 An+ 380 >4 dunt-3 au,
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AEC =quale triangulo bafin ipfi EF 2qualem habend & alticudinem dictam AC.
Itaque apparet duas tertias quadrilateri AEGC fimul cum criente crianguli AEC
zquari triangulo qui bafin habeat compofitam ex duabus tertiis CD & triente EF,
alticudinum verd radii AC. Quare ejusmodi quoque eriangulum majus erit fectore
AEC. Unde liquet bafin ipfius, hoc eft, compofitam ex duabus tertiis ipfius CD
& eriente ipfius EF , majorem efle arcu CE. Quod erat demonftrandum.

Tueor. IX. Prop. I1X.

Omnis circuli circumferentia minor ¢ft duabus tertiis perimetri polygoni equa-
lium laterum [ibiinfcripti & triente perimetri polygont fimilis circumfcripsi *°).

Efto Circulus cujus A centrum; &
"inferibatur ei polygonum =quilaterum,
cujus latus CD: fimileque aliud cir-
g cumfcribatur lateribus ad priora paral-
d lelis, quorum unum fit EF. Dico circuli
totius  circumferentiam minorem efle
duabus tertiis ambitus polygoni CD &

B A LH| |G criente ambitus polygoni EF. Ducatur
namque diameter circuli BG, qua fimul
) infcripti polygoni latus CD  medium

® dividat in H, & circumferipti latus EF

in G, (conftat autem G fore punétum

contactus lateris EF,) Et ponatur HLL

3 aqualis ipfi HG, & jungantur AC, BC

(Fig.o.] & producantur, occurratque BC lateri

EF in K, producta autem AC incidet in E angulum polygoni circum{cripti. Quo-
niam igicur HL @qualis HG, erit BL dupla ipfius AH : Tdeoque ut GA ad AL,
ita GB ad BL. Major aucem eft ratio HB ad BL , quam GB ad BH; quoniam hz
tres fefe zqualiter excedunt GB, HB, LB. Iraque major erit ratio GBad BL,
hoc eft, GA ad AH, quam duplicata rationis GB ad BH. Sicut autem GA ad

cest-a-dire, A, 4 @4 = 4 ., ou enfin (voir la figure 9) EG - CH > 2 KG; puisque
EG =14 4,3 CH = } 4,3 KG — DC de la fig. 8 = Az

Cest I, en effet, le but des considérations géométriques qui vont suivre, et qui auraient
pu étre beaucoup abrégées a 'aide de la remarque que nous ferons dans la note 11.

18
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carré du rapport de GB & BH. Or, comme GA 4 AH, ainfi EG efta CH; et
comme GB a BH, ainfi KG eft 2 CH. Par conféquent, le rapport de EG a2 CH
fera plus grand que le carré de celui de KG a CH. Pour cette raifon le rapport
de EGaKG eft plus grand que celui de KG & CH. Par fuite les deux lignes EG,
CH font certainement enfemble plus grandes que le double de KG **).Et en
prenant les tiers de toutes les lignes, les tiers des deux EG er CH feront enfemble
plus grands que les deux tiers de KG. Pour certe raifon, i I'on ajoute de part et
dautre le tiers de CH, le tiers de EG avec les deux tiers de CH fera plus grand
que les deux diers de KG avec le tiers de CH. Mais I'arc CG eft encore plus

*dapres e qui petit que ceux-ci*. Donc, les deux tiers de CH, enfemble avec le tiers de EG,

précide.

font & plus forte raifon plus grands que ce méme arc CG. Sidonc nous prenons
toutes les grandeurs autant de fois que I'arc CG eft contenu dans la circonférence
entitre, les deux tiers du périmeere du polygone CD), plus le tiers du périmetre
du polygone EF, feront aufli plus grands que la circonférence du cercle entier.
Ce qu’il fallaic démontrer.

Ainfi donc, tout arc de circonférence plus petit qu’un quadrant eft plus petit
que les deux tiers de fon finus plus le tiers de fa rangente.

ProsrimE I. Pror. X,
Trouver le rapport dela périphéric au diamétre , aufli proche que I'on veut du vrai.

Archiméde prouva '), par les polygones inferit et circonferit de 96 cdtés, que
le rapport de la périphérie au diametre eft moindre que Ie triple et un septi¢me,
mais plus grande que 33¢. Mais nous allons démontrer ici la méme chofe au
moyen du dodécagone.

En effer, puifque le cdté du dodécagone inferit au cercle eft plus grand que
51763 des parties dont le rayon en contient 10000: la fomme de douze cotés, c’eft-
a-dire, le périmecre du dodécagone inferit, fera de méme plus grand que 62116%:
mais le périmétre de ’hexagone inferic eft le fextuple du rayon, et fe compofe par
conféquent de 6oooo parties. Ainfi donc le périmetre du dodécagone excéde
le périméere de I'hexagone de plus que 21161 parties. Le tiersde exces fera
donc plus grand que 7o5%. De forte quele périmetre du dodécagone, enfemble
avec le tiers de la quantité dont il excéde le périmecre de I'hexagone, fera plus
grand que la fomme de 621161 et 7051 parties, c’eft-i-dire, que 62822 parties.
Et par conféquent la périphérie du cercle fera & plus forte raifon plus grande que

*dapres 7. wi. cela*. Mais le rapport de 62822 4 20000, la longueur du diametre,, eft plus

1) Ce résultat aurait pu étre atteint bien plus facilement en abaissant une perpendiculaire CM
sur EG. Alors CK est Ia bissectrice de I’angle ECM et on a par suite EK = KM, c’est-a-dire:
EG — KG > KG — CHj; done EG + CH > 2 KG.

2y Au lieu cité dans la note 1, p. 93 du Tome présent.
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AH, ita eft EG ad CH; & ficut GB ad BH, ita KG ad CH. Ergo major erit
ratio EG ad CH, quam duplicata ejus, quam habet KG ad CH. Quare major
ratio EG ad KG, quam KG ad CH.
Tdeoque due fimul EG, CH omnino
majores dupld KG *%). Ec fumptis om-
nium trientibus, erunt trientes utriufque
EG & CH fimul majores duabus tertiis
4 KG. Quamobrem addito ucrimque ipfius
CH triente, erit triens EG cum duabus
tertiis CH, major duabus tertiis KG
B A LH| |& cum wiente CH. Hifce verd minor etiam
eft arcus CG *. Igitur due tercie CH

D fimul cum triente ipfius EG majores

- omnino funt codem arcu CG, Unde

fumptis omnibus toties quoties arcus CG

circumferentid totd continetur, erunc

quoque duz tertie perimetri polygoni

[Fig. 9.] CD, cum triente perimetri polygoni

EF, majores circuli totius circumfe-

rentid. Quod fuerat oftendendum.
Omnis igitur circumferenti@ arcus quadrante minor, minor eft finus fui befle
& tangentis triente.

ProsLema I. Prop, X.

Peripherie ad diametrum rationem invenire quamlibet vera propinquam.

Minorem efle peripheriee ad diametrum rationem quam triplam fefquifep-
timam: majorem verd quam 352, Archimedes oftendic **) inferipto circumferip-
toque 96 laterum polygono. Idem verd hic per dodecagona demonftrabimus.

Quia enim latus infcripti circulo dodecagoni majus eft partibus 51763, qualium
radius continet 10000: duodecim latera proinde, hoc eft, perimeter inferipti
dodecagoni major erit quam 62116%: perimeterautem hexagoni infcripti eft radii
{extupla, ideoque partium 6oooo. Igitur dodecagoni perimeter perimetrum hexa-
goni excedit amplidis quam partibus 2116%. Quare triens exceflus major erit
quam 7os5%. Igitur dodecagoni perimeter und cum triente exceflus, quo peri-
metrum hexagoni fuperat, major erit aggregato partium 621163 & 705%,
hoc eft, partibus 62822. Atque hifce proinde omnind major eric circuli
peripheria*. Eft autem major ratio 62822 ad 20000, longitudinem diametri,

* per preced.

* per. 7. huj.




