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(esta Euler qu’est due la premiere méthode d’intégration de ces
équations dans le cas ou, les coefficients étant supposés constants,
I’équation a la forme
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Cauchy a ensuite donné une seconde méthode, qui est celle que
nous allons exposer.
A cette équation différentielle, Cauchy arattaché I’équation algé-
brique suivante
2+ Bs+yzi4+.. . +30=0,

obtenue en remplacant les dérivées successives de lafonction y par
les puissances de I'inconnue z, dont les exposants sont respective-
ment égaux aux ordres de dérivation. Soit F'(z) le premier membre
de cette équation, que Cauchy a appelée 'équation caractéristique
de I'équation différentielle proposée. Sinous envisageons I'intégrale

_ [&=1(s)
y—f N

suivante

ou [1(z) estun polynome entier en z a coefficients arbitraires, et si
nous supposons cette intégrale effectude en faisant décrire & la
variable z un contour fermé tout i fait quelconque, nous allons
montrer que cette intégrale est une solution de I'équation diffé-
rentielle proposée.
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Dans le cas particulier o le contourne renfermé aucun péle de
il (a

la fonction » ¢’est-a-dire aucun point qui ait pour affixe une

racine de 'équation caractéristique, intégrale est nulle, et y = o
est bien une solution de I'équation différentielle proposée; mais
c’est dans le cas ot le contour renferme des poles que nous obte-
nons effectivement des solutions.

Pour démontrer ou plutot pour vérifier ce théoréme, formons
les dérivées successives de l'intégrale par rapport & z; nous
aurons

chacune de ces intégrales étant toujours supposée eflectuée le long
du contour fermé.
Substituons dans I'équation proposée; le premier membre de-

vient
f&lfz)(a +B5 ...+ 5") da.
F(s)

On voit que F(z) disparait comme facteur commun et que Pin-
tégrale est celle de e#Il(z), qui, effectuée le long du contour
fermé, est nulle, puisque 11(z) est un polynome entier. [.’équation
est donc vérifide, ce qui démontre que, quel que soit le contour

- fermé d’intégration, I'intégrale

M)
e

est une solution de I'équation proposée.

Remarque. — 11(z) étant un polynome de degré quelconque, il
semble qu’il entre dans la solution un nombre quelconque de con-
stantes arbitraires; mais il est facile de voir que ce nombre est au
plus égal & . En effet, on peut toujours, si Tl(z) est de degré
supérieur a celui de F(z), écrire identiquement !

II(z)
F(z)

=d(z)+
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Y'(z) étant un polynome entier en 5 de degré inférieur a n, d'ou
P’on tire

exxll(z) ezx W (z)

———dz = 22 P (z) ds ————tdz;

TGz PO | S

mais, en intégrant le long d’un contour fermé quelconque, on voit
que la premiére intégrale s’évanouit, puisque ®(z) estun polynome
entier, et il ne reste que la seconde ot W(z) renferme au plus
n constantes arbitraires, puisque son degré est au plus égal
an—iu.

Nous allons maintenant passer de I’expression de la solution sous
forme d’intégrale & une expression sous forme explicite.

- 2C - esxll(z .

Soit S la somme des résidus de la fonction T'()) qui €orres-
pondent aux racines du dénominateur affixes de points intérieurs
au contour d’'intégration.

L’intégrale aura pour valeur 277S.

Calculons ces résidus.

Supposons d’abord que I'équation caractéristique n’ait pas de
1(s)
F(z)
simples. On peut toujours supposer que le degré II(z) est in-
férieur a celui de F(z); par suite, le résultat de la décomposition

racine multiple, et décomposons la fonctio; en éléments

sera
ey & 13 e b
E@) D 52— =10 e
Faisons z = @ -+ / dans la fonction %Iz(;”, elle devient

exla+W (@ —+ h) < hz S hiz2 )
e (T -+l
Fla+h)

I 1.2
I A
7 donne seul un terme en 7 Le vésidu sera

donc égal & Ae?*; on a donc pour premiére solulion, en intégrant
le long d’un contour qui ne contient que la racine a, 2imA .
En général, le contour pouvant contenir un nombre quelconque
e2x11(3)

(2)

> (%+p+qlt+ rh?

1 m
puisque le terme =

de poles de la fonction , la solution générale sera de la
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forme
y=Aesr Betay , + Lel=,
@, b, ..., l étant les racines de I'équation caractéristique, et A,

B, ..., L, n constantes arbitraires qui peuvent étre nulles et qui
renferment le facteur 2 (.
Supposons maintenant que Déquation caractéristique ait des
racines multiples, et soit
F(z) = (z—a)%+i(z—b)b+t. . (z—)+1.
La formule de décomposition est alors

n(z)
F(z)

Nous aurons, en faisant 5 = a -+ /i,

O(a+h) A A Ag
RER A e 7O

les termes suivants ne contenant pas de puissances négatives de /u;
d’ailleurs,

hz  h2a? hxa%
exlath) — gax (| 4= — = - —— )
1 I.2 1.2...2

Pour avoir le résidu correspondant i s = «, ¢’est-a-dire le coeffi-
cient du terme en - dans le développement de Ma*‘“‘*””, il
Bl F(a-+ h) 2
suffit de muluplier les coefficients des termes qui se correspondent
dans les seconds membres des deux égalités précédentes. On trouve
ainsi pour expression du résidu, et pav conséquent pour une solu-
tion de I'équation différentielle proposée,

')_[7:3('-1"(‘\ ~M + L L )
1 Do ot

La solution générale sera donc de la forme

1 (o = oo & 4. . A= o &%) 4= 0T (W Uy @+ .+ VbgaB) 4.
+elt(L + 8 2+ ...+ & ),
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et, comnie
(a+1)+ (B+1) 4.0 (XA 1) =1,

on voit que la solution générale contient 1 coefficients arbitraires.
Faisons une vérification dans le cas des racines simples.
Montrons d’abord que y = A¢® est une solution; nous parti-
rons de la pour vérifier la solution générale. Soit done

=

ey _
S Aa ez,

Substituant dans I'équation différentielle, le premier membre
devient
A eat (a4 Ba + yat-...+ a").

Or le second facteur n'est autre chose que F(a); il est donc
nul, puisque F(5) = o admet la racine a. Donc y = Aea est une
solution.

Je dis que, si yy et y» sont des solutions, il en est de méme
de yy + ..
En effet, si I'on a

d dr

b2y
d dry.

Gn== ﬁﬁ e (> di“q )

il vient, en ajoutant,
d a4
(st 33;(}’1-%}’-1)4-‘[@(]‘—%}'1) +...=0,

ce qui montre que )’y - ) est une solution. Il en serait de méme
de la somme d’un nombre quelconque de solutions de la forme
A e@e, ce qui vérifie la solur’om générale

Aetit Betz . .+ Lel=.

Passons au cas des racines multiples. La vérification est moins
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immédiate. Nous considérerons, pour y parvenir, une transformée
de 'équation différentielle proposée, dont la variable 5 sera lide a
la variable y par la relation

y=emzz,
m étant une constante arbitraire. Formons les dérivées successives
de y; on aura
= emx(ms + z'),

dy

Z L enz(miz+ ams 4 2),

On voit que, en substituant dans I'équation proposée, on obtient
le produit de ¢ par une fonction linéaire de 5 et de ses dérivées.
Nous avons donc identiquement
ll}/ drl—y h
el Ll - Hz )
D57 = @dx drsestPoEg & ena(Gs—+ Ha'+...+ Lz
Pour calculer les coefficients constants G, H, ..., L, remarquons
que nous n’avons fait aucune hypothése sur la nature de z, qui est
une fonction quelconque de @. Faisons 5= ehe, J étant une con-
stante; nous devons avoir identiquement, en divisant les deux
membres par le facteur e +Av,

@+ B(m k) (mh) . (mt )t =G HA . -+ Lhn.

Le premier membre est F(m —+A); identité précédente devant
avoir lieu quel que soit /, les coefficients G, H, ... doivent étre
égaux respectivement aux coefficients des puissances successives
de / dans le développement de F(n + /). On a donc

G =F (m),
HE R ()

Fr(m)

L=——"

L’équation transformée est donc la sulvante :

s 5 - R
e"L-T[zF(m)+ Z—;-F’(m)-o— % 5% +]
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Supposons que e soil une racine simple de I'équation caracté-

ristique; alors F () = o. L’équation précédente commence par un
dz YR 0

terme en == elle est donc vérifide si I'on suppose que 3 est une

constante A. L'équation proposée aura pour solution correspon-

dante
7= Aemx,

Si m est une racine double, on a F(m)=o, I'(m)=o0; la

5 dxz Cepa e
transformée, commencant par un terme en Zzz ost vérifiée si I'on

SUppose que 5 estun binome du premier degré en 2(z = A + Ba).
La solution correspondante pour I’équation proposée est

¥ =¢"*(A + Bz).

On verrait de méme que, si m est une racine d’ordre de multi-
plicité o -1 de la caractéristique, on a pour solution de Péquation
différentielle

7 =erz(A 4+ Ba +...+ Lat),

A, B, ..., L étant des coefficients arbitraires.

Nous allons maintenant déterminer les constantes arbitraires
que renferme la solution générale de Péquation différentielle
linéaire, de facon que pour une valeur particuliére de z, pour
@ = o par exemple, la fonction y el ses dérivées successives pren-
nent des valeurs données.

Voici quelle était la méthode suivie avant que Cauchy et donné
une solution générale de ce probléme. Prenons le cas ot F(z) n’a
que des racines simples; la solution est de la forme

y=Aetx4 Behr 4. . 4 Lelz,

On forme les (2 —1) premiéres dérivées, on y fait &= o, el,
en égalant les valeurs qu'elles prennent aux valeurs données
o e 000 ', on obtient, pour déterminer A, B, ..., L, les
n équations suivantes :

A 4+ B +...+ L = Yo,
Aa + Bb +...+ LI =y,
6000066005005 300 0/006:60a50066 600

Aanr=l4 Bbrt . 4+ Lin—1= y{r-t),
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Quand on passe au cas out équation caractéristique a des ra.cines
multiples, cette méthode est d’une application difﬁcﬂe, puisque
les dérivées de y sont plus compliquées et que les diverses racines
n’entrent plus de la méme maniére dans les équations & résoudre.

Cauchy a donné une méthode trés simple, qui est la méme dans
le cas des racines simples et des racines multiples.

Reprenons la solution de I'équation différentielle sous la forme

=2 II(z
NG )dz;
F(z)
pour que cette intégrale soit la solution géncrale, il faut supposer
que le contour d’intégration renferme @ son intérieur lous les
. R
points dont les affixes sont des racines de I(z), et, comme Pinté-
grale ne change pas de valeur quand on agrandit le,co.u!our, je
supposerai que c’est un cercle dont le centre est Porigine des
coordonnées et dont le'rayon sera trés grand.
Il s’agit de déterminer les coefficients de II(s) de sorte que, pour
4 = @ : ff%(z) dz el ses n — 1 premicres dérivées prennent
F(2)
5 2 o o 5 ’ (—1) .
les valeurs données, que je supposerai €lre Yo, ¥os -5 Yo 3
nous avons les n ¢quations
I I(z)

e F(z)l[":}’rn

:’!'lll(z)d‘:

(n—1)
20T r(z) 7
s s . (=) e
Pour obtenir ces diverses intégrales, développons ) suivant les
puissances décroissantes de la variable; I1(5) étant en général de
degré n— 1, le premier terme du développement sera du degré
— 1 en 3, et 'on aura

IR L

Zn

En effectuant le long du cercle de vayon infini les n intégrales
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e : SR e :
précédentes, il suffira d’avoir égard dans chaque développement au

1
terme en =7 et nous nous trouyerons immédiatement amenés aux

relations
€= o,
= o0
enm1 =y,

puisque les valeurs des intégrales sont respectivement

€, €1, ...y Ep—1-

iz
; F(z)
cients des termes de degré égal ou supérieur i — n; cela suffit pour

les coeffi-

Nous connaissons ainsi dans le développement de
déterminer complétement I1(5), puisqu’on a identiquement

: n(z):F(:)({}+%+‘.,+-W’)

el que II(s) doit étre un polynome entier; par conséquent, F(z)
étant de degré n, on voit que les 2 premiers termes de la série sont
seuls utiles 4 la détermination de ce polynome et qu’on obtient

I(2) = o (B + 72 + 8524 .. 4 z1-1)
= oy 05N Z =)

+ e (S -es+4.. .4 3n—3)

On a donc I(z) par une méthode qui s"applique aussi bien au
cas des racines simples qu’a celui des racines multiples. Cela étant,
et pour obtenir explicitement la valeur de y, il suffira, connaissant

s21(z)
@)
que nous avons effectué précédemment, n’exige, comme on I'a vu,
que Popération algébrique élémentaire de la décomposition de la
I(z)
F(s)
Comme application des formules obtenues dans la derniére Le¢on

(=), de calculer les résidus de la fonction Ce calcul,

fraction rationnelle

en fractions simples.

pour l'intégration des équations linéaires a coefficients constants
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sans second membre, je prendrai I'équation

dy
dx?

+ ntyr=0,

qui se rencontre dans les applications de I'Analyse a la Physique,
et en particulier & I'Optique. Elle appartient & un type déja étudié
d’¢quations différentielles du second ordre; mais nous la traiterons
suivant les procédés que nous venons d’expliquer.

I équation caractéristique est 5* < n*= o; elle admet les deux
racines s — == ir. Sinous voulons que, pourz =0, ) ety’ prennent
certaines valeurs fixées d’avance, ¥, et yy, il faudra déterminer le

polynome entier TI(z) par la relation

. 7
:—”-—v-{% ey

() 2o

F(z)

qui donne, en multipliant les deux membres par F(s) et ne conser-
vant dans le second que les termes ne contenant pas z en dénomi-

nateur,

(s) = yos + Vo-

2zl (z)
F(s)

pour une racine 3, SON résidu  est

La fonction < , dont on doit calculer les résidus, est

1 L yis . 1
;(]’u—l- }/T") es@; pour la racine — z, ce sera :(‘ya—
) % 2\

somme de ces deux résidus est alors

7 € b
)

%.}/0(8“’4— FET = -

en y faisant z = iz, on trouve Iintégrale cherchée

L sinno
Yo COSnRT = Yo s

Daprés la forme de I'équation différentielle, il est évident que,
si Pon a une solution y = (s), ¥y =¢(z + c) sera encore une
solution, ¢ étant une constante quelconque. On profite de cette re-
marque pour mettre I'intégrale sous une forme telle qu’elle prenne
des valeurs y, et 7, non plus pour la valeur # = o, mais pour une
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valeur quelconque z = ¢; il suffit de prendre

, sinn(x —c)
Y =Yocosnz(x —c)+yq e

H Cette intégrale, comme on voil, est une expression réelle, bien
I que les racines de I’équation soient imaginaires; or, en général,
| étant donnée une équation différentielle linéaire sans second

| membre et & coefficients constants, je dis que, si ces coefficients
sont réels, ainsi que les quantités yo, 34, ¥4, - - -5 OB pourra mettre

aisément Pintégrale sous forme explicitement réelle. En effet, @

étant une racine imaginaire de I'équation caractéristique, on pren-

dra sa conjuguée b et 'on considérera les deux termes A ¢4% - Beba.

A et B sont évidemment conjugués, puisque ce sont les résidus

(z)

d’une méme fonction réelle Fz)

pour deux racines conjuguées du
dénominateur.
Supposons que a=a«~+ B, b=ao—if et A=P+:Q,
B=P —iQ; nous aurons
A ez~ B ebx = A ea%(cos o + isinBz) -+ B exx(cosBa — isinfa)
= ex* cosB@ (A + B) + e2rsinfa(A — B)o

= 2P e** cos Pz — 2Q e%= sinfx,

quantité qui est en effet réelle.
Nous avons vu tout a I’heure que, étant donnée une solution de
dzy

Tzt Riy=o0, en y changeant z en @ + ¢, on a encore une

y = Ae® 4= Bebe 4 ... car les différents termes se trouvent sim-
plement multipliés par e®?, e7, ce qui revient a changer les con-
! stantes A, B, qui sont arbitraires.

Equations linéaires & second membre et & coefficients constants.

Je supposerai que, ce second membre étant un polynome entier
f(«) de degré p, I'équation proposée soit
diy diy

| CAF o ‘ o
Sz B S f=mts SRonoss s =@

Si Jje prends la dérivée d’ordre p 41 des deux membres, Je

solution. Cela se voit immédiatement sur la forme générale'
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trouverai
driiy dr+2y dnep+iy

p1 b = oo et e
. ! !

que je sais intégrer et dont les solutions fourniront celles de la
proposée. A la vérité, cette nouvelle équation est plus générale
que la premiére; aussi devrons-nous’ particulariser le résultat
obtenu.

L’équation caractéristique est

azp+l - Bzpr2y | 4 gl =0,

Le premier membre est s7+! mulliplié par le premier membre
de I’équation caractéristique qui correspondrait a I'équation diflé-
rventielle proposée sans second membre. On sail qu’une racine @
d’ordre (p—+1) de I'équation caractéristique donne dans I'inté-
grale un terme e%*(g + hz + ...+ 2F).Ici a = 0; on aura donc
simplement un polynome de degré p, F(2), auquelil faudra ajouter
'ensemble des termes correspondant aux racines simples ou mul-
tiples de ’équation caractéristique

a+B8z+...+ "=
La valeur de y” sera done
¥ = F(2)+A et Bebot, .,

ot la partie ajoutée & F(z) représente la solution de I'équation
proposée, privée de second membre.

1l s’agit maintenant de déterminer les coefficients de F(x); on
pourrait le faire en effectuant la substitution de cette valeur de 3
dans I’équation proposée, et il n'y aura qu’a s’occuper des termes
produits par F'(z) et ses dérivées successives et identifier la somme
de ces termes au second membre f(2).

Mais nous donnerons le moyen de déterminer plus rapidement

1
et représentons le quotient par oy 305+ Y052+ B oo oo
Les coefficients e, 30, Yo, - - - seront liés par les relations

les coefficients de F(z). Effectuons la division

»

a%o= 1,
(1) afo =+ Bao= 0,
o+ Lo+ Y%= 0,
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Cela étant, je dis que
Fz) = a0 f (@) + Bof'(2) + 10 f"(2) +...,

série qui s’arrétera d’elle-méme quand on arrivera a f2! (z), qui
est nul.

Pour vérifier cette valeur de IF(2), il suffit de faire la substitu-
tion comme il a été dit tout a I'heure; or on trouvera ainsi

asg (@) + (aBo~+ Bao) /(@) + (apo~+ BRo—+ ya0) /' (@) +

°9

qui doit étre identique & F(z), et cette condition est satisfaite
d’aprés les relations (1).
Comme exemple, je prendrai I'équation linéaire du premier

ordre

dy

o S (@)
que nous savons déji intégrer; nous allons ainsi retrouver le
résultat précédemment obtenu. En appliquant la méthode qui
vient d’étre exposée, nous ferons le quotient

in posant alors

F(z) =

la solution générale sera

y=ce = F(z).

Remarque. — Dans un grand nombre de questions, on se sert,
commenousl'avonsfaitici, dunefonction o (2) = a4-Boty22+..,
danslaquelle les exposants de la variable correspondenta des indices
de dérivation d’une fonction donnée F(z). Lorsqu’on déduit ainsi
de F(z) la nouvelle fonction «F(xz)+ B (z) +yF'(2)+ ...,
cela s’appelle opérer sur T (z) a l'aide de o(z).

En terminant, nous indiquerons, sans la démontrer, la consé-
quence suivante : Lorsque ['équation caractéristique a toutes
ses racines réelles, le nombre des racines réelles de ¥ (x) est au
plus égal au nombre des racines réelles de f(z).

PRV

SUR

IINDICE DES FRACTIONS RATIONNELLES.

Bulletin de la Soeiété mathématique de France,
t. VII, 1879, p. 128-131.

Soient U et V deux polynomes de degré n et n —1, que je
supposerai premiers entre eux; je me propose de montrer, par
ane considération directe et entierement élémentaire, que l'indice
de la fraction %’ entre les limites — oo et oo de la variable,
donne la différence entre le nombre des racines imaginaires de
I’équation U+ iV =o, ou le coefficient de i est positif, et le
nombre de ces racines ou il est négatif. Soit,  cet effet,

U+ iV =(z — ay— iby) (@ — as— tbs). . .(% — an— iby),
et posons
Uy +iVy= (& — ag— iby).. (2 — ap—1ba),
de sorte qu’on ait
U+ &V = (& — a1 — 1) (Ui +iVy),

et, par conséquent,

U = (@ — @) Ghe= By

V=—20U+(z—a)Vs,

Je remarque d’abord qu'il résulte de ces relations que les poly-
nomes U et U, sont premiers entre eux; car autrement U et V
auraient un diviseur commun, contre la supposition faite. Cela
posé, I'égalité

(U+iV)(Uy—iVy) = (= — ay— iby) (Uf + V1)
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donne, en égalant dans les deux membres les coefficients de i,

; VUi — UVy=—by(U% + V2)
ou bien
V_ Vg B0 VR
U Wh uu, g

Faisons croitre maintenant la variable de — e & - 0} puisque

les polynomes U et Uy ne peuvent s’évanouir pour la méme valeur,
o g g

on voit que l'indice du premier membre sera la différence des

o oo o U U < ey
indices des fractions v et V:’ qui va s’obtenir immédiatement.
Supprimons, en effet, le facteur positif U2 4 V?2; nous sommes
e oy o G
amené a la quantité T, dont la réciproque a un indice nul, de

sorte qu’il suffit d’appliquer la proposition contenue dans Iégalité

-If(r)+1ff;) =,

o’lk c=-+1 lorsque e =ey )<=, e=—un ¢ lTon a
J(@¢) <o, f(zy) > o0, et enfin e = o lorsque f(,) et f(2,) sont
de méme signe. Dans le cas présent, £y =— oo, 7, = + o; d’ail-
leurs U et U, sontde degrés n et n— 1 : il en résulte que e sera -1
ou — 1 suivant que b, sera positif ou négatif.

La proposition énoncée a I'égard de I'équation U + iV = o, de
degré n, se trouve ainsi ramenée au cas del'équation U, + iV, = o,
dont le degré est moindre d’une unité, et, de proche en proche,
on arrivera au cas le plus simple, 4 savoir

& — ap— tby= o0,
ot elle se vérifie immédiatement.
Une premiére conséquence a en Lirer, c'est que, en désignant
G W
), o 0 2 :
par I Pindice de G c'est-a-dire 'excés du nombre de fois que cette

fraction, en devenant infinie, passe du posilif au négatif sur le
nombre de fois qu’elle passe du négatif au positif, le nombre des
racines imaginaires de I’équation U +/V = o dans lesquelles le
[+n

coefficient de ¢ est positif est donné par la formule

2l

Supposons ensuite que, en changeant z en @ + ik, U + iV de-
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q o = o o N 3
vienne Us; + i Vy, et soit I, I'indice de U—; Le nombre des racines

de I’équation proposée dans lesquelles le coefficient de ¢ est
I+n

. o I Iy
supérieur a L sera ; la formule —x)—7 donnera donc, en il

supposant A < %, le nombre des racines o le coefficient de ¢ est
compris entre les deux limites \ et . La transformée déduite de
Iéquation U+ ¢V = o par le changement de z en iz conduira
dailleurs de la méme maniére au nombre des racines dont la
partie réelle est dans un intervalle donné. Considérons encore
'équation en y oblenue en faisant

I= e

et la droite passant par les points dont les affixes sont g et /.
L’indice relatif & cette nouvelle transformée donnera le nombre
des racines de la proposée qui sont au-dessus ou au-dessous de
cette droite, et, si nous remplagons g et £ par g+ Ak et h+k,
de maniere 4 définir une seconde droite parallele a la premiére,
la demi-différence des indices relatifs aux deux transformées
représentera le nombre des racines comprises entre les deux
paralleles.

En dernier licu, je remarquerai que, si Pon suppose les quan-
1ités b, by, ..., b, toutes de méme signe, on a

[=+n ou I=—n,

selon qu’elles seront positives ou négatives. Dans les deux cas, la
o Vi . o o 3
fraction doit, par conséquent, passer 7 fois par Linfini lorsque

la variable croit de — o @ - oo; ainsi I'équation U = o a néces-
sairement Loutes ses racines réelles. Clest done un nouvel exemple
qui s’ajoute, en Algebre, a I’équation dont dépendent les inégalités
séculaires du mouvement elliptique des planétes et quia été I'objet
du travail célebre de notre confrere M. Borchardt. Je ne tenterai
point de suivre la voie qu’a ouverte l'illustre géomeire en appli-
quantle théoréme de Sturm a I'équation U = o pour obtenir, sous
forme de sommes de carrés, les fonctions littérales dont dépendent
les conditions de réalité des racines; mais je saisis I'occasion d’em-
ployer, pour démontrer directement la propriété que j'ai en vue,
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une méthode que Sturm a lui-méme donnée dans une Note du
Journal de M. Liouville, publiée a la suile d’un travail de
M. Gascheau, intitulé Application du théoréme de Sturm aux
transformées des équations binomes, t. VI, p. 126 (voir aussi le
Cours d’Algebre supériewre de M. Serret, t. I, p. 183). Jintro-
duis, A cet eflet, la série entiére des polynomes U S e
en posant

Up+ Ve = (2 — @1 — 10141) (T — @hya — ibt2). . (@ — an— Tby),
et je remarque que la suite
W Wi Wy cooy Wiy 8

présente n variations pour &£ =-—co el n permanences pour
&= oo. Jobserve ensuite que trois fonctions consécutives
quelconques, par exemple U, Uy, Us,, sont liées par la velation

82U — [by(@ — as) + ba(@ — ;)| Uy by [(2 — @)+ 03] Us = o.

Sous la condition admise a I'égard des quantités by, by ..., on
voit donc que, quand une fonction s'annule, la précédente et la
suivante sont de signes contraires; il en résulte que, en faisant
croitre la variable de — o0 & + oo, des changements dans le nombre
des variations de la suite considérée ne peuvent se produire qu’au-
tant que c’est la premiére fonction qui s’évanouit. Puisqu’on perd
n variations, il est donc démontré que le polynome U passe n fois
par zéro; en méme temps que nous voyons que, a 'égard de U, la
fonction U, posséde la propriélé caractéristique de la dérivée,
c’est-a-dire que le rapport UE. passe toujours, en s'évanouissant,

du négatif au positif, pour des valeurs croissantes de la variable.

EXTRAIT D’UNE LETTRE DE M. CH. HERMITE A M. BORCHARDT.

SUR UNE EXTENSION DONNEE

A LA

THEORIE DES FRACTIONS CONTINUES

PAR M. TCHEBYCHEF.

Journal de Crelle, t. 88, 1879, p. 10-15.

M. Tchebychef m’a fail part, dans un entretien, d’un théoréme
arithmétique qui m’a vivement intéressé. Il a établi, dans un Mé-
moire publié en langue russe dans les Mémoires de Saint-
Pétersbourg et dont sans lui je n’aurais jamais eu connaissance,
cette proposition extirémement remarquable, qu’il existe une infi-
nité de systemes de nombres enliers 2 et y tels que la fonction
linéaire

r—ay—b,

olt @ et b sont deux constantes quelconques, soit plus petite en
it ~ 7
valeur absolue que Sk Cest, comme vous voyez, le résultat fonda-

mental de la théorie des fractions continues, étendu a une expres-
sion toute différente, et qui ouvre la voie a bien des recherches.
Dans une lettre adressée 4 M. Braschmann, et publiée dans le
Journal de Liouville, 2° série, t. X, M. Tchebychef, appliquant
cetle méme conception & I'Algtbre, considére I'expression

X—-UY—-YV,

ou U et V sont deux fonctions quelconques d’une variable 2, et
H. — III. 33
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il détermine des polynomes entiers par rapport & cette vaviable,
X et Y, tels qu'en ordonnant suivant les puissances décroissanles,
le degré soit le nombre négatif le plus grand possible en valeur
absolue. Les recherches de lillustre géométre sur la question sont
extrémement belles ; & bien des titres elles sont pour moi du plus
grand intérét, et voici une remarque a laquelle elles m’ont amené.
Me plagant d’abord au point de vue arithmétique, je suppose que
@ soil une quantité positive; les valeurs entieres de z ety s'ob-

m m

tiennent alors comme il suit. Soient e deux réduites consécu-

tives du développement en fraction continue de a@; posons

nb =N+ w, n'b =N+ o

en désignant par N et N/ des nombres entiers, par o ct o' des
quantités inférieures en valeur absolue & : Soil encore, pour
abréger,

e=mn —m'n==:=1;
on aura

e = mN —m'N, ey =nN—n'N.

Ces formules donnent en eflet

e(x—ay)= (m— an)N'— (m/— an')N
(m—an)(n'b—o)—(m—an')(rb—w)
—cb+w(m —an')—w'(m—an),

de sorte qu'il vient déja

E(x_a},_b)=w(m’—an')7u1'(ln4an)4

Employons maintenant la quantité ) qu'on nomme quotient
complet dans la théorie des fractions continues el qui résulte de

Iégaliné
_ mA+m,
T ak+n’
on aura
2 , '
m—an

c
m--an= —s—>
nh+n
et, par suite,

WA+ o
A+ n

2

w(m' —an') — o' (m—an) =—

o
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quantité moindre, d’aprés les limitations de o et o', que

1 A1
2 n'h+n

Mais cette expression décroit avec k sous la condition 2'>n, qui
est ici remplie; son maximum a donc lieu pour A= 1, et de la ré-

sulte qu’on peut poser o
0

— )

nn

z—ya—b=

() étant compris entre — 1 et -+ 1. Ce point établi, il suffit de re-

marquer qu’ayam

sy =aN—2a'N=n(r'b—ov)—n'(rb—w),

c’est-a-dire
sy =wn'—o'n,

Pentier y est renferm¢ entre les limites
n' = n n'+n
R O W et

»

ce qui démontre le beau théoréme découvert par M. Tchebychef.

Les expressions de z et y conduisent facilement a une consé-
quence qu'il n’est pas inutile de remarquer. Supposons qu’on ait
g —ah —b=o, g et h élant entiers; je dis qu’a partic d’une cer-
taine réduite du développement de @ en fraction continue, et pour

toutes celles qui suivent, on trouvera constamment & = g,y = h.
La théorie des fractions continues donnant en eflet

m 0 m' 0

D)
n nn

T 5
n n'n

ot f et 0 désignent des quantités moindres que 'unité, on obtient,
en substituant dans la valeur b = g — ah,

0l ; Oh
nb=ng—mh-+ —, nb=ng—mh-i —- !
n n &

Vous voyez donc que, quand n’ dépassera 2/, nous aurons

= ng — mh, N'=n'g—m'h;
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or en remplacant dans les formules proposées

= mN — m'N, ¢y =nN—n'N,
on en tire sur-le-champ

v pob

Si l'on suppose b= a*, cette remarque donne un algorithme
pour la détermination des diviseurs du second degré des équations
algébriques a coefficients entiers, lorsque le coefficient de la plus
haute puissance de I'inconnue est I'unité.

Enfin, en passant de I'Arithmétique a I'Algebre et considérant

Iexpression X — UY — V, ot U et V sont des fonctions quelcon-

ques dont la partie infinie est de la forme 20 % — ..., onobtient
T

sous une forme toute semblable les polynomes X et Y qui donnent
Papproximation la plus grande de la fonction V, par la formule

: M M M (e e

X — UY. Désignons encore par < N deux réduites consécutives
du développement de U en fraction continue algébrique ; faisons
toujours e = MN'— M'N === 1, et représentons la partie enticre
du développement d’une fonction /(2 ) suivant les puissances des-
cendantes de la variable par [ f(2)], on aura

eX = M[N'V] — M/[NV],
eY = NIN'V]— N[NV].

S0 M e ¢ o NI
Soit, de plus, % la réduite quisuit T et posons semblablement

e X!= M/[N"V] — M/[N'V],
oY= N [N*V] — N[NV
n observant que ¢/ = — =, on en déduira

o(X'— X) = (M"— M) [N/V] — M/[NV] — M/[NV],
(Y — Y) = (N— N)[N'V]+ N/[NV] — N[N°V].

Mais la loi de formation des réduites donnant, si l'on désigne
par ¢ le quotient incomplet,

M'=gM'+ M, N'= gN'+ N,

EXTENSION DONNEE A LA THEORIE DES FRACTIONS CONTINUES.

vous voyez (u’on obtient

(X=X =M, ¢

Y'— Y)= wiN’,
en posant
o= g[N'V] -+ [NV]—[N"V].

Ceute formule se simplifie, si 'on remplace dans le dernier terme
N” par sa valeur, et devient évidemment

w=g[NV]—[gNV].

De la se tive Pexpression des polynomes X et Y sous forme
de séries, telle que l'a donnée M. Tchebychef dans sa lettre a
M. Braschmann, et je remplis P'intention qu’a bien voulu m’ex-
primer Uillustre géométre en vous communiquant ce qui m’a été
suggéré par Iétude de son beau travail.

La considération de la forme

S=(z—ay—bz)+ ‘-::—+ <

ol 6 et 3 sont des quantités variables essentiellement positives,
qui donne une démonstration facile des résultats découverts par-
Dirichlet sur les minima de la fonction linéaire x — @y — bz, con-
duit également a la proposition de M. Tchebychef. Soit d’abord
S =(*u, &'= tu*, de sorte que I'invariant D ait pour expression
u?, je rappelle quiun minimum de f, pour des valeurs enti¢res
des indéterminées, ayant pour limite supérieure le double de I'in-
variant, on a, quelles que soient les quantités positives de ¢ el «,

(r—ay —bs)+ 7

2

el par conséquent

v

(z—ay —bzp< TP T—ay —

puis.

s C/Z

Cela posé, je remarque en premier lieu que, si la limite supérieure
de z est inféricure & 'unité, on aura z = o, et les minima obtenus
en faisant croitre ¢ indéfiniment seront ceux de la fonction linéaire
x — ay que donne le développement de @ en fraction continue.

33.
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Conceyons ensuite qu'on fasse croitre u, la valeur entiére de =
a partir d’une certaine limite ne sera plus égale a zéro, et il s'agit
de prouver qu'en cessant d’étre nulle elle devient égale A Punité.
Je me fonderai pour cela sur la remarque suivante : Con-
sidérant une forme définie a coefficients variables quelconques
fl@,y,3) = ax* -+ ay*+ a'z*+ ...} je suppose que, pour trois
systémes de valeurs infiniment voisines de ces coeflicients, les

minima soient
SGnyn, p),  flm 0l ph),  flm", ' pl)s

je dis que le déterminant

sera zéro ou l'unité.
Soit en effet D Pinvariant de f, AX2 + A'Y2 — A"Z2 4 ... la
transformée qui en résulte en faisant

z=mX +m'Y + m'Z,
y= X+ 'Y+ n'Z,
s= pX+ p'Y+ p'Z,

¢t dont I'invariant sera, par conséquent, A2D. Comme, pour Loule
forme définie, le produit des coefficients des carrés des variables
surpasse linvariant, nous aurons AAA” > A2D, ou bien

flm, r,p) f(m's 0, p') f(¥, 0" p") > A2D.
Mais on peut poser, en négligeant les quantités infiniment petites,

s B3 ) <D V2,

S,y p) < D /2, Sfom' 'y p') < D
el par conséquent

Slmy n, p) flnds 7'y pl) f(m", ", p*) < 2.D.
Nous en tirons la condition A? << 2, de sorte qu'on a bien A = o
@il A= 2= Jic

2 z?
A 5 N A
Cela établietrevenantalaforme [ = (& — ay —b3)> + T

je considére ¢ et « comme I'abscisse et 'ordonnée d’un point rap-
z g P L
porté dans un plan a des axes rectangulaires, de sorle qu’a un sys-
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10N DON

me de trois entiers, qui donnent le minimum de /, correspond
un ensemble de points ou une aive délerminée dans ce plan. De
telles aires limitées par la partie positive de Paxe des abscisses
s’offrent d’abord lorsqu’en f:

ant varier £, On suppose w assez

petit pour avoir 3= o, et 4 deux aires conligués appartiennent
deux minima success

fs de 2 — ay, ou bien deux réduites consé-

. mm' 3 . 5
culives —, — de a. Vous voyez qu’en un point de la ligne de sépa-

ration de ces deux aires voisines, les valeurs des quantités ¢ et u

présentent cetle circonstance qu’une variation infiniment pelite

donne les minima correspondant aux deux systemes nt, n, o et
m/, i/, o. Suivons cette ligne jusqu’a son extrémité ou elle aboutit
a une nouvelle aire placée au-dessus des précédentes et a laquelle
appartiennent les nombres m", n', p". Nous introduirons, en sup-
posant p” dilférent de zéro, la condition que cetle aire ne fasse
plus partie de la premicre série ou la troisieme indéterminée est
toujours nulle. Mais il en résulte que le déterminant

ayant pour valeur == 5", est lui-méme alors diflérent de zéro ; or on
a vu dans ce cas qu'il est en valeur absolue égal a 'unité, nous dé-
montrons done ainsi que p" = == 1, ce qui établit bien I'existence
du minimum découvert par M. Tchebychef. Enfin et comme con-
séquence de celte seconde méthode, la limitation précédemment

I .
obtenue @ — ay — b < o7 SO e remplacée par celle-ci :

I \ e i T
ol le coefficient numérique \/—’_ est sen-
7

siblement plus petit que

Jaris, le 22 mars 187¢.
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ERRATA DU TOME I.

Page 168, lignes 18 et 19, au liew de pour des valeurs entiéres des indéterminces,
lire pour des valeurs entiéres des indéterminées, premieres entre elles.

Page 179, ligne g, au liew de comme distincts, (ire comme non distincts.

ERRATA DU TOME III.

au liew de lire
Page g, ligne 2, @ partir d’en bas Foi ey
» i » haut ( (1)
5 s S50 » bas (f sinz, cosz) /S (sin@, cosz)
» » 7 » bas /sm“ cos'z dz /i;u".z‘cos":c dx
v G o My » haut [‘\in"*"‘zcus"a:zlg:
Y o
DR DR » haut S (sin, cos@)
¢ 2 4y
SR DI » haut ==
» 122, > 0) » bas
» 5 G » haut
» w. 18, » haut
» Bk » haut en(z—z)
» » T, » haut s
_im
357 » haut e
AT B I [
- [ p| ~Em
30, e > has 3
el ) D2 D23
5 D B » bas B 25
S2vh —
» 4x5, o afy » bas o ).,{ )
> (265 ) » haut Spe(izy k) Sne(iz. k')
P13 s B » bas [ <[ ]
A L e, > bas 2
X 1
» 457, 7 » bas s z
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