EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. CH. HERMITE A M. BORCHARDT
SUR LA

FORMULE I’INTERPOLATION, DE LAGRANGE.

Journal de Crelle, v. 8%, 1878, p. ;o.

Je me suis proposé de trouver un polynome entier F(x) de
degré 7 — 1, satisfaisant aux conditions suivantes :

Fla)=f(a), Fla)=f(a)y ..., Fe=l(a)=[f%"(a),

E(0)=/(0), F'(b)=/(b), FR=1(b) = [8-1(0),

FM=1(1) = fr=1(1),

E(f) =/(8), F'(l) =f' (),
o f(@) est une fonction donnée. En supposant

4+P+...4-A=n,

la question comme on voit est déterminée et conduira i une
généralisation de la formule de Lagrange sur laquelle je présen-
teral quelques remarques. Elle se résout d’abord facilement comme
il suit. Je considére une aire s, comprenant d’une part, @, b, ...,
Z, et de Pautre la quantité #; je suppose qu’a son intérieur la fonc-
tion /() soit uniforme et n’aitaucun péle; cela étant je vais établiv
la relation

f(&3)(z —a)(z—)B. .. (x— )}
v ), (w—3) (s —a)(z—b)B...(z3 =)

F(@) — f(@) =

I'intégrale du second membre se rapportant au contour de s, et en
méme temps donner Pexpression du polynome cherché IF(x).
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FFaisons pour abréger

®(2) = (2 —a)(x—b)p... (20— I

o(z) = =

I'intégrale curviligne sera la somme des

dus de o(z) pour les
valeurs = =a, b,

<o Let s=u2. Le dernier de ces résidus est

feoSils, 5 PlaNia S a -

évidemment — f(z); a I'égard des autres, en considérant pour

fixer les idées celui qui correspond i 5 = a, je vais le délerminer
~ e i o J A

par le calcul du terme en Z(lnns le (luvcloppemenL de o(a+ h),

suivant les puissances eroissantes de /..

Observons d’abord qu’on a
P(a-+h)=h*(a—b+ h)b(a—c+ R)Y .. (a— 1+ R)2,
de sorte qu'en posant

(a--l)ﬂ—h)*B(a-—c—f—lL) To
=A+ Ak A k2,

c(@—1+ k)

Agyho—i4- )

10Us pouvons écrire

o (@t k) S(a+h)d(z)

==k A Atk A b,

Effectuons ensuite le produit des deux séries

Sla+h) =f(«)A/‘((z)$ —;—f’(u);lié o foe-
1 1 h Je2

e et o
I—ae—h " z—a  (z—ap G

a)?
il est clair qu’on aura pour résultat

A@=Em) 3 Yalb Ry
t—a—h-w—a (F—a)y  (z—ap

=) Nk

X; désignant un polynome entier en z du degré 7.

i Ilvésulte que le
résidu cherché, étant le coefficient de /=1

, dans le produit
P(z)[A+ Ayl Agh2t | Mgy k1]
5% Gl e

@) (e—a)
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434 OEUVRES DE CHARLES HERMITE.

aura pour expression

AXGE AT o Aua X
Cl)(z)[,(x—al“—r(.Tr—al:l"“j_”n_ z—a]’

ou encore

(z—b)B(z—e)...(z—L)
= [AX g1+ A Xama(# — @) 4.4 A1 Xo(@ — @)%t

Clest donc a l'égard de la variable @, un polynome entier dc
degré o +B4. .. 4+ A —1=n—r1;il en est de méme des autres
résidus de o (), et par conséquent leur somme que Je désignerai
par F () est bien un polynome entier de degré n—u, dans la
relation que nous venons d’obtenir

, = L P EEE)
F(z) —f(#)= ;7 A =)

Observez maintenant que Pintégrale du second membre, ren-
fermant comme facteur, sous le signe d’intégration, la fonction
®(x), sannule ainsi que ses dérivées par rapport & &z, jusquid
l'ordre o.— 1 pour & = a jusqu’a ordre § —1 pour z =10, etc.
Il est ainsi immédiatement mis en évidence que F(x) est le poly-
nome cherché, toutes les conditions a remplir se trouvant en effet
satisfaites. Mais de plus, nous obtenons une expression de la dif-
férence entre la fonction et le polynome d’interpolation, sous une
forme permettant de reconnaitre qu'elle diminue sans limite,
lorsque le nombre des quantités @, b, ..., [, ou bien les exposants
o, B, ...,  vont en augmentant. Effectivement, sinous admetlons
que tous les cercles passant par le point dont Paffixe est @ et
ayant pour centres les n points @, &, ..., L solent contenus i
Vintérieur de s, les rayons de ces cercles, c’est-a-dire les modules
de #—a, x—0b, ..., seront respectivement inférieurs aux
modules des quantités s—a, 5—0b, ..., 2—{, lorsque la variable =
déerit le contour de I'aive.

Le module du facteur :::E—:; entrant dans intégrale curviligne
peutainsi devenir moindre que toute quantité donnée, lorsqu’on
augmente le degré du polynome F(z).

Cette considération est d’ailleurs exactement celle dont on fait
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usage & Pégard du reste de la série de Taylor,

f(z)(z—a)x
T Jg (w—-z)(z—a)ﬂ

dz,

il Stabli
lorsqu’on veut établir la convergence de cette série pour des
valelurs imaginaires de la variable. I'ajouterai cette remarque que
la différentiation par rapport & a donne

dR _ a(e—a)el r flz)ds

da 27 . (5 — a)eet’

de sorte que la formule

F@(a) = 0B o o2 f(z)dz

20T /s (2 — a)a+l

permet d’écrire
dR _ (v —a)* ! f®(a)
& T T o=t 2

) ; .
et.l on en conclut, R s’évanouissant pour @ = 2, la forme ¢élémen-
taire du reste

Re [@=a)k-t/@(a)da
1.2 S —t 5

o

Aprés avoir rattaché & un méme point de vue la série de Taylor

et | i i i

a formul.e d’interpolation de Lagrange, qui
comme on voit, en posant

s’obtiennent,
(@) =(z—a) et 2(@)=(z=a)(z—1)...(z—1),
Je vais considérer un nouveau cas et faire
®(2) = (¢ —a)(z-—b)b.
Si Pexpression desbpolynomes F(x) devient alors plus compli-
quée, I’inlégrale/ﬂl F(z)dz donne, pour la valeur approchée de la
quadrature ‘/"‘bf(z)dx, un résultat trés simple, auquel on par-

vient comme il suit.

Nommons A et B les résidus correspondant 4 = et s =4
de la fonction B
o(a) = L@ = a)i(a—b)f

(z'fz)(:—a)z(a—b)ﬁ,
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de sorte qu'on ait
Re)= A= lB,

je montrerai d'abord que les intégrales

b v
A=[ Adaz, :f B dz,

se déduisent immédiatement I'une de l'autre. Ces quantités sont

en effet les coefficients de %, dans le développement des expres-

sions

V(@ — a)y(z—b)bdy
z—a—h

2 : __ flaxh)
fl" o(a—+h)dr= =0 -
et

J'(x—(l)“(ﬂ:dbif5 (l.r'
z—b—h

¥ S(b+h)
f g(b+lz)dz:lls(b__a___,”3
«

Or écrivons pour un moment

il Ye—oile=tlde,
e,

h“(n-—-b—a-/: z—a—h

(a,b,9,8) =

et permutons a la fois, d’une part a et b, et de P'autre @ et §, ce

qui donnera

o —a)(z—b)kdr,
(GG =) g

S(b -+ k)
z—b—h

Grefha)= IB(b — a -+ h)*Jp

on voit que le second membre de cette égalité étant — B, on a
simplement ;
F(a) do = (a, 0,2 8) — (b, & §, «).

«
i s M= 3% slémentair
Celte remarque faite, posons /= o+ 3; la formule élémentaire

I(p) (q)

b
f (2 — a)P=—1(b—a)1=1 dz = (b — a)r+i=! 5 T(p+q)

donne le développement

(’v—a)“(lz—':)l‘{lz
z—a—h . )
I(a)l(8+|) e M@= M0 o oy
T(m 1) (s et T(m)

Do 2)D(B=E0) 0 ym—spe
he O
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IFaisons encore /2= (b — a)t, on pourra I'écrire sous cette nou-
velle forme

I(2)T(B+1)
L(m-—+1)

m(m—u)

b— a)n
R e e e L

Cela étant, nous eﬂ"cclucmna la multiplication par le facteur
(@& — b~ k)8, ou plutot par la quantité égale

(=1B(b—a)B—¢)B.

Des réductions qui se présentent d’elles-mémes montrent que le
produit des deux séries

e U gt m(m — 1) i m(m—i)(m—2) o
a—1 = @ 0(a—2) = @=D(z=2)(@=3)
8 B(g

e B | _r(;"*”(.uﬁw;”
L P03

a la forme simple

Ter MBFD, @) (Brn), 2B+ 1) (B+2)(B+3)
@—-1 1.2(0—2) —qu,.
LB (B+2). A(‘B—{—x—:)lhx
; 1.2.3...(a —1) SAkio0)

de sorte qu’on a
|

[ h(z—a)’(r—b)?'(ir D(z) (B +1
e g+r) o
(a— b+ h)B = =P = ooy (b—a)T.

Mais il est préférable, en gardant seulement les puissances de /,
dont I'exposant est inférieur a o, et qui nous seront seules utiles,
d’'ordonner le second membre suivant les puissances décroissantes
de cette quantité. On obtient ainsi

' Y@ —a) (2 — b)B dr

(a-b—:—h)ﬁ z—a—h

“a

= (b—u)]ri 14+

m

a(a—1) (b—a)rhs—2

a(z—1)(z —2)

m(m—u) 2

(b—a)hx=3

m(m—r1)(m—2)

3

En dernier lieu, multip]ions par le facteur

Sfla+h) =f(a) +f<a)

+f"(a k2

R l(a)

Jra—1

=0
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pour former le coefficient du terme en /%=, qui est la quantité
cherchée, nous parvenons ainsi a 'expression

(e —1) (b—a)f'(a)

(@,8,9,8) = =(b—a)f(a)+ -

Jonom(m—1) 1.2
. Ae=le=n) (b—m)ﬂ‘/"(a)_‘_
m(m—1)(m —2) ZEs) e

dont la loi est manifeste.
On obtient d’une autre maniére cette formule, en partant de la
relation

fuvm dz = 6(z) + (~1)erfVU"i dz,
ou j’ai fait
8(2) = UVm—i— U/ V=24 UrVm—s — ...

Prenons en effet U= f(z), V= (z — a)? (x — b)%, avec la condi-
tion « + = m, de sorte qu'on ait V*=1.5...m. On en déduira
en intégrant entre les limites x =@ et x = &

b — S

et il est aisé de calculer O (a) et ©(b). 11 suffit en effet d’avoir les
dérivées successives de V= (z —a)b(z—0b)* pour z=a
et z=0; or les premieres s'obtiennent en faisant  =a -+ A,
et sont données par les coefficients de hf(a — b + A)%, les autres
résultant semblablement de I'expression A%(6 — a —+ k)8, et I'on
trouve ainsi

e(a) o a(a—1) (a—b)f'(a)
zﬁ(a_b)f(a)_m(m~1) 12
aa—1)(a—2) (e=8)3f(a)
m(m—r)(m—2) S o

Ecrivons cette quantité de la maniére suivante

0(a) £l a(a—1) (b—a)fi(a)
f.?,,..ﬂl‘:——;(b_a)f(a)_IH("‘L—I) 1.2
ala—1)(x—2) (b—a)“f”(a)_‘“_
T m(m—yy(m—=2) 1.2.3 4
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on aura de méme

G B BB—1) (a—0)2/(b)
1.2...»:7—;12(“2 b)f(b‘]hm(mfl) i)

_ BR=1D(E=2) (a=20)r1(s)

m(m —i)(m—»2) 1.2.3 )

el nous sommes ramenés i la formule précédemment obtenue.
Mais on trouve, par cette méthode, que la différence entre Pinté-

b
grale / J(z)dz et sa valeur approchée est la quantité
Ja

—1)m

b
/ S (2) (2 — a)b(x— b)* da,

ot le facteur (# — a)#(z — b)* conserve toujours le méme signe
entre les limites de Pintégration.

erivant done
o b
/ Fr(@) (72— a)b(@— byt da :,/'m(g)f (2— a)B(z— B) dz,

en désignant par & une quanlité comprise entre « et b, on voit
que pour une valeur donnée de 72, 'approximation obtenue dépend
du facteur

b
{ (2 — a)B(z—b)*dx,

ce qui conduit & déterminer « et § par la condition qu'il soit le
plus petit possible. Or on trouve aisément que le minimum du

produit T'(z)T(m — 2) soblient en faisant z = % Parmi les

diverses formules qui se rapportent a la méme valeur de m, c’est
donc celle ot 22 = 3, ot figure par conséquent la dérivée de Pordre
le moins élevé de la fonction f(z), qui conduit en méme temps a
I'approximation la plus grande.

En particulier on trouvera, pour o =

Al
| frde = L6 — @) [ @)+ A0~ L (b= ap sz,
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puis en supposant &= [b = 2,

2
f foyde= Lo —ay[ fla)+ 1))

+ = (b— @[ (@) — S (B)] + == (b— @) [ (5)-

Paris, 5 juillet 1877.

POST-SCRIPTUM.

Jai réfléchi de nouveau & ces deux origines de la série de
Taylor, suivant qu’on la déduit, au point de vue élémentaire, de
I'intégrale définie

« :
2 — ) far
/ ( EI (U)d“‘
o 1.2...4a
ou bien sous un point de vue analytique plus étendu, de I'inté-
grale curviligne

1 [ (2 —a)x+t

_/ ( GEARE) o

(@ —3z)(z—a)*+! >

et jai pensé qu'il devait étre possible pareillement d’arriver au
polynome d’interpolation par une autre voie qui n'exigerail pas
Pemploi des variables imaginaires et des intégrales curvilignes.
est en effet ce qui a lieu, mais il faut recourir comme vous allez

le voir a la considération des intégrales multiples.
En posant

H(3)=(2—ap)(s—a)...(3—an)

Jjenvisage l'intégrale

ot la fonction f(z) est supposée continue a l'intérieur de l'aire s,
qui comprend tous les points ayant pour affixes @, @y, ..., dn.

Si Pon désigne par f7(z) la dérivée d’ordre n de f(3) et quon
fasse

w=(ao— a)ti+ (@— ar)la+- ..+ (@u—1— Au) by + an,

SUR 1A FORMULE D'INTERPOLATION DE LAGRANGE.
tégrale multiple d’ordre 2. On a

1t f(z) 1 ln
== dz = di, o
2= ), (z) [ﬂ : _[ ety

et nous allons aisément le démontrer.
Il vient d’abord en effet

1t
f fr(w)de =
o

G

S [ @g— @) lo+ (as— az)ly—+...+ an|
a— a,

r S (ay— @) ta—+(@a— ax)lz+. ..+ an|
- - T ,

puis successivement

+ f ’f”(u) dty,

44t

I'intégrale curviligne s’exprime comme il suit au moyen d’une in-

(ay—ao) (e —a1)

.['Jdnf"f"(u)dt,= Si2 (@ — as) s H(as— )b + ... + au]
0 () (ay— ay) (ap— as)
I L (G T e . e L et e
(al_aﬁ)(al—‘lﬁ)
n—2 il ! oh e y
+.f [(ay — as)ty + (@ —ai)ty +u,]’

(”vz[nf/dflu[’:f“(u)dz,: LA d — )l (s —as)ts ..+ an]
0 / U, (ay— ay)(ay— az) (@a— a3)
L LA = @)t (@ —as)ts ... an]
(a1— ao) (@1 — @) (@1 — as)
[P — @)t + (@ — @) b = .. = an]
(@ — @) (@a— ar) (aa— asz)
L — @t (s —as)ts .+ an]

(as— ap) (as— ay) (as — as)

en faisant usage des identités élémentaires :

1 5 1 A Il =f
(@— @) (@—as) * (ar— @)(a1— as)  (as—ay) (@as—ay)

I 5 I
(ay— ay) (ag— az) (a— @) (a1— o) (@1— a3) (& — a3)

I I
(@— ) (@2— ) (@2 — ) (da—cta) (@o—cia) (Ga— 1)

0

En dernier lieu, et sans qu’il soit besoin d’entrer dans des détails
que la simplicité des calculs rend inutiles, on obtient pour I'inté-
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grale multiple d’ordre n Iexpression

M) e . Ren)

0ag) = W(ar) 7 (@)

| (%)
Appliquons ce résultat en supposant @, = &, et faisons pour
abréger

qui est en effet la valeur de Pintégrale ‘)

@(z)= (2 —a,)(z — as)...(z—a,);
st Pon désigne comme précédemment par F(z) le polynome d’in-
terpolation de Lagrange, on trouvera

f@)—F(@) = (@) [ dtn [ “dtamy.. [Cpa(u)dn,
<o CA ) 0

la valeur de « pouvant étre mise sous la forme suivante :

v=zt+a (L—t )
+ay (ts—¢t )
= @1 (by— ty—y)
se@p (0 =0y )
Je remarque ensuite qu’en différentiant la relation

; 1 5 “
%‘75{13:-[, (Iz,,‘[ (u,,_,...j i (w) diy

a— 1 fois par rapporta e, , 3 — 1 fois par rapporta @y, ..., A— 1 fois
par rapport a a,, nous obtiendrons dans le premier membre 'in-

[ D(2)D(BY.. - LN f(=)
—— - = ds
uiﬂ[(;—z)(;~a,)*(£—aq)5"..(zfan))~ i

qui se trouvera douc exprimée par I'intégrale multiple
1 ‘o 2
f ‘l"‘f dty—y f fo(w)edy,
o o o

6= (L— )21 (ts— L)P=1. (T —ta )2,

=+ P+...+ A

tégrale

ou j’ai fait
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Nous parvenons ainsi, pour la formule plus générale d’interpo-
lation, & 'expression suivante du reste

= @ (2) : & & ;
f(.r)—b(x):———r(a)r(@)m .‘)‘/a‘ dz,,‘/u‘ (I/,,,,,._.u[ JorBr k() de,,

®(x)représentant le polynome (z — a, )* (2—an)B... (2 —an);
clest le résultat que je me suis proposé d’obtenir et (qui me semble
compléter sous un point de vue essentiel la théorie élémentaire de
I'interpolation.

Bain-de-Bretagne, septembre 1877,
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EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. HERMITE A M. LINDEMANN.

OBSERVATIONS ALGEBRIQUES

SUR

LES COURBES PLANES.

Journal de Crelle, t. 84 1878, p. 298-299.

Les formules que je croisd'une grande importance, par lesquelles
& . ),
vous représentez les coordonnées d’une courbe d’ordre me et d‘c
genre p, renferment-elles le nombre maximum de constantes arbi-
o 2 i z 5
traires qu’elles comportent, ¢ est-a-dire

Lm(m-o-S)— [%(nl—l)(m—‘l)—p} =3m —i1+p?
3 >

Pour p = o, les expressions des coordonnées étant

ol A, B, C représentent des polynomes du ne*=° degré en ¢,
on peut d’abord, si I'on remplace cette variable par la fonction
a+ Bt
==z : - ;

S i S u
le nombre des constantes que contiennent ces formules. On pe
encore dans les résultats de cette substitution

) b : a8
linéaire , diminuer de trois unités, en disposant de «, 3, v,

supposer égal a l'unité le coefficient de la puissance la plus élevée
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de ¢, dans le dénominateur X, par exemple; et ainsi le nombre des
arbitraires se réduit a

2(m—+1)+m—3=3m—,.

Pour p = 1, les formules

b= G0k MZ(6— )+ AsZ(L— ty) -t A Lt — b)),

il

To—= BiZ(e— 1)+ ByZ(t— tg) ...+ B Z (L — tp)

mettent en évidence, d’une partles résidus, A, By o000 By B
c'est-a-dire 2 (7 — 1) constantes, i cause des conditions 3 A
B = o, puis les quantités £, ta, ... s U quil faut réduire a m — 1
arbitraires, puisqu’on peut remplacer ¢, par ¢ + ¢, par exemple.
Si 'on ajoute a ces constantes le module ainsi que &, et n,, on
trouve bien en définitive le nombre 3.

Apres avoir appelé votre attention sur ce point, permelttez-moi
de vous dire de quelle maniére j'exprime qu'une courbe

S@,y)=o0 i fsid

admet & points doubles. Je considére a cet effet les relations

i ar

u=f(a,y),

dz & ="
= . AV s
ct jobserve que le résultat de élimination de z el y sera une
équation en w«, Il(u) =0 donl les racines représenteront les
diverses valeurs que prend f(z, 7), quand on y remplace z el y,
. ; : df d, :

par les solutions des équations ﬁ =6y d_i = o. Par conséquent le
nombre des points doubles est donné par le nombre des racines «
qui sont égales a zéro. Ceci posé, nommons «, By @y aesy ko les
coefficients de f(, ) et supposons que le terme indépendant des
variables soit 4. Il est évident que I’équation I(u)= o se formera
aumoyen du discriminant relatif a Péquation proposée, en y rem-
placant /& par & — «, de sorte qu'en représentant ce dis
par Il(«, b, ¢, ..., k), on aura

riminant

I(uw)=1(a,b,c, ..., k—u).

Les conditions pour que la courbe f(z,)) = o posséde 8 points !
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doubles peuvent donc s’obtenir, au moyen du discriminant, sous
la forme suivante :

dll an dé-1n
e =

II=o,

K’ & dkb-1

Paris, 13 juillet 1877,

EXTRAIT D'UNE LETTRE A M. GYLDEN, DE STOCKHOLM.

SUR LE PENDULE.

Journal de Crelle, Bd. 85, 1878, p. 246.

Jai remarqué que les coordonnées z, ¥, = de I'extrémité d’un
pendule sphérique sont les dérivées de fonctions uniformes du
temps dont voici les expressions. Considérons en premier lieu la
valeur de z qui s’obtient immédiatement comme conséquence des
équations fondamentales

a4y 4 g2 —
(De@)? 4+ (Dyy )2+ (Dy2)2 = 28(5 + c),
Dz —aDy =k,

ou ¢ et h désignent des constantes dont la signification est bien
connue et qui donnent comme on sait

(Dyz)2=2g(s+c)(1— z2) — A2
Nommons «, 8, y les racines rangées par ordre décroissant de
grandeur, de I'équation du troisieme degré
28(2+¢)(1—452) —h2=o,
de sorte que o soit positive el moindre que Punité, § moindre

¢également que l'unité en valeur absolue et v enfin négative et
supérieure a 'unité en valeur absolue. Si 'on pose




b
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et
w= n(t— to)y
on aura

o — 3= (a— f)sinzam (u),
z— 0= (2-—f)cos?am(u),
z—y =(z—7v)A? am(u).

Or la formule

"

f k2 sinzam (w) du =

o

0'(u)

(e
o(u

permet déja d’écrire
ak?K —(2—P)J o' () ]
5= [—f.ﬂ(— =)

Soit ensuite, en désignant par © un angle arbitraire,

A=a/(y—2) (v +B)e
et ])OSOnS @
ooy i w) [r-Gael]«

2(w)i= Hy(w)6(w)

on aura cette expression

z+ iy = AD, P(w),
de sorle qu'en égalant les parties réelles et les coefficients de ¢,
2 et y seront, aussi bien que 3, les dérivées de fonctions & sens

unique. Voici maintenant la détermination des constantes » el A
5 ! sonst
qui entrent dans la fonction ®(w). Nous avons d’abord

& h2
N=— —

puis ces formules

sin2am(w) = =

Gl (e

cosram(w) = (a2

A2am(w) = m

o R - o sl

Elles font voir C[lle w est nnagumlre, mais sans pa:‘"ue € ; 5
P — i ) e

comme )x Sl Ton pose en effet = i, el qu on emplonc les rela

SUR LE PENDULE.
tions
sin am (ge, ) = LS Am(2, &)
cosam(z, k)
CosTatnl((Par k)
g =7 cosam (@) k)
Aam(z, k)

Aam (e, k') = mm,

on obtient les valeurs

3

et d’apres Pordre de grandeur des quantités «, (3, v, vous voyez
qu'elles sont, en effet, toutes positives et moindres que 'unité.

Mais une double indétermination subsiste i Pégard des signes

de w et }; elle se leve par les formules suivantes. On a, en premier
lieu,

sinam(w) cosam(w) ik afy(x—y
SFam(w) T n a(a—B)(y—P)’

ce qui fixe le signe de e, sa valeur absolue étant connue; je trouve
ensuite qu'on doit prendre
ih
A=——=

an

Vérifions, par I'élévation au car

¢, la formule relative 4w au moyen
des expressions données pour sin® am (), cos? am (), A*am (w).
On trouve d’abord, dans le premier membre, la quantité

2B BBy () ()
(B—7)B—ap ;

9 ¥ \ .
el le second, en remplacant n* par ;g (22— ). devient

h* w2B(a—y)
28 (B—vP@—a®

il suffit, par conséquent, de vérifier la condition

h2 X
g = (@B (B (1+2),
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ce qui se fait immédiatement, en posant dans I’équation
28(z+e)(1—22) —hr=—o0g(z—2)(s—=P)(5—7),

— ¢, et remarquant qu’on a

a+B+y=—c.

Vous m’avez dit, Monsieur, dans votre derniére lettre, que la
différentiation des fonctions elliptiques par rapport au module
pourrait peut-étre servir dans les importanl_es Fecherches aux-
quelles vous consacrez vos efforts pour .l’?pplmam?n de ces fone-
tions & la théorie des perturbations. Voici a ce qulel.les d}\el-ses
formules que jlai obtenues, et dans lesquelles j'ai posé pour

J
S e
abngCls_K.

cosam(x)Aam(z)

Dy sinam (z) =

eson= 3]

sinam (@ )Aam(x)

t— k) — "’}(”')J,

Dy cosam(z) = — TR (g k 8,(@)
k2 si &) cosam (z) 9 _ll’,(z)J_

Di Aam(a) =— LMD 05D [ _ fa)x — i)

Si I’on pose, en outre,
Z(z) :f k2 sin?am () dz,
o
on a aussi

D, Z(z)= E'z [zA?am (z) — sinam () cosam (z)Aam (z) — cosam (@) Z(x)).

M. C. O. Meyer avait déja donné les trois premiéres, mais sous
une forme différente et en prenant pour variable la quantité q au
lieu du modu'e, dans son Mémoire intitulé Ueber rationale Ver-
bindungen aer elliptischen ranscendenten, t. LVI de ce
Journal, p. 321.

Paris, 8 octobre 1877.

SUR LA

THEORIE DES FONCTIONS SPHERIQUES.

Comptes rendus de ' Académie des Sciences,
t. LXXXVI, 1878, pERI615%

Jai I'honneur de faire hommage a I'Académie, au nom de
lauteur, M. le D* E. Heine, professeur i I'Université de Halle,
de la seconde édition d’un Ouvrage intitulé : Seur les Sonctions
sphériques. Théorie et applications. Ce sont les applications du
calcul a la Mécanique céleste qui ont conduit 4 la découverte et
4 introduction en Analyse des fonctions auxquelles est consacré
le beau et savant Ouvrage de M. Heine. Legendre et Laplace, dans
d’admirables recherches sur la théorie de I'attraction des sphé-
roides et la figure des planétes, en ont donné les propriétés fonda-
mentales, et elles ont été ensuite employées avee le plus grand
succés dans beaucoup de questions importantes de Physique
mathématique, et principalement dans la Théorie de la chaleur, !
Apres ces deux grands géomeétres, et en suivant la voie qu’ils !
avaient ouverte, Lamé est parvenu i ses belles découvertes qui !
ont étendu & la fois, comme on le sait, le champ des applications
du calcul & la Physique et celui de I"Analyse pure. Coordonner,
sous ce double point de vue, de nombreux et importants travaux,
ceux de Dirichlet, de Jacobi, de nos illustres confréres Lamé
et M. Liouville, de M. F.-E. Neumann, compléter la théorie sous
un point de vue essentiel par Pintroduction des fonctions de
seconde espéce, montrer enfin par quels liens étroits elle se rattache
aux fractions continues algébriques et a la série hypergéométrique
de Gauss, tel est en peu de mots objet d’un Ouvrage auquel
I'auteur a fait concourir tous les travaux de sa vie scientifique. Un
point entierement nouveau me semble devoir éure particulierement
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signalé a l'attention : c’est celui qui se rattache aux recherches de
Lamé. Soient a,, s, ..., a, des constantes, et-Z(z) une fonction
enti¢re, composée de telle maniére que I'une des intégrales de
I'équation différentielle

dy?

du?

+S(z)y =o,

()

ou 'on suppose

il
du L2

& \/x(a:—a,)(;r—az)...(gp_qv,,)7

soil une fonction enticre et du degré n de \/;, (/i —= @,

V@ — a,. L’auteur appelle cette intégrale fonction de Lamé de
premiere espece, de degré n et d’ovdre p. Il démontre Pexistence et
trouve le nombre de ces fonctions pour chaque ordre p (§ 135).
Les intégrales de I’équation différentielle, qui s’évanouissent pour
des valeurs infinies de , forment les fonctions de seconde espéce.
Pour p =2, on a les fonctions ellipsoidales E, introduites par
Lamé lui-méme; et, si I'on fait @, = «., elles se changent en
fonctions sphériques de Legendre. Supposons ensuite que les pro-
duits nyzr—a,, nyx — &, soient finis pour 7 infini, on trouve
(p- 413) les fonctions du cylindre elliptique; e, faisant en
oulre @, = a,, on en conclutles fonctions de cylindre de révolu-
tion. Ces derniéres, introduites par Fourier, en 1822, sont de
premiére ou de seconde espéce et, dans le premier cas, ont la
forme

<2 2 i J
""(T)=2,/ _)(1~;+2)+z,/.(av—l—z)(f;,v—.—d)

i c0s9 cos v do.

L’auteur les représente ainsi

Ky (@) = (—1)Y [ eixcosit cosiv u du = (— 1) K, (— ),
540

sous la condition que la partie réelle de iz soit négative; et, pour
une valeur réelle de , il égale K,(z) a la moyenne arithmétique,
entre K, (z + o7) et Ky(z — o).

Pour toutes ces fonctions on a des théorémes semblables, par

SUR LA THEORIE DES FONCTIONS SPHERIQUES. 453

exemple un théoreme d’addition, comme celui de La
p- 312, 333, 340, 346, 455, Ge.)):
fomé a ?rée’ ses fonctions (Journal de M. Lwuville, t. 1V,
p- 139) en intégrant par des produits E(g,). E

place (voir

(p2) léquation

&U | @:U :
E -+ dTg +"("+')U(9?—P§)

et les fonctions du cylindre elliptique tivent leur origine de I'équa-
tion bien connue

4*U

T + N (costy — cosiu)U = o,

Pour qu’elle admette une intégrale particuliere de la
E(o)F(iu), il faut poser

forme

d2F (o)
(b) T‘E’?_i_(pcosz?_,m?):m

Mais la constante ¢ n’est pas définie comme la constante B de
Lamé, par la condition que les fonctions F, du moins dans la pre-
miere de leurs quatre classes, soient entiéres. La condition est
alon:s que chaque intégrale de Iéquation (6) soit une fonction
périodique de o, développable par la formule de Fourier. Si I'on
représente les fonctions F(y), par exemple, dans la premicre de
lCl-II'S quatre classes, par les séries Sa, €052 vo, la condition néces-
sare est que a, s’évanouisse pour v infini, et auteur démontre
(p- 412) qu'elle suffit en méme temps pour assurer la convergence
de la série. Or a, est un polynome entier en /, du degré v.cel la
condition ¢, = o donne une équation d’un degré infini. M. Heine
démontre (§ [O\i‘) que clmflue racine, jusqu’a une grandeur quel-
conque, peut étre comprise entre des limites aussi rapprochées
quon le veut, et parvient (p. 408) au résultat suivant :

Les constantes =, sont les dénominateurs N, des réduites de la
fraction continue
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ol Ayb=14, en prenant pour 3 les diverses racines de l'équa-
tion N = o.

Les mémes coefficients a, entrent dans le développement de
F(2) suivant les fonctions J (p. 414), et, en y remplacant les
quantités J par les fonctions de deuxiéme espece K, on a le déve-
loppement des fonctions F(o) de deuxiéme espéce du cylindre
elliptique.

On retrouve enfin les mémes valeurs @, (p. 421), si l'on trans-
forme, par une substitution orthogonale, la forme quadratique
d’un nombre infini de variables,

b(1. 23+ {23+ 923 +...) — 2ToT1+ T T2t FaTy )

en une somme de carrés zo¥: + 5.y + Z52 ..., et cerésultat
pouvait étre prévu, d’aprés une proposition analogue concernant
les fonctions de Lamé.

Dans les deux cas, le polynome homogene du second degré a
transformer a la forme singuliere

S ayw} 220w Tiva.

a démonstration des théorémes ainsi que les résultats dans la
théorie de la transformation orthogonale sont plus simples
P’égard d’une telle forme singuliére que dans le cas général. On
peut mettre cette remarque a profit, Jacobi ayant démontré
(Journal de Crelle evde M. Borchardt, p. 39 et 69, p. 290 et 1)
que toute forme quadratique peut étre réduite par des substitu-
tions équivalentes a cette forme particuliére, et une légére modifi-
cation de la méthode de Jacobi permet de démontrer qu’on peut
obtenir cette transformation au moyen d’une série de substitutions
orthogonales trés simples, les coefficients s’exprimant par des
racines carrées (p. 480). Ces mémes remarques ont été faites
d’ailleurs par M. Kronecker dans un Mémoire publié dans les
Comples rendus de ' Académie des Sciences de Berlin, 1878,
¢ dont 'auteur a re¢u communication pendant que s'im-

fo

p- 105, €
primaient les derniéres pages de son livre.

—o@o——

SUR L’INTEGRALE /'

At z
i della Reale A‘ccadernm delle Scienze di Torino, vol, XIV
(séance du 17 novembre 1878). 7 I

_—

L’applicati édés élé 1
pp on des procédés élémentaires de I'i

bl ntégrati -
tons rationnelles aux quantités St o,

+o
[ z2n - +

el et |
L, TEE /‘ ?

Ve

ou mey 1, /2 sont des nombres enti co 1 c
s ’S enliers, conduit faci
i s acilement

a1 T
[ L ® ga—1__ b

= >
Jy =5 sina o 1—3

aux for-

dz = =(cotan — cotdr),

et si I'on suppose b =1 — @, la seconde devenant :

® za-i

— G

= Pn e, |

0

on a sous forme d’intég
L
sinamw

‘ rales définies les expressions des fonc-
tions

et cotaw, pour des vz m
W : P q
o P alears de l'argument comprises

ntre zér ‘unité i

? .110‘ L(;IO et I'unité. Ces expressions peuvent servir
ols 4 I'étude des fonctions circulaires et a
euléviennes, en établissant une transition n

o

de base a la
celle des intégrales ¥

aturelle entre la théori
; €or
des deux transcendantes et montrant le lien étr : i

l;.n ce qui concerne les fonctions circulaires Jje
cipalement a la formule 7

oil qui les réunit.
m’attacherai prin-
1

Teolaw = — =
a
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pour lever une difficulté singulicre quelle présente, lorsque, en
remplacant @ par i@, on suppose @ infiniment grand. La limite du
premier membre est, en effet, — ¢= ou 4 im, suivant que a croit
s longtemps Eisenstein a

positivement ou négativement, et depui
fait la remarque que la série ne conduit point a cette limite et
donne lieu ainsi 4 un paradoxe que je me propose d’expliquer.
Relativement aux intégrales eulériennes, j'aurai surtoat pour but,
en suivant une indication rapidement donnée par Cauchy dans
son Mémoire sur les intégrales prises entre des limites imagi-
naires (p. 45), d’obtenir la relation

logI'(a)

démontrée par le grand Géométre dans les Nowveaur Exercices
&’ Analyse et de Physique mathématique (t. 11, p. 386). G
résultats se rapportant aux fonctions circulaires et aux intégrales
eulériennes, vont s’oflvir comme les conséquences successives d’une
méme analyse, qui mettra ainsi en évidence la liaison et I'enchai-

nement des théories des deux genres de fonction.

1. Je commencerai par faire voir que des relations

® za—1__ z—a

2T eotasw,

la premiére est une conséquence de la seconde, et en découle par
suite de I'égalité

colaw 4+ langam.

nous éerirons

za=l_z=a z

SUR L'INTE

de sorte que 'intégrale sera ramenée 4 la forme

e
® za—1_ - 2
[ i—-’h‘d:.

Jy

Cela étant, il conyient d’y remplacer 5 par

@ coa—1_ st
[ —ds.

0 1

elle devient ainsi

Or, il est visible que les deux quantités

sont égales : la premicre se ramenant a la seconde par le change-

Sich oy a ;
ment de z en o 'on remplace @ par =, nous obtenons donc bien
2

“ za—1 T
/ - =
oy NERS B
cela, je me bornerai pour abréger a considérer lintégrale

définie, qui représente la colangente, et J'y introduirai encore
les limites zéro et I'uni

effet
4

el remarquant, comme tout & I'heure, que la seconde intégrale

la relation

Diapr

¢, au lieu de zéro et l'infini, En faisant, en

se raméne 4 la premiére par le changement de = en L, nous
2

aurons

3 - A
Posons, en effet, s = ¢, et I'on se trouve amené 2 celte nouvelle
forme

° 0 ez gu-alx
dc =5 cotas,
o 1—e?

—

qui suffit & faire prévoir les rapports avee la théorie des intégrales
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eulériennes, dont je viens de parler. En représentant sur S(«), la
fonction de Jacob Bernouilli, de sorte qu’on ait pour « entier

S(ayp=(a—1)"+(a—2)"+...-+ 1",

nous avons en effet

etx__ pli—alx 22 o
———— =1—2¢—2S(a)y— —28(a), ——— —...
1— ex ( )21.2 ( )‘1.23.!;

5 P
—a2S(a)y, — —.
1.2...2700

La formule relative & 'inverse du sinus, a savoir

! za=1_ z-a =
——ds=——>
b I+ 3 sinaw

/*“ o4+ eli—alx
1+ €

ou bien

i

sinamw

azx 4 gll—a)zx

= = donnant
+ ¢

s o gy
conduit & une remarque analogue, la quantité

Ja série

z2 Gk
1+ zﬁ(n);m + 2 5(a), | et '1.5((1)214"‘—_‘

ou
S(a)p=(a—1)'—(a—2)"+(a—3)"—... &1,

lorsque « est entier (*).

2. Le développement de la cotangente, sous forme d’une série
infinie de fractions simples, est a bien des égards d’une grande im-
portance en analyse, mais plus particulicrement peut-étre, comme
ayant offert le premier exemple d’un mode d’expression d’une
fonction périodique ot la périodicité se trouvait mise en évidence.
Et c’est sous ce point de vue qu’elle a été l'objet des recherches
d’Eisenstein en servant de point de départ a la théorie des fonctions

(1) Les polynomes S (@),, sannulent pour @ = o, @ =1, et possédent la méme
propriété que les polynomes S(a),,,, de n‘aveir entre ces limites qu'un scul

5 1
maximum pour @ =

5

gl
) o Z%
SUR L'INTEGRALE f
o
elliptiques qu’a donnée I'illustre géometre. Or la formule
A 1
I
conduit immédiatement & ce développement. En remplacant dans
I

I'intégrale par I'expression

=

1+ 5+ 82—+, + sr—1t

on en tire en eflet

n—a

Nous représenterons pour abréger par S, la somme des fractions
simples, et par R, le reste, de sorte qu’on ait

n=

azx _ pll-a)x
iz dw.
1—ex
Je me propose maintenant d’établir que pour une valeur imagi-
naire quelconque de Pargument, @ =« + 3, R,, ou plutét son
module, a pour limite zéro quand 7 croit indéfiniment. A cet effet
Je considérerai I'intégrale

o o i
ela+iBlx__ pli—a—ifiz
mod enz | d,
[ 1—ex

qui est une limite supérieure de modR,, et en distinguant deux
cas suivant que o est nég
sous ces deux formes :

0
eifr— eli—2a—if)x
mod | ————— | eln+ala gy
—w I=res

uf ou positif, je Pécris successivement

-
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-
eln-0z dop.

Cela posé, je dis, i Pégard de la premiére, que la plus grande
etfr — ol1—20-iB)x

valeur du module de > entre les limites de Dinté-

1— e
grale, est donnée a la limite supérieure pour z = o. Ce maximum
étant donc /(20— 1)2 4 B2, nous pourrons écrire, en désignant

ar ¢ un nombre inférieur a I'unité
P: ’

)
mod R, = e y/(22 —1)>+ 452 [ eln+uz doy —

Je mets, pour le démontrer, I'expression

etfx__ ot ~2a—if)x ] 1 — 2 cos2 Bz ell—2®x 4 pl2-twx

(—e):

)

1— ex

mod2 [

sous la forme suivante

_ pli—2wa|2 inBa 2
1—e s o
1—ex | —e* f

[ — eli—2xlz

> ou bien

et je remarque d'abord que la quantité —
1= zl-

24 i
———— en! prenant e®, est toujours pour des valeurs de z
I

inférieures & I'unité, au-dessous de la limite 1 — 22, qu’elle atteint

pour 5 ==1. On vérifie en eflet 'inégalité

L) — 21,

ou la suivante
1— 32— ((—2a) (1 — 3) < 0,

en observant que la dérivée du premier membre est la quantité
positive (1 — 2a) (1 — 572%). Ge premier membre va done en crois-

sant depuis la valeur négative 22 qui correspond i
aboulir a une valeur nulle a la limite supérieure z = i, et reste par
conséquent négatif dans l'intervalle.

Ce point établi, je passe a l'autre terme, J'y remplace sin Bz
par 3z, ce qui en augmente la valeur, et apres avoir écrit

— 0, pour

ou encore

je remarque que la

a4 unité
oFF i

lorsque z varie de —» 4 0. Ce

st ce qu'on reconnait immédiate-
ment en développant en série le dénominateur, car on obtient
ainsi 'expression

I z¥
NoDeBallod WO T 00°

On en conclut, le facteur ¢
valeur pour z = o, que pour ce second terme comme pour le pre-
mier, le maximum est encore donné en faisant z — o, ce qui
démontre le résultat annoncé.

** atteignant lui-méme sa plus grande

Nous obtiendrons & I'égard de Iexpression

Ga+ifle — pli—iBx tgell
mona| |l et D0 etz te
C G (1—ex)?

une conclusion toute pareille, en la mettant sous la forme

ex—exx [ sinfax)2 i
v =l 200)c
I— ex iyl [ — ex @ L

Nous n’avons en effet q

PALE

considérer la quantité

zW@_ 3z

ou

» la variable = croissant de zéro 4 Punité; mais deux cas

sont maintenant i distinguer. Supposons d’abord 24 < 1 de sorte
qu'elle soit positive, nous prouverons qu'on a

£

{1 ="talcr}

ou bien

22—z — (1—2a)(1—3) <o,

en remarquant que le premier membre prend les valeurs
& (I=Ec)ietio pounizi—io ¥z —1 Ve a pour dérivée la quan-
Lité positive

20 (01—

20) Zho—1
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. 5
; et la condi-

Soit enfin 24 > 1, nous raisonnerons sur

tion

se vérifiera absolument de méme. Il est donc ainsi démontré que le
maximum du module des deux expressions introduites, en suppo-
sant successivement « négatif et « positif, a pour valeur

(1—22)r+ 432,

de sorte qu’on a dans la premiere hypothése
4 I 3

s\/(l—

mod R, =

et dans la seconde

eV(t—2ua) 4P

mod R, = )
—

Ces expressions, du reste, dans le développement en série de
fractions simples de la cotangente, établissent en toute rigueur la
convergence de cette série; elles montrent en effet que pour des
valeurs aussi grandes qu’on le veut de o et §, mais finies cependant,
R, est nul si on suppose » infini. Mais on voit en méme temps
qu’on n’est point autorisé a faire usage de Iexpression

2a 20

1
a@

pour des valeurs infinies de 'argument; dans le domaine de ces
valeurs, la définition de cotar par la série offre en effet une lacune
que la considération du reste permet seule de combler, comme
nous allons le faire voir.

3. Je dis en premier lieu que la limite de S, est indéterminée
lorsqu'aprés avoir remplacé @ par éa on suppose a la fois 7 el @
infinis. Revenons en effet & expression

1 2a 2
Sp= = =n ghrct

n—a

a—n? n—+a

SUR L'INTEGRALE /
0}

et changeons ¢ en Za, on en conclura

9 1 3
L5n=(;+f‘a+4~.‘;~—za" L
at-1 @+ niia

Soit maintenant, en supposant ¢ |lositi.f—'
a

= dz, désignons aussi

ar A la limite R ; s
P du rapme 7 lorsqu’on fait croitre 2 et 4 indéfini-

ment, de sorte qu on 'uL = =ndr=)\;

y nous pourrons ecnrc en

néwllgeam — et

n+ia’

foue 2 dz L » da AP 2dr
I+dz? " [+ (ada)E '“'f|+(uda:)f'

De cette expression résulte immédiatement

! comme on voi
valeur cherchée : S

15,,a =9 ar
T = 2arctang)

qui dépend de la quantité entierement arhitraire ) s
Ce point établi, cherchons ce que devient Ii

tant le reste,
f“ eax — gll-a)z
er dz.
s =G

S e 5
Pour cela je remplace a par ia, n par ha,

intégrale représen-

R,

ce qui donne d’abord

° olax elax— eli-iare
R, = ehaz dy
)

BT =G

puis en changeant de variable et posant 2 — £
a

Maintenant on obtient pour  infini la valeur
l Y
Rp=—2 f —eUdt =-—2iarc tang ;,
et Lon en tire la relation

{(Sp+Ry) = z(alc tangA -+ arc tang o
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ou encore

G ey i
Ce résultat léve enticrement, comme on voit, la difficulté d’analyse
offerte par le développement en série de la cotangente.

4. Lexpression de sinar en produit de facteurs linéaires est
immédiatement donnée en intégrant par rapport a & les deux
membres de I'équation

T eotan =

on obtient ainsi

sinaw a?
log —— =loga -+ log(l 7 ) + Iog(
3

— log (( =
o

e gll—alx — ex— |
en® d.
e (1 — ex)

Peut-étre n'est-il pas inutile de donner encore pour R/, une
limite supérieure montant que cette quantité est nulle en suppo-
sant 2 infini, quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire

) SRR

—rlog(l---

si 'on pose

R

@ =a-+ 8.

Posons A cet effet, pour abréger,

ea® 4 U—a)T — pT—
)= —————————
5@ z(1— e*) %
i

i
je remarque qu’on peut cerire en ajoutant el retranchant 2¢* au

numérateur
1
5 ax
[E

On en déduit par une proposition connue,

- g ] 2 1 o)
s S 1—ajx 5"
1 ¢ —é ] (y = l>

) +m0dx(x~a‘)’

=)=

mod f(z) < mod

1
SUR L’INTEGRALE f
20

c'est-d-dire

.

1
1%
T —2c0sPae? o+ pll-a)x (

mod f(z) < &
z(e*—1)

I’expression suivante

1
5 fa 2
f % — 3 cosBa ef 4+ el-wx 0 (g L0
grr.z-,[w+j :
e v el
it ( 0 mr(el*l)e dx

< 1é 1 1 Y

estdonc une quantité supérieure a l’xmégrulef mod f(2) e da
el a plus forte raison au module de R’. 6; en
d’abord la seconde des intégr 5
écrire ainsi

L considérant.
ales qui y entrent et qu’on peut

enx dy,

Je remarque que le maximum de la fraction

=
———— entre les
.,<e"

=l

limites de I'intégration est donné a Ja limite supérieure en fai-
sanl 2 = 0. Mettons en effet — z au lieu de z, elle
5

méme forme, et I'inégalité

gardera la

ou bien celle-ci
] ; ;
3%
—~l)<1‘<£‘ +|),

se vérifie immédiatement par le développement en série, le coeffi-

cient de (Z)"" 1
ent de (;) dans le premier membre étant

dans le second.

Passant maintenant 2 remiére inté ] i
as ; enant & la premiére intégrale, j'emploie la décom-
posilion suivante

5
+ ell—wz—

1
3

%% — 2 cosBx e

@ é(lgz\l‘ ” 1
—e* +4sin?=fae
2!

H. — DI 3
30




