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XLVI.

La question qui s’offre maintenant estd’obtenirw et) au moyen
des relations précédentes, qui sont algébriques en sno eth. Or,
on est de la sorte amené a un probleme d’Algébre dont la diffi-
culté se montre au premier coup d’eeil et résulte de la complication
des coefficients Hy, IT,, ...

Revenons, en effet, au développement déja donné pavagraphe V,
A savoir:

=
=
¥
®
Il
olim

oul'on a

2 snwenw dnow,

B 1) 7 — 202k 7k
- 3 sn2w —

1
Q= k2snw enw dnw (/.2 sn2w —

Les coefficients Iy, Hy, ... résultant de I'identité

seront

Hy =),

H, =102—Q),
13— 301 —29)),

Hy= 5% (0 — 6222 — 80, —3Q,),

i

et I'on voit que, H,, étant du degré n -1 en 2%, Pune de nos deux
équations est, par rapporl a cette quantité, du degré n, et !a
seconde du degré n—+1. A Pégard de snw, une nouvelle complxt
calion se présente en raison du facteur irrationnel cnw dno, qui
entre dans Q;, Q;, Qy, ... aussi pamﬁt—il impossible de conclure
de leur forme actuelle qu’elles ne donnent pour %2 et sn*w qu’une
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seule el unique détermination. Et si I'on considére ces quantités 4
comme des coordonnées, en se plagant au point de vue de la
Géométrie, on verra aisément que les courbes représenlées par
nos deux équations n’ont aucun point d'interse:

on indépendant
de la constante £ qui entre sous forme rationnelle et entiére dans
les coefficients. Il n’est done pas possible d’employer les méthodes
sisimples de Clebsch ¢t de Chasles qui permettent de reconnaitre,
@ priori et sans calcul, que les points d’un licu géoméwique se
déterminent individuellement en fonclion d'un paramétre. Le cas
de 2 =3, qui sera traité tout & ’heure, fera voir en effct que les
intersections des deux courbes se trouvent, a Iexception d’une i
seule, rejetées a Linfini. Mais, avant d’y arriver, je ferai encore
celle remarque, qu'on peut joindre aux équations déja obtenues
une infinité d’autres, dont voici I'origine.
Nous avons vu au paragraphe XLIV que Iéquation de Lamé ]
donne, en faisant == (K

'+¢, ces deux développements, i
savoir :

=g

Il en résalte que, si 'on pose de méme & = (K +

dans la solu-

tion représentée par F(2), nous aurons, en désignant par C une
constante dont on obtiendra bientot la valeur,

F(eK +¢)

- Gt o et el ens L), |

On peut donc identifier ce développement avee celui que donnent
l'une ou 'autre des deux formules

F(z) =— —oo— Ny D fl2),
DR SE()
l‘(z):-a—T“—v‘—i‘:—;—; “raaastlly JAE)

lorsqu'on pose = / K/ 4 <. Bornons-nous, pour abréger, au cas
de n = 2v, et représentons la partie qui procede, suivant les puis-
sances positives de <, par
=
3
0
o




OEUVRES DE CHARLES HERMITE.

396

On trouve facilement, si 'on éerit

m(m—u m—i 1)
mp= I ),
1.
I’expression
Gi=— (i 429 —1);Hppayy— (i =29 — 3)ily Hiay—g
— (i 2v —5)ihy Mgy 5—. .. — (E 1)y Hepy.
Nous aurons donc, pour ¢ =1, 3, 5, ..., 2v — 1, les équations

Hi=o0;
on rouvera ensuite, pour les valeurs paires de l'indice,
Hoi= hivy,
etenfin, pour les valeurs impaires supérieures a 2v —1,
DHoiraver = GAG.
Telles sont les relations, en nombre illimité, qui doivent toules
vésulter des deux que mous avons données en premier lieu,

Savoir :
1= o0, o= hy;

on est amené ainsi a se demander si leurs premiers membres,
Bi, Hoi— liyy, $si40v00 — Gl ne s'exprimeraient point, sous
forme rationnelle et entiére, par les fonctions £, et Ho—hy.
Mais je laisserai enti¢rement de coté cette question difficile, et
Jarrive immédiatement 4 la résolution des équations relatives au
cas de n=3.

XLVIL

Ces équations ont été données au paragraphe XXXVIII, ct sont
Hy+ ko= o,
By [ il = iy,
T o e . i
Silon met en évidence les quantités @, et qu'on fasse /y=5-

ce qui donne
h =—G(1+Kk2)—51,
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elles prennent la forme suivante :
WB—30) — 20+ 3id = o,

2 —62X2 — 80, —3Q,+ 2002 — 970 —

Cela élant, femploie ces identités, a savoir :

02— 0, = (s,

QQy— Q3 = Qs+ 750,

el je remarque qu'on en lire, par élimination de @, et Q,, deux
équations du second degré en Q. Mais il convient d’introduire H,
au lieu de Q3 en faisant alors, pour un moment,

@ =1 — R kY,
b=2—3k2— 3k + ofs,

ces relations seront

36IHZ— 12 UM, 36N 52 o = o)
72003 — 6(502— a)H, 720222 b — o.

Eliminons 22; elles donnent immédiatement

10l—8al—b

Hy=—
! 6((i—a)

nous obtenons ensuite

AP = a)+ (11 l—gal— by

= _—

364(2—a)?
ou bien
it o AT
36U(2—a)’
si 'on pose, pour abréger,

o(0) =1250°—o10alt — 2203+ 93a2 2+ 18 abl + b2 — fa?,

soil encore

V() =50+ 6alt—10b88—3al2+6abl + b>*— jad
=o(l)—12l(l2—a)(iolB—8al —b);

de la relation 22 — 2 H, = Q on conclura

k2 Y
Q:kﬁsnﬂm———!f/ —— Qe s
3 36U(2— a)?
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Enfin j'observe qu'on déduit des équations proposées la valeur
de @, exprimée en Q et %, par cette formule,

210)=(22— 30/ 3)N;

§ faisant donc
7() = —6al*+ j688—3a*2— b*+ 42,
nous parvenons encore a la relation

2N A
360042 — a)?

ksnwenwdnm =—

Le signe de X se trouve ainsi déterminé par celui de o, et la
solution complete de I'équation de Lamé dans le cas de n—=3
est obtenue sans aucune ambiguité au moyen de la fonetion

1 (7 +w) e[_” %f?' &
O(x)

On n’a toutefois pas mis en évidence dans les formules précé-
dentes les valeurs de la constante ¢ qui donnent les solutions
doublement périodiques, ou les fonctions particuliéres de seconde
espéce de M. Mittag-Leffler, comme nous Pavons fait dans le cas

de ru=
Voici, dans ce but, les nouvelles expressions qu’on en déduit.
Posons, en premier lieu,

25

Pl= 52— o (il &2)l— 31— k)2
o)==,

et, d'aatre part,

(r+ k2)d—3h2

(1— 2k2)l + 3(f2 — ki),
—2) {—3(1—k2),

on aura

M= P.QR B
- SD=
PA2
k2 sn2oy = — SR
QB
2 cn?w = '
k2 cntw =+ SR
RC2
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el enfin, pour élabliv la corvespondance des signes entre w et %,
I'équation

lrsnwenw dnw = — ABC Y

SDz

Cela étant, ce sont les conditions P = o, =0, R=w, S=0
qui donnent les solutions doublement périodiques, au nombre de
sepl, tandis qu'on obtient les fonctions de M. Mittag-Leffler en
posant A = o, B=o0, C =0, D = o. Mais je laisse de coté I'étude
détaillée de ces formules, en me bornant 4 la remarque suivante,
sur laquelle je' reviendrai plus tard. Exprimons les quantités
k*sn*w, k2cn®w, dn?w, en partant de I’équation

TR (A 5 w(l)
fRaRe = 7y 772

a)l’

de celte nouvelle manicre, a savoir :

7 (2 —a) (14 k2) — U(l)

19 b =

b 360, = a)? -
B e 12012 —a)?(2k*—1) +U()

e 360 —a): ’
e 120 — a)? /rﬁ)-&--“»(l).

364(2—a)?

On conclura facilement de I'égalité

$(8) 72(0)

Kkt suwen?wdn?o = — Bol(E—a) ]

la relation que voici :
Y1) = 3192082 (2— @) Y(1) + 190 613 12— a)s = o (L) 72(L).

Or elle conduit & cette conséquence, qu’en posant

Y(2)
(=)’

on a

j/ iy =i [[EE=ael,
Vyi—3ay +0b J. Vs

v'est done un exemple de réduction d’une intégrale hyperelliptique
l2 seconde classe 4 I'intégrale elliptique de premiére espéce.
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XLVIIIL.

La méthode générale que je vais exposer maintenant pour la
détermination des conslantes w el ) repose principalement sur la
considération du produit des solutions de Péquation de Lamé, qui
viennent d’étre représentées par F(z) et F(— ). Et, d’abord, on
remarquera que, ayant

B2 on )= E(2))

F(a+ 20K') = ' F ()

el, par suile,

ce produit est une fonction doublement périodique de premicre
espece, qui a pour pole unique z = (K'. Voici, en conséquence,
comment s'obtient son expression sous forme entierement expli-
cite.
Soit
®(z) = (— 1) F(z) F(—a),

le facteur p/ ayant été introduil pour pouvoir écrire
B(PK + &) = (— 1) F(iK'+ e) F(— iK' —¢)
=(—n)n F(iK+e)F( K—s).
Cela étant et posant, pour abréger,

1 Ty iy

S = =

iy
Sy= C(er+14- pfentd 4 ffentsi ..,

nous aurons

= =0) = 5 ==,

F (iK' — ¢) = (—1)*(S—S)),
d’oti, par conséquent,

(K + ) = S1— S,

On voit ainsi que la partie principale de développement suivant
les puissances croissantes de ¢ est donnée parle premier terme 528

SUR QUELQUES APPLICATIONS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 4ot

etne dépend point de la constante G, entrant dans le second terme,
(ue nous ne connaissons pas encore. Faisons done

les coefficients A, A,, ... seront

A=k,

et l'on en conclut que, %; étant un ImI)'nome de degré i en /iy, il
cn est de méme, en général, pour un coefficient de rang quel-
conque A;. Maintenant I'expression cherchée découle de la formule
de décomposition en éléments simples, qui a é1é donnée au para-
graphe II. Nous obtenons ainsi

5

== —om

La relation élémeniaire

o'(x) J
Dl = = I i)
) (@) K Glet
donnera ensuite, sous une¢ aulre forme, en désignant par A une
nouvelle constante,

D2=2(f2 sn2ap) 5 D=4 (/2 sn2m)

)= T(2n) =0

D27=6( 2 sn2a)

TN =)

I'(2n—o)
+ Ap—y (k2sn2az) + A.

Pour la déterminer, nous emploierons, en outre de la partie prin-
cipale de la série

; le terme indépendant de ¢, qui sera désigné
par A,. En déduisant ce méme terme de I'expression de ®(x), et
se rappelant qu’on a fait

o sE L
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nous lrouvons immédiatement

=11
2 —1

$
A=Ap—Apqso— Ay —...— Ay

3

on—

Beaucoup d’autres expressions s’obtiennent par un procédé
; T 5 e
semblable en fonction linéaire de dérivées successives de A2sn%z,
celles-ci, par exemple,

D% F (@) D& F(— ),
e e
que je vais considérer dans le cas particulier de o =1, B =1.

Soit alors
@ (@) = (— 1)+ W B (@) F'(— 2),

et désignons par S' et S| les dérivées par rapport & ¢ des séries §

el Sy, de sorte qu’on ait

/(iK' &) = S+ S,

F/(iK — &) = (— 1)s+1(S'— §)).
De la relation

Dy (PK' +e) = (— 1)V F'((K' + ) F' (iK' —z),

on conclura cette €Xpression, savoir o

D (I ) = S'2—

o TP i
Faisant done, comme tout a I’heure,

B,

=

ou le coelficient B; est encore un polynome en /, de degré 7, nous

aurons

2
D2a-4(f2sntr) S B, (k2 snza) -+ B,
o %) i

et la constante sera donnée par la formule

B =By —Busy— B

a—t3
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Tenvisage enfin le déterminant fonctionnel formé avec les solu-
tions F(z) et F(—2) de Péquation de Lamé, et je pose

£2(@) = (= D>+ [F(2) F/(— 2) -+ F/() F(—2)].

La relation suivante, qui s’obtient aisément, et dont le second
membre ne contient que des termes entiers on g, a savoir
DoK' +¢) = 2(S84—§'S,) = 2(2n +1)C+...,
donne, comme on le voit, la proposition bien connue que cette
fonction est constante; nous allons en obtenie

la valeuren la met-
tant sous la forme

(2n+1)C = /N,

que nous garderons désormais.

XLIX.

Tobserve, a cet effet, que de Pidentité

(58— SiST)2 =(SS =S, S") (S2—S1) (52— s72)

on conclut immédiatement, entre les fonctions dontil v
question, la relation suivante :

ient d’étre

P VK ) = L (0K s
4 4§

+DEK +2) by (K + ),
el, par conséquent,
%4"9(1) =N D (2) B, ().
Elle fait voir qu’en attibuant a la variable une valeur

litre, en supposant, par exemple, z =0, N
polynome entier en /2, du degré s

particu-
s’obtient comme un
20 =1, I)uisquc cette quanlilé
entre, comme on I'a vu, au degré n dans O (z) et au degré n —+ i
dans @, (z). Ce point établi, nous remarquons que

, en posant la
condition N'= o, le déterminant fonctionnel D,

(Z) est nul, de
sorle que le quotient.
q U (

se réduit alors 2 une constante, Dési-
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gnons-la pour un instant par A, on voit que le changement de

1
z en — x donne A = i ona done

et, par conséquent,

F(— z) == F(x).

Remplacons ensuite z par z -+ 2K et z + 2¢K' : le quotient se
reproduit multiplié par 12 et /2 ; ainsi il faut poser p2 =
clest-d-dire p =1, W=k

I.a condition N =0 détermine donc les valeurs de /, pour
lesquelles Péquation de Lamé est vérifiée par des fonctions dou-
blement périodiques. Ce sont ces solutions, auxquelles est attaché
2 jamais le nom du grand géométre, et dont les propriétés lui ont

permis de traiter pour la premiére fois le probleme dilficile de la
détermination des températures d’un ellipsoide, lorsque 'on donne
en chaque point la température de la surface. Elles s’offrent en ce
moment comme un cas singulier de Péquation différentielle, ot
Pintégrale cesse d’étre représentée par la formule

7 =CF(z)+CF(—2)

et subit un changement de forme analytique. Je me borne i les
signaler sous ce point de vue, devant bientot y revenir, et je
reprends, pour en tirer une nouvelle conséquence, I'équation

L2 (z) = N+ 0(z) ().
+

Introduisons sn2z pour variable, en posant sn*2 = ¢; on voit
que®(z) et ®,(z), ne contenant que des dérivées d’ordre pair de
sn2z, deviendront des polynomes entiers en ¢ des degrés n et
n 1, que je désignerai par [1(¢) et II,(¢). Soit encore

R(t) = t(1—¢) (1— k22);
la relation considérée prend cette forme
R(2) 0°2(2) = N + 11(£) 11, (¢);

et voici la remarque, importante pour notre objet, a laquelle elle

donne lieu.
o . (¢ c 5
Développons la fonction rationnelle %“) en fraction continue,
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et distinguons, dans la séric des réduites, celle dont le dénomina-
teur est du degré v, dans les deux cas de 7 — 2y ¢t 2 = 2y — 1.

4 S 0(¢) = -

Si on la représente par 50 le développement, suivant les puis-
sances décroissantes de ¢, de la différence

(¢)
¢)

g
i ( o () —0(2),

3 e i 1
commencera ainsi par un terme en l"Tf’ et, en PDSLII]!

0(2)e(2)— 1(2) 0(2) = Y(e),

on voit que, dans le premier cas, 4 (¢) sera un polynome de degré
v—1, et, dans le second, de degré v — 5. Gela étant, je considére
I'expression suivante,

No2(e) — R(e) Y2(2);

on trouve d’abord aisément, en employant la relation proposée et
la valeur de &(¢), qu'elle devient

T(O)[— 92 (e) (&) +2.9() 0(2) R( VIV (¢)— 02(e) R(z) 11(2)),

et contient, par conséquent, en facteur, le polynome II(¢). On
vénific ensuite quelle est de degré n 1 en ¢, dans les deux cas
den=2veln=2y—;nous pouvons ainsi poser

Ngx(£) — R(6)2(0) = 11(0) (gt — &),

et nous allons voir que o est donné par la formule

o
sn2w = -,
&

ou le second membre est une fonction rationnelle de /.

L.

vlton'mderons dans ce but une nouvelle fonction doublement
périodique définie de la maniére suivante.,

¥(#)=—u' fl—2)F(=),
en faisant toujours
f(.'c) — eMa—iK) 1(z),
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de sorte que les deux facteurs f(— ) et F(«) soient encore des
fonctions de seconde espéce a multiplicateurs réciproques. Nous
aurons d’abord

V(@) W(—z) = W2 f(2) fi—2) E(2) E(—2),
et, en employant Pégalité, qu’il est facile d’établir,

W f(z) f(—x) =—k(sn2x —snzw),

on parvient a celte relation

V(@) W (—ax) = (—1)n+ k2 (sn2z — sn2w) d(2),

dont on va voir I'importance. Formons a cet effet I’expression de
W() qui s'obtiendra sous forme linéaire au moyen des dérivées
successives de £%sn*z, puisque cette fonclion, comme celles qui
ont été précédemment introduites, a pour seul péle == 7K/, Nous
déduirons pour cela un développement, suivant les puissances
croissantes de ¢, de I'équation

V(K + e) = — f(IK'— ) F (iK' ¢)
:(_{_1—10+11,a—11,zz+...> (5 + 2

on 2

développement que je représenterai par la formule

%o & %
=+ oot ==

W (iK'

en

en posant
Go=—H,,  ay=H,. o
el nous observerons immédialement que cetle série ne conlient

point le terme ul ]

+ On a effectivement, pour 27 = oy,

@y = Hagy—y-+ Ay Hoy—s+ haHyy 5. ..+ hyy Hy—+ Ay,
puis, en supposanl 7 =2y — 1,
tpy=—(Hiy 3=+ Ay Hay s+ Ay Hyy g . .4 hy— Hy).

Or on voit que, d’aprés les équations obtenues pour la détermi-
nation de o et ), au paragraphe XLV, le coefficient o,,_, est nul
dans les deux cas. La partie principale du développement de

SUR QUELQUES APPLICATIONS DES

FONCTIONS ELLIPTIQUES.

407

W(/K'+-¢), a laquelle nous joindrons le terme indépendant de <,

est done
%

On en conclut, quand 7 = 2v,

() e DY~ (k2 sn2a)

D2/ =2 (k2 sn2ar)

0

T(2v +1)
DY 2(4* sn2z)
o=

——

la constante ayant pour valeur

S1
= == s —bGo— )

3
puis, dans le cas de n = 2y —1,

DY =2 (k2 sn2a2)
—

T(2v)

o say o (A2 sn2&) + a,

DY =3 (A2 sn2z)

V() =+

I'(2v—1)

T (2v) &

—. ..k day g (h2sn@) +a,

en posanl

%= Gy — Tay-3S0— Tpy—5 7 —...

Soit maintenant sn2z = ¢; les expressions auxquelles nous venons
de paryenir prendront cette nouvelle forme, a savoir

W(z) = G(¢)+ VR() Gy(2),

ot G(¢) et Gy (¢) sont des polynomes entiers en ¢ des degrés v et
v—1 dans le premier cas, v el v — 2 dans le second. Observons
aussi que, le radical ‘/W(-hangcuut de signe avec z, d’'aprés la
condition

VR(Z)=snzenw dna,
on aura

W(—2) = G(¢)— yVR(¢) G(2);
nous concluons done de égalité donnée plus haut
V(@) W(—a) = (—1)"H k2(sn2z — sn?w) & ()
la suivante :

G2(¢) — R(1) G3(¢) = (— 1) (L — sn2ew) TI(L).
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Cette forme de relation est bien connue par le théoréme d’Abel
pour 'addition des intégrales elliptiques, et 'on sait que les poly-
nomes G(¢), Gy(¢), érant des degrés donnés tout & I'heure, se
trouvent, & un facteur constant prés, déterminés par la condition
que I'expression

G2(1) — R(2) G} (2)

soit divisible par I1(¢). Il suflit, par conséquent, de nous reporter
i I'équation obtenue au paragraphe XLIX, a savoir
Ne2(4)— R d2(¢) = () (8¢ — &),

pour en conclure le résultat (que nous avons annoncé

'
SnEw =

oy |7

Mais nous voyons, de plus, qu'on peut poser
e[6(0) -+ VR(D) 6u(0)] = VN 2(2) + VR(D) b10),

p désignant une constante. Voici maintenant les conséquences i
tiver de cette relation.

Je supposerai que I'on ail' 7z = 2v; les polynomes o(¢) et 4(¢),
dont les coefficients doivent éire regardés comme connus e, si
'on veut, exprimés sous forme enticre en /, seront alors des degrés
v ety — 1. Cela étant, revenons a la variable primitive en faisant
¢=sn*z; on pourra mettre \/R(¢)%(¢) et o(¢) sous la forme sui-
vanle, 4 savoir

2V =1 ! -
VR 0= o REE R s

Y 3(ktsniw)

T2y + 1) I'(2v—1)
n'i"**‘(/;z i) g D?;'f(lw DO
T(2v)) I'(2vy —2)

Nous aurons done cette expression de la fonction W(z),

D21 (k2 sn2a DY (k2 snz
al w (k2 sn r)_a, Wi (k2snta)

P == L(ov+41) T(av—1)
- [ D¥=2(k2sntz) . DY—*(k2sniz) j’
VN e = )]

ou les constantes a, @', ..., b, ', ... sont déterminées linéaire-

ment par les coefficients de o(¢) et $(¢).
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Or on en déduit, en faisant 2 == /K/ - ¢ et se rappelant qu’on a
supposé n = 2y, I'égalité suivanle,

& S

d’oul nous tirons

p=a,

= b /N,

Eliminons I'indéterminée o et remplagons les coefficients o,

a1, ... par leurs valeurs du paragraphe L (p. 406); on aura ces
velations
b N
A== A
a

La premiére donne 'expression de 7, et nous reconnaissons, par
celle voie, quelle ne contient d’autre irrationnalité que y/N. On
obtiendrait la méme conclusion dans le cas de n =12y —1, et
c'est le résultat que j'avais principalement en vue d’établir, aprés
avoir démontré que s

2w estune fonction rationnelle de 4. L'étude
des solutions de Lamé qui correspondent aux racines de I'équa-
tion N= o0 nous permetira, comme on va le voir, d’aller plus
loin et d’approfondir davantage la nature de ces expressions de 'k
et sn®w.

LL

On a yu au paragraphe XLIX (p: 404) que I'intégrale générale
de Iéquation diflérentielle n’est plus représentée, lorsqu’on a
N = o, par la formule

¥ =CF(2)+ C'F(—=z),

F(z)
F&e2)
conséquence, nous avons établi que les multiplicateurs de la fonc-
tion de seconde espiéce deviennent, au signe prés, égaux 4 Punité.

le rapport se réduisant alors & une constante, et, comme
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Suivant les diverses combinaisons des signes de u et v/, nous
< 1% 9

pouvons donc avoir des solutions particuliéres de quatre especes,

caraclérisées par les relations suivantes :

) F(z +2K)=—F(2), F(e-+2iK’)

+ E(),

(1) F(o—+2K)=—F(z), F(v=+2iK')=—F(z),
(1) F(a+2K)=+F(z), F(z-+2iK)=—F(2),
(@) F(« +2K) =+ F(a), F(x +2iK") =+ F ().

Toutes existent en effet, et les trois premiéres, ot F(z) a succes-
sivement la périodicité de snz, enz, dnz, s'obtiennent en faisant,
dans I'expression générale de cette formule, A = o, conjointement
avec w =0, w = K, w = K 4- /K". Nous remarquerons, pour I'éta-
blir, que, les valeurs de I'élément simple

Slz) = eMr—iK) 7(x)

étant alors f(z) = ksnz, ikenz, idnz, dans ces lrois cas, les
développements en série de f(iK/~-¢) ne contiennent que des
puissances impaires de ¢, de sorte que les coefficients désignés par
H; s’évanouissent tous pour, des valeurs paires de Iindice. Des
deux conditions obtenues au paragraphe XLV (p. 393), pour la

détermination de © el A, i savoir

Hay—y+ Joy Hoy s+ hoHay 5+ ...+ fy_y Hy=+ by =0,

2vHyy+ (29 — 2) g Hyy—p + (2v — §) e Hyy o +...+ 2~y H,=0,

dans le cas de n = ov; puis, en supposant =2y — 1,

Hoy—s—+ oy Hay—y~+ A Hay g +. o .+ Ay Hy= o,
(2v—1)Hyy_y+ (29 — 3) g Hyy 3 +.. .+ fiy-y Hy— hy=0;

on voil ainsi qu'une seule subsiste et détermine la constante £,
P’autre étant satisfaite d’elle-méme.
Mais soit, pour plus de précision,

ksn(fK' +:) = = + pre+ paed+.. .+ prei-t4. .

1

ik en(iK' <) = ‘I e Qe . gl

4 e 1 21,
i dn(fK'+2) = - + rye+ rged .+ rElg
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je poserai, dans le cas de n = 2,

P=pot+hypy+ hap,s-.. .+ Jey—y pr = Iy,
Q = gv+ Ryqu—1-+ Ragy—2+.. 2+ hy g1+ Dy,

Ro= 7y by ryey+ Ro gy o=l 7y 15

Pllih7 en SlIPI)OSRIlL =2y —1,

P =(2v—n)p,+ (29 —3) Ay pyy +.

= by pr— hy,
Q= (V) gy (2v==3)) gy =SS e g = s
R=(2v —1)ry~+ (2v— 3)fey 1y 4.4+ Jey—y ri— by

cela étant, les équations

P—o, ' O=o, R=o0

détermineront les valeurs particuliéres de / auxquelles corres-
pondentles trois espéces de solutions que nous avons considérées,
et 'on voit que dans les deux cas elles sont toutes du degré v.

Il ne nous reste plus maintenant qu’a obtenir les solutions de la
qualrieme espece dont la périodicité est celle de sn2z, mais elles
sedéduisent moins immédiatement ue les précédentes de Iexpres-
sion générale de F(2); il est nécessaive, en effet, de supposer
alors la constante X et sn o infinis; je donnerai en premier lieu une
méthode plus directe et plus facile pour y paryenir.

Soit d’abord 72 = 2v; je remarque que toute solution de 'équa-
tion différentielle par une fonction doublement périodique de pre-
miére espéce résulte du développement

el sera donnée par I'expression

D3 =2(k2 sn2z) D24 (4 sntz)
F(z)= = e = e ()
(z) T(ay) =y To—a] oo By g (k2 sn2a)
+ hy— hy_y150— Ay 22 == —
3 2y — 3

Cela étant, disposons de & de maniére 4 ayoir

oy,
= ;
o = fy e Dy,

F(K +:
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ce qui donne la condition .

Vsy A (v — 1) Py Sy g+ (v = 2) Ry Sya .. = iy g S1= hyay;

je dis que la fonction doublement périodique
D2 F(2)— [n(n-+1)ktsn2z + h] E(2)

est nécessairement nulle. Si, aprés avoir posé 2 — iK'4¢, onla
développe en effet suivant les puissances croissantes de ¢, non
seulement la partie principale, mais le terme indépendant dispa-
raitront, comme on I'a yu au paragraphe XLIV (p. 392). De ce que
la partie principale n’existe pas, on conclut que la fonction est
constante; enfin cette constante elle-méme est nulle, puisqu’elle
s’exprime linéairement et sous forme homogéne par le terme indé-
pendant de ¢, et les coefficients des divers termes en é

Soit ensuite 7 = 2v — 1 ; lé développement qu’on tirede I'équa-
tion différentielle, a savoir

e

€

1 5 3 3 .
contenant un terme en —» on doit tout d’abord le faire disparaitre

en posant /,_; =0, pour en déduire une fonction doublement
périodique de premiére espéce, qui sera de cette maniére
—3(k2sntz) D2/ =8( /42 sn2a)
el s
T(2v —1) ‘T T(av—3)

F(z) =— oo — hy—p Do (k2 sn22).

Cela étant, et en nous hornant & la partie principale, on aura

hy_s .

F(iK'+¢)
il en résulle que, si on laisse indéterminée la constante 7, le déve-
loppement de I'expression
D2 F(z) —[n(n+1)k2sn2@ + k] F(2),
. . . . I
aprés avoir posé = K/ +¢, commencera par un terme en 5
Mais faisons /,_y = o; comme on peut écrire alors

B Y/
F{le+s)=5—ﬁ:j+%—e—.k.+
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on voit que ce développemenl cominencera par un terme en ;I, qni
lui-méme doit nécessairement s’évanouir, et il est ainsi prouvé
ssultat de la substitution de la
fonction I'(z), dans le premier membre de I'équation différen-

que, sous la condition posée, le

tielle, ne peut étre qu’une constante. J'ajoute que cette constante
est nulle, le résultat de la substitulion étant, comme F(x), une
fonction qui change de signe avec la variable. Soit donc, dans le

cas de n = 2v,

S=vs,4+ (v —1)Aysyq+ (v —2) fasy_s ... By_38,— fyry;

puis, €n supposant 2 =2y — 1,

S =B

on voit que les équations

., Q=

[ =

o

déterminent les valeurs de /& auxquelles correspondent les quatre
espéces de solutions doublement périodiques découvertes par

Lamé, ces solutions ne se trouvant plus distinguées par leur expres-

sion algébrique, comme P'a fait Iillustre auteur, mais d’apres la i
nature de leur périodicité. On voit aussi que la condition N = o,
d'ou elles ont é1é lirées, se présente sous la forme

PQRS = o,

¢t I'on vérifie immédiatement que le produit des quatre facteurs,
dans les deux cas de n =2y et n =12y —1, est bien du degré
2n -1 en h,comme nous 'avons établi pour N au paragraphe XLIX
(p- 403)-

Voici maintenant le procédé que j’ai annoncé pour déduire les
solutions de la quatrieme espece de la solution générale.

LII.

Je reviens a I’élément simple

o LT
H'(0) H(2 + ) e[*— it ] (R
6(z)6(w) ’

fl@)=

ol kel snew sont des fonctions déterminées de /2; je les suppose
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infinies I'une et Iautre pour une certaine valeur de cetle constante,
el je me propose de reconnaitre ce que devient, lorsqu’on altribue
4/ cette valeur, 'expression de f(z). Concevons, i cel effet, (que
A soit exprimé au moyen de w; je ferai

w =K'+ 3,

ce qui donne, aprés une réduction facile,

1 —ro)
[I’(o)@(:r-b—a)e[l’ﬁr @ = iKY %

0(2)1(3)

JSlz)=

Or nous avons, en développant suivant les puissances croissantes
de 3,
H'(3)

soit finie lorsqu'on fera &= o, on voit que A doit s’exprimer de
telle maniére en w qu’on ait, en supposant © = [K' 4 3,

1 A
b=« = No=+ Ay 0 4. ...

Cette forme de développement nous donne, en effet,

H'(8)
H (8)

A —

= N+ ()\1+s‘,7

on a d’ailleurs immédiatement

H(o) 1 J\3
I G

3
(2 --8) _
O(z)

et nous en concluons I'expression

Slz) = elnlv—n‘q(é
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ou le terme indépendant de 8, qui sera seul i considérer, est

‘ J o U 0'(x)
Xo= (2 — =) (z— it :
( 3R K) =085 G s @)
Elle fait voir que les formules, pour n=2v et n — oy — 1,
DY~ f(=) D6 (e2)
B(z)=— =S — i ooy~ =D )

e Ay

S(@),

. 1 . oA
contiennent chacune un terme en 52 qui est, pour la premicre,

22v—1 N2Y=3
Ao

Daw) 0z

— eholx—iK’) l +eot iy ,'/..,] 2

el, dans la seconde,

S22
ehole—iK) | Ao i ==
L(2v—1)

3.2v
R

Cengy

o =9 ..

1l est donc nécessaire, afin d’obtenir des quantités finies en faisant !
=0, que Ay salisfasse & ces équations

)=t A= )
o) =)

2 2—4

A 3 :
~/ilmf“

L(av—u)

oy =o0.

Cela élant, les expressions de F(z) se transforment de la manjére
suivante.
Soit, en général,
flz)y= =X,

en désignant par % et X une constante el une fonction quelconques.
On voit aisément que la quantité

ADZ f(@) + A1 D&t f(x) ...+ A, f(2),

st 'on admet la relation

LONE NN N
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s'exprime, au moyen de la nouvelle fonction

fi(#) = DX,
par la formule

ADEL £y (@) + (AN + A )DA=2 fu(@) +. ...

(A=t A =2 = Ay fi(2).

Dans le cas auquel nous avons é1é conduit, on tire immédiate-
on

ment de la valeur de X I'express

Si(@) = erow—iKI () 5o — k2 sn2a),

et nous obtenons par conséquent pour F(z) le produit, par expo-
nentielle ¢%%, d’une fonction doublement périodique de premitre
espéce, composée lindairement avec les dérivées de sn*@. ['analyse
précédente, en établissant Iexistence de ce genre de solutions de
Péquation différentielle, les rattache aux valeurs de / qui rendent
A la fois infinies les constantes X el snw; on voit aussi que, dans le
cas particulier oit 2y est nul, elles donnent bien les fonctions que
je me suis proposé de déduire de la solution générale. Mais reve-
nons a la premiére forme qui a é1é obtenue au moyen de la fonc-

tion
n 1 v oA
f(z):e)aV-r*"\!(s + X+ X8 +.. )
halr—iK) 5 4
Le terme = disparaissant, comme nous l'avons vu dans

I’expression de F(z), il est permis de prendre plus simplement &
la limite, pour & = o,
ey = erolr—iK) X

Cette fonction joue donc le role d’élément simple; il est facile,
lorsqu’on fait 2 = K/ +-¢, d’obtenir son développement et d’avoir
ainsi les quantités qui remplacent, dans le cas présent, les coeflfi-
cients désignés en général par Ho, Hy, etc. Nous avons en ellet,

pour @ = ¢K/ 4

; 3N Hle) _
=<)"‘A:°_K)"+ ey ¢

Multiplions par * les deux membres, et soit

et X =

1 < -
5 TS0+ Sye ...+ Syels
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nous trouverons

dtant, en g(-,ndrai_, un polynome du degré U en Ay, ou IRE |
n'entrent que des puissances impaires ou des puissances paires

suivant que I'indice est pair ou im pair. Les conditions données fll: f
paragraphe XLV (p. 392) conduisent done, dans le
R=2Y, =2y —1,eny joign ’
trouvée, a ces trois relations

s deux cas de
ant 'équation en ., précédemment

A

Ty —2)
Sty R18ay—g - s Spys . .o+ 2 By Sy - oy =
2780yt (29 —2) =y Says + (29 — Q) RaSpy_y 4. o2y S,

lorsque I'on suppose n = s, puis

cot Ry—y Sy =10 1
(2¥ —1)Say— 1 (29 — 3), Sayg+. . .+ o, 1S1— hy=o

pour sz —= 92y —

. Elles donnent le moyen d’ohtenir divectement,
el sans supposer la connaissance de ls ion géné i
S ;p : nnaissance de la sul}uuou générale, les trois
|uantités Aq, Ay et £. Elles montrent aussi qu'on a en particulier
la valeur %y = 0, & laquelle correspondent les solutions de Lamé.

Eflcctivement, lovsque %, est supposé nul, on obtient

P 3 3 §,
Syi=o, Si=MX, Speqea et g :
2|

cela étant, dans le cas de n — 2y,

. ans | la premiére et la troisieme équa-
lion sont satisfaites d’elles-mémes

; la deuxiéme, devenant

oot fya =y = o,

27
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2 ST [ o
ne détermine que %,. 11 est donc nécessaire de recourir a | un.c (lc's
relations en nombre infini qui ont ét¢ donnéesau paragraphe XLVI

(p- 394), sous ces formes,

Hi=o0, Bor = Risy, Hrivavi1= Cleis

» La plus simple est
H2= hyr,
ou hien
— (29 + 1) Hayqy (v —1) (29 — 1) oy Hayy
+ (v —2)(2v—3)haHoy_3+...4 3hy— Hy+ hys1i= 0
et nous en tirons immédiatement
— hy—ysy==ltysy=o0.

—usy— (v —Dhysy1 — (v —2) hasy2—..

édemment trouvée.

ce qui est I'équation en /i pré g

» En dernier lieu et pour le cas de n = 2v — 1, nos trois rela
tions se trouvent vérifiées si 'on fait oy_y = 0; nn rclrou've'douc
encore de celle maniére le résultat auquel nous étions précédem-

ment parvenu par une méthode toute dillérente. »

ETUDES DE M. SYLVESTER

SUR La

THEORIE ALGEBRIQUE DES FORMES.

Comptes rendus de UAcadémie des Sciences,
L. LXXXIV, 1877, p. 974.

On doit a M. Paul Gordan, professeur a I'Université d’Erlangen,
la belle et importante découyerte, qu'a I'égard des formes a deux
indélerminées, les invariants et covariants, qui sont, comme on

sail, en nombre illimité, peavent étre exprimés tous par les fonc-
tions rationnelles et entiéres d’un

nombre essentiellement fini
et limité d’invariants et covariants fondamentaux, nommés, pour
ce motif, Grundformen. Celte proposition capitale vient d’étre
étendue par M. Sylyester aux formes les plus générales, quels que
soient leur degré et le nombre de leurs indéterminées,

et je me
fais un devoir de reproduire les termes mémes dans lesquels
lillustre géometre m’a chargé d’annoncer sa belle découver,

te.

Baltimore. — Depuis mon dernier envol, avertissez I’ Académie
que jairésolu le probléme de trouver les Grundformen complétes
pour des guantités quelconques avee 7 variables.
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Soit

on peut a l'aide de cette fonction J‘epré‘s?mcr toute fonction
uniforme, ayant pour périodes 2K et 2K/, par une formule
enlicrement analogue A celle d’une fraction rationnelle décom-
posée en fractions simples, a savoir

F(@) = const.+ AL(z—a) + A D Z(z — a) + A, DiZ(z—a) +
- ByD,Z(z — b)+ ByDIZ(2 — b)

4 LZ(z— 1)+ LiDZ(x— 1)+ LyD3Z(s — &) +...,

ou les constantes A, B, ..., L sont essentiellement assujetties a
remplir la condition
A+B+...+-L=o.

ircon-

Clest cette expression, dont Jai fait usage dans bien des ;
stances, que je vais employer 4 la recherche des coordonnées d'une
cubique plane en fonction explicite d’un parameétre. Je pose a cet
eflet . o

o= zo+ A Lt —a)+B L{t—b)+ CZ(t—c),

¥ =yo+ AL(L— a)+ B L(t—0b) -+ C'Z(L—¢),

avec les conditions

A+B+C=o, A B Gl=0})

Py
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de sorte que les coordonnées x et y se trouveront des fonc-
tions linéaires des .deux différences : L(t—a)—7(t—c) et
Z(t—0) —7Z(t—c). Cela étant, je remarque que z2, Yy g
étant des fonctions doublement périodiques uniformes aux
périodes 2K et 27K/, s'expriment linéairement, d’une part par
ces deux différences, et de Pautre par les dérivées D.Z(t — a),
D.7Z(¢t —b), D,Z(¢—c). Et pareillement, si 'on considére @9,
22y, ay*, y% il résulte de la formule générale qu’on aura
seulement les dérivées secondes D}7 (6 =@y 00— o),
D;7(¢ —c), a joindre aux dérivées premiéres et aux deux diflé-
rences. Ce sont donc huit fonctions en tout, entrant linéairement

dans les neuf fonctions doublement périodiques, que je viens de
former, et la relation du troisicme degré entre les coordonnées 2
et y en est la conséquence immédiate. Jajoute que ces coor-
données renfermant, en premier lieu, les constantes a, by ¢, ou
seulement @ — ¢, b — ¢, car on peut mettre ¢ — ¢ au lieu de by
puis les coefficients A, B, A/, B, et enfin z, et y,, contiendront
huit arbitraires, de sorte qu’en y jo

gnant le module de la transcen-

dante, on aura bien le nombre maximum égal 4 neuf, des indéter-
minées d'une cubique plane quelconque.
Soit maintenant

o=+ A L(t—a)+B L(L—b)+ C Z({— )+ D Z({— d),
Y=o+ ALt — a) + B'Z({— b) + C'Z({— o) + D' Z(¢ — d,
3= G0+ N'Z(t—a) -~ B'Z(¢ — b) + C'L({— ¢) + D'L(L — ),

avec les conditions

Sh=o, IWN=@ Ve

Ces trois quantités d’une part, et celles—ci de Pautre, & savoir : 22,
=, s'exprimeront en fonctions lindaires de
L(t — a)— L(1—d), L(L— b)— Z(t— d), Z(t—e)—7(t—d),
et des quatre dérivées D, Z(¢ — @), ete. On a par consé

Cquent sept
fonctions, dans Pexpression de neuf quantités, qui dés lors sont
lices par deux équations, de sorte que les quantités considérées
représentent bien I'intersection de deux surfaces du second ordre,
etcomme ci-dessus, on voit qu’elles contiennent le nombre d’arbi-
traires maximum que comporte une telle courbe, lequel est égal
a seize.
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Je reviens a la Géométrie plane pour considérer les courbes de
Clebsch, dont les coordonnées sont des fonctions elliptiques d’un
paramétre, que je prends sous la forme suivante :

2= 2+ A Z(t — @)+ B L(t—8)+ .+ LZ(t—1),

= Yo AVZ(0—) - BUZ (=) = LA (1)

en supposant lou_jou Is

D

= @, SN = @

Le succes de la méthode précédente dans le cas de la cubique m'a
fait tenter d’établir par la méme voie que @ et y satisfont a une
équation algébrique d'un degré égal au nombre des transcen-
dantes : Z(¢—a), Z(t—b), ..., Z(¢— /). Mais les choses se
passent alors moins simplement. Considérez en effet les diverses
fonctions homogénes de et y, jusqu’au degré ., dont le nombre
seraz2 +3+...+p+1= é(:.;.?J,— 3w), et soit m le nombre des
transcendantes. Toutes ces fonctions doublement périodiques
s’expriment linéaicement par les différences : Z(¢ — a)—7.(¢ —
L(t—b)—71(t— t), ..., en nombrem — 1, puis par les dérivées

a-dire en tout

jusqu’a Vordre p— 1, des quantités Z (¢ — a), c’est
par m — 1+ m(p — 1) fonctions. Afin done de pouvoir effectuer
I’élimination de ces fonctions, je posc la condition

m(p—1)=mp

qui me donne p.= 2m — 3, de sorte (que je parviens par celte voie
3, au lieu d’obtenir I'ordre n2. Le

a une courbe d’ordre 2me -
procédé qui réussit dans le cas de m = 3, donne donc en général
un degré trop élevé, et j'ai dd complétement y renoncer, comme
méthode d’élimination. Mais l'existence, au moins, d’'une équa-
tion de ce degré m se prouve trés facilement. Considérez pour
cela une droite arbitraive oz + By v = o, dont les points de
encontre avec la courbe s’obtiennent en déterminant ¢ par I'équa-
tion

axo+ Byo+ v+ (Au +A'B)Z(t—a)-+ (Bax+ B'B8)Z(t—0b)+...=0.

Le premier membre de cette équation est une fonction double-
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ment périodique qui devient infinie pour les 72 valeurs

0 =1y Dy @5 0505 o

Elle ne peut donc s’annuler, d’aprés un théoréme connu de la
théorie des fonctions elliptiques, que pour 7 valeurs de ¢, dans
lintérieur du rectangle des périodes 2K et 27K/, et la courbe ne
pouvant étre coupée qu’en m points par une droite quelconque,
est bien d’ordre m.

Ce méme raisonnement appliqué a la polaire, dont les coor-
données sont

=i
ay'— x'_;" S @y — oy

)

en détermine le degré.
Effectivement les intersections de cette seconde courbe avec la
droite X + BY + vy = o sont données par I'élément

—ay'+ B’

@y —ya')=o,

et vous voyez, que son premier membre est une fonction double-
ment périodique, admettant les infinis doubles ¢ = «, 0, ... o Lyde

sorte (u’on a 2/ racines, et par suite 272 points d'intersection.
Connaissant I'ordre de la polaire des courbes de Clebsch, 8 =2 n,
le nombre ¢ des points doubles de ces courbes en résulte immé-
diatement, comme conséquence de la relation 2 d +8=m (n — 1)
donnée dans mon Cours d'Analyse (p. 385); on trouve ainsi par
une voie facile la proposition fondamentale & — :m(m —3)

démontrée par Clebsch (t. 63 de ce Journal, p. 189).

Paris, 29 juin 1876.

P.-S. — La détermination des points d'inflexion de la cubique
plane, et des points stationnaires de la quadrique dans I'espace,
dépendent des équations suivantes :

H(— @) =T (=) (=)= —e)

(O ) = B (@) ) = T 7

et

L(—a)y—Z (t—d) Z' ({—b)—Z (t—d) L (t—c)—Z (t—d)
L(t—a)—2' (t—d) 2’ (t—b)—7" (t—d) Z'(t—c)—2Z'(t—d)|=o.
t—a)— 1"t —d) Z(—b)—Z"(t—d) Z"(t—o)—Z"(t—d)
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Je me suis proposé de calculer les déterminants qui forment les
premiers membres, et jai trouvé les expressions suivantes. Soit
pour abréger
®(a.b,c) =H(a—b)H(a—c)H(b—c),
(a, b, ¢, d)=H(a—b)H(a—c)H(a—d)
H(b—c)H(b—d)
H(e —d),

EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. CH. HERMITE A M. BORCHARDT

le premier déterminant est

SUR LA FORMULE DE MACLAURIN.

P(a,b,c)H(3¢—a—b—c)

H%O)s[ll(tr—a)ll((—l;)U(t~c)J-35

et le second

Journal Crelle, . 84, 18! 1.
(s B DB — e D0 ournal de Crelle, v. 84, 1878, p. 6]

HOP mr=ante= oMo = =0T

Les beaux résultats découverts par Clebsch sont la conséquence
de ces expressions qui m’ont amené a considérer, en général, le Bk 8 v 18 %
= X P : 1 i 2 Les propriétés de la fonction de Jacob Bernouilli établies par

déterminant & 7 — 1 colonnes Ay 3

M. Malmsten dans son beau Mémoire sur la formule !

Blo—a)=— HO=0) HE—By— BO—0) 0  Bo—lj= D=l
)
)|

Z(t—a)— Z'(t=1) 2 (=)= T ((— D) Z(t—k)— 21 Rty = Atgy— - NG
2

)— Zn=1(t—1) |

Lt als Ligl U DB Ll Uil s L s Ui Lo g (t. 35 de ce Journal, p. 55) peuvent étre obtenues par une
autre méthode a laquelle m'ont conduit les recherches que vous
avez publiées, t. 79, p. 339. Reprenant a cet effet I'équation de
définition, & savoir

ol @, by ..., Iyl sont 2 constantes. Si on pose comme précédem-
ment
®(a,b, ..., kl)=H(a—b)HU(a—e)...H(a—1)
H(b—c)... H(b— 1)

ehr— Ao A2
............... - =S(@)y+ ~S(z)+ S(@)a+...,
BN 1 e
H(k— 1),
rouy ’il a pour valeur - .
@ RN Gl & jpeu alew de sorte que Ion ait pour z entier
=12 & (@, b, ..., kD) H(RL—a—b—...— 1)

wH'(0) S(@)p=1142n+ 304, & (2 —1)n, i

[H(t—a)l(e—b)...H(z—1I)]*

@ désignant un facteur numérique. je remplacerai d’abord ) par i), ce qui donnera

Paris, 29 décembre 1876. '—"llu'—l‘

sind

ETEDY

_sinddasind k(2 —1) |
== = )

sinj A
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et Pon en conclura ces deux égalités, ou je fais pour abréger
(7)== 125D 00 3

At s L .

) MS'“""(—I‘)=15(1-)._%5(.r)3+ES(.T);H..A
A& costh(z —1) L 22 n

; 2z z = e A S —— S = o co

(2) i S()o (Q)S(T)_T(,')S(l)_

Cecl posé, la formule suivante dans laquelle By, By, ete., désignent
suivant I’usage les nombres de Bernouilli

Bu
e

gl 1
log sin—2 = log -2 —
2 a2

conduit 4 une expression analytique des polynomes S(z),, qui
met immédiatement en évidence les propriétés découvertes par
M. Malmsten. En considérant d’abord la premiére de nos deux

relations, on en déduit en effet

S S

singA@sinyA(z—1) | 1
lng—m\——*lu,))\z(z-rﬂ-k[lﬁ
+[1—

Bn
(2n) 2n

— [—at— (1 — )]

Posant done
X, =1— 22— (1 — )"

et observant que

X =—2a(x—1),

dont voici les conséquences. Je remarque que le développement
de l'exponentielle, suivant les puissances de ), donnera pour le
coefficient d’une puissance quelconque de cette indéterminée,
une fonction rationnelle et entiére des quantités X, Xa, ..., Ny
dont les coefficients seront tous positifs. On trouvera successive-

SUR LA FORMULE DE MACLAURIN.

ment, en ellet,

Or X, qui s’annule pour 2 =0 et o — 1, nadmet dans inter-
valle de ces deux racines, qu'un scul maximum, correspondant

A 1
i la valeur z = 5> comme le montre la dérivée
DX, = — 2na2n-1_ g n(1 — )21,

(‘otl'c valeur ne dépendant point de n, fournit par conséquent le
maximum de toute fonction rationnelle entiere et a coefficients
[msxles des quantités X, et il est ainsi prouvé que le poly-
nome (— 1)"=*S(@)snyq, est positif quand la variable croit

delzi=loYai =11 etacquiert sa valeur la plus grande pour & =

Jepasseal’équation (2) qui concerne les polynomes d’indices pair:

el en écrivant le premier membre sous la forme - - S022 (22— '];
sing A
i g . .. sinth(2z —1)
je développerai le logavithme de la quantité 222 ’v(of 2. On sera
sin 1),

amst amené a employer I'expression
X =1— (22 — )2,

qui permettra d’écrire

lo

oL ey

singA(22—1) log(
== ) (s —
24 sin J & slezest)

¢l par suite

13 ; {0 3 y T .
Les polynomes X! possedent la méme propriété que les précé-
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dents de s’annuler pour £z =0, 2 —1, et de n’admettre dans

-« 11 en est
2

donc aussi de méme de tous les coefficients des puissances de
dans le développement de 'exponentielle, et en exceptant seule-

I'intervalle qu’un seul maximum correspondant & z

ment S(z),, nous avons cette seconde proposition que les poly-
(=1)"S(2)2
2 —1

nomes sont positifs de @ =o0 & =1 avec un seul
- . 1
maximum dans I'intervalle pour z = 5

La facilité avec laquelle les propriétés des polynomes S(z),

rr"
8
trices conduit 2 employer ces mémes fonctions pour établir la

formule de Maclaurin. A cet effet je partirai de la formule élémen-

taire

fuwv = ; fuvz« i,
ot U et V sont deux fonctions quelconques de la variable 2, dont
les dérivées d’ordre & sont dé
abréger

sultent de la forme trigonométrique de leurs fonctions

Jra—1Y — Uzn—2V' 4= . .— UVza—t

ignées par Uk et VA Posons pour

P (@)= U2n—1V + U2n=3V* ...+ U'V2a—2,
W(w) = U2a—2V'4 Uzn=—s V" 4 Ul V2a—i,

ce qui donnera
/ U2V de = d(x) — W(x) +fUV2" dz;
en laissant arbitraire la fonction V, je prendrai

sindda sindh(z —1)

U= ——
sing

4 A3
=S(x)— mS(x);-é-.ﬂ

et il sera facile d’obtenir les expressions de @ (z) et W(z), sil'on
15

CO!
mel U sous la forme —=

A2
i
2 siny )k

cos}

U2k = (— 1)k N2k

sinth(2o —1)

Ukt = (— 1)fh2k—t

2sing A

SUR LA FORMULL MACLAURIN. 429

on lrouvera

o

singh(ez—1) v
LEY = (I e = I S N |
9 cosih(o2 —1) _ ;
V(@) = (— ryr=1 T [V — ety o (—ppa yan 1]

: 2
Cos 3 A Veat,

sing A

Maintenant désignons les valeurs de VA

5 2 pour x =1 et x =o,
par Vi et Vi, de ce qui précede nous déduirons les formules

o
S(1)— W (o) = %L [R20=1 (V) Vo) — D203 (V1 4 V1 o
W(1)— W (o) = (—)r=tcosid

[an=2(Vi — Vo) —dan-s(Vr— V) |

2 sindh

— Vi),

dont la premiére comme on voit renferme des sommes etlase
des différences. Soit encore

conde

o(\) = A2=2(V, Vo) — han=2(V/ - Vi) (— ) (Van-2 +Van-2)
B) = h2r=2( Vi — Vi) —N2m= 4 (VI — VE) .o (—a)n A2 (V-9 _yzn-ay,
en remarquant que le terme indépendant de disparait d

ans la
seconde formule, nous pouvons éc

e

B =)= =L )

W) W (o) = (=M)Et cota ""“: C‘“%Aw\),

et Pon en conclura, en prenant pour limites des intégr:
I'unité, la relation suivante :

! s
e ff DD g
/ .

ales zéro et

= S0ty ooty +f’w»“—§7‘*co=% \(2e—1)
R 2 5 2sin

5 \Viaztclozs

ou, plus simplement,

f).-znm )F’“’—‘)deﬁ_l
o 2sind A 2
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Elle donne parmi divers résultats la formule de Maclaurin que jai
cue principalement en vue, et qui s'obtient, comme on va le voir,
en égalant les termes en 22!, Posons en effet V= f(zo+ hz),
d’ou
Vi = Ik fk(zo+ h), VA= Ik fk(2o);
w0 o B IENAS 5 3
le coeflficient de X2#=', dans la quantité :)-col.;/\u:;(h), s'obtient au
moyen de la série
1 By x By )3 By s

1 I,
—cot—h = — —— —
2 2

E@ @ &

sous la forme suivante :

B - 7 i B, A3
—(,—)_)[f(l'a*‘/‘)—_/ (@0)] @)

By h2n—s . pells
ﬁ[/ zn=3( 2ot h) — f21=3(2y)]-

Lf" (wo+ Ay —f"(#0)] —. ..

yu—t

D’ailleurs, dans (%), le coefficient du méme terme est simple-
ment
Vi+ Vo= f(@o+ I) + f(20);

dans la fonction

o s »
U=2%1S(z)1— mS(z);—‘.‘,

. (—O)"1 o A n
son expression est Giei S(&)2,—y; On est par conséquent amené

a Légalité

it
[ Fmes e = L flt ) fwo)] = T3 L G by = 7o)
0 0 G
Wna
+ B(’;; L (ot ) — f*(@0)]
~+ (— )zt Iz’)’:%’:; [f2r=3(wo + k) — f21=3(0)]
2n A

12—]’;—1,[ Fon (ot har) S(2)enmy do

qui se ramene a la forme habituelle, en remplagant dans le premier

i Yok
membre l’imégralef_/'(.ro ~+ hx) dz par %f f(@)dz.
(] 2,

La proposition de M. Malmsten a I'égard de S(z)an_y permet

SUR LA FORMULE DE MACLAURIN. 431

ensuite d’écrire
115 1
[ 72t ) S(amn v = frn(aos0h) [0S (@) da,
oy )

. , 3y . !
fj étant compris entre zéro etl'unité.Quantau facteur [ S(z)an_sdz,
Jo

(—1)n-D2n—1

il est donné par le coefficient de > dans le développe-

9 (2n—1)
ment de I'intégrale
' costh—cos(22 — 1)Lk ii 1
——* "1 dy=-cot-A,
PICTIEDN 2 2

Jo.

d'ot la valeur

1
f S(@)in—1 dx' = (— 1) B},

Yo

de sorte que la formule ordinaire s’obtiendra en remplacant dans
le premier membre P'intégrale

vorth

1
[j'(zn+/,z>dz par %f f(z) dz.

Paris, 7 avril 1877.
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