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ferons
{=a—(a—b)Uz2;

soienl encore
a—1b

= >
a— ¢

on aura
(& —a) (E—8)(E—c¢) =— (e —b):(a—c¢) U2(1— U?) (1— k2 U2),

et de 'équation

nous conclurons

Faisons donc n

constante, 1= /l(s = .s'(,), on aura
U =snu, t=a—(a—b)sn2u,

et par conséquent

u

4
n(s— o) / IcIu:[a—(a—c)K]u—k(a—C)e(H)y

0'(u)

%, étant la valeur arbitraire de z pour © = o.

Considérons, pour obtenir la valeur de 2+ Zy, I'expression
Z”_:('élég"_)“), qui en représente la dérivée logarithmique. Gest
2 (C—
une fonction doublement périodique de la variable «, ayant pour
poles d’une part « = (K’ et de I'autre les racines de I'équation
¢ — 8 = 0. Mais des deux solutions &= == qu’on en tire une

seule est en effet un pole, comme le montre la relation
§24 (1§ +2)2=28(8 = 8) (1—82),

d’oti Pon déduit
¢'==£i(y0 + ),

en faisant {=29. Il en résulte que, si nous prenons pour & =0

la valeur &' = + ¢(y8 + ), on aura

=— (Y3 + ) pour U=—uw,
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la dérivée changeant de signe avec la variable, En méme temps on
voil que le résidu de la fonction qui correspond au pole u=w
est + 2 ; le résidu relatif & Pautre pole «— (K’ est donc

i =y @iy,
par la décomposition en éléments simples, nous obtenons

’;'+i(~(:+=)=”[)_ﬂ'(u) B2 — o)

2({—3) 0 (u) li(u—m)]'

La constante X se détermine en supposant iz — o ou C=a, ce qui
¢ e 7R Loy

donne immédiatement

)\_L'n(n +a)  H(w)

—5 I (w)’

et expression cherchée se conclut de la relation

D;]o;(z—f—iy):nD,Llog(zA_i_)/)=n[).¥ = )
0 (w)

0'(1)  H(z—uw)
(e — m}]

au moyen d’une fonction doublement périodique de seconde
espece
0(0) H(w — ) ere

s e )

Dans cette formule, z, et y, désignent les valeurs que prennent
wely pour = o; elles sont liées par I'équation

Blwd+o8) = 2(a—5)

ctne coniennent, par conséquent, qu’une seule indéterminée. n
y joignant les constantes z,, s, et 3, on a donc quatre quantités
arbitraives dans I'expression générale descoordonnéesdel’élastique.
e « 4 o .
Alégard de 3, nous avons vu que sa valeur doit rester comprise
entre b et ¢; de 1a résulte que sn*w, déterminé par la formule

sn*w =

a—3§ i I
Z—5 2 pour imites 1 et

v =K 7u, v élant réel, et poser

On peut écrire par suite

0(0) Hy(iv— u) el

Paru = Ehan D) (1) Hy(iv)

Changeons i en — ¢, ce qui change k en — ; on aura

0(0) Hy(iv + w) et
O(w) Hy(av)

B

z—iy =(z—iy,)
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et ces relations, jointes a celle qui a été pre’cédemmenl obtenue, i
savolr

CHEN)

0 (u )Y

J
n(s—s)= [a—(a—c)ﬁ] w+(a—c)
donnent la solution complete de la question proposée.

XXXVI.

Les expressions des rayons de courbure et de torsion, R et se
calculent facilement, sans qu'il soit besoin d’employer les valeurs
des coordonnées, et comme conséquence immédiate des équations
différentielles
sl = a4 By,

Fa'— ' a'=ay — Bz,

2=y = aE oy

On trouve, en effet, aprés les réductions qui s’offrent d’elles-

mémes,
= (az'+ By)r+ (ay'— Bz)2+ (a5 -+7)*
=2B(E—9)+y2—a?
—o2B[a— 0 —(a—b)sn2u] +
puis R, o
x @
¥ ¥y | =aB(C—8) — B(ad ) +alyi—a?),
i

1 aBt—8)—B(ad 4+ )+«
- A=) —cr

Cette expression du rayon de torsion conduit naturellement a
. o T . . . ’ 7
envisager le cas particulier ou elle devient indépendante de {

et a la valeur constante 7 = ~- La condition a remplir a cet eflet
%

étant

28(ad + ) —a(y>—a?) =o,
je remarque que, en remplacant l'indéterminée € pav — > dans
I’égalité

2B(E—8) (1= ) —(1f + P =—2B(E— ) (=) (E=0)
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le résultat peut s’écrire ainsi

(= =) [2P(a8 + 1) —a

= 2B(y + a2) (v + b=) (1 + ca),

a 01 2 S ract 3 \ v
par ol I'on voit que I'une des racines a, b, c est alors égale & — z
. g «*
Mais notre condition donne

ainsi I'on doit poser

etvoici la conséquence remarquable qui résulte de 1a. Nous avons
trouvé tout a I’heure

7z =28l —8—(a—b)sn2u] +

ou plutot

r s
1€1=2(3<a—o~ ’)—‘L?(a—b)snﬁu;

2y

or celle expression montre que le premier cas, ol I'on suppose

doit étre rejeté, comme conduisant i une valeur négative pour R2.
Mais les deux autres peuvent avoir lieu et donnent succes-

sivement, en employant la valeur du module

=af(a—0b)cnu,

2f(a— ¢)dn2u.

Le rayon de courbure devient done, comme les coordonnées
elles-mémes, une fonction uniforme de I'are, en méme temps que
lerayon de torsion prend une va

eur constante. CC‘S Cil'(f()lls'(\ll(?{’ﬁ
remarcuables me semblent appeler l'attention sur la courbe qui
lesprésente ; mais ce serait trop m’étendre d’essayer d’en suivre les
conséquences, et je reviens 4 mon objet principal, en donnant une

derniére remarque sur la formation des ¢quations lincaires d’ordre
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quelconque dont les intégrales sont des fonctions doublement
périodiques de seconde espéce, unipolaires ().

XXXVII.
Soit, comme au paragraphe XXX (p. 347),
O
Hi(0)0(u + m)e[}-*%{u—,’]"
A= = mye(e)

désignons par fi(u) ce que devient cette fonction quand on y rem-
place les quantités w, X par o, %;; nommons enfin p; et

multiplicateurs. Si I'on pose
¥ = C, fi(w)+ Cs fa(w)+...+ Cp, fu(n),

I'équation dillérentielle linéaire d’ordre 72, admettant cetle expres-
sion analytique pour intégrale, se présente sous la forme suivante :

7 ) o) oo (@)
) B e @ |,

rr fR(w) fRw) oo fi(e)
D’aprés cela, jlobserve que, le délerminant élant mis sous la
forme

By () yr Py (e) it ..+ Pa(w) y,

les coefficients ®;(u) sont des fonctions de seconde espéce, aux
multiplicateurs iy o «« « oy ¥y % - - « iy Ayant le pole S ONAEe
Pordre de multiplicité 2 + 1, saufle premier <1£‘0(u), ot l'ordre de
multiplicité est 2. Clest ce qu'on voit immédiatement en retran-
chant la seconde colonne du déterminant de celles qui suivent,
attendu que les diffévences f;(w) —./'._( u‘),‘_/'g(u) — filw),
ainsi que leurs dérivées, ne sont plus |n[i1110_5 pour u =0 Mo
pouvons donc poser, comme je I'ai fait voir ailleurs (Sur Linté-

ous

(') On doit a M. de Saint-Venant un travail important s‘ur‘ les flexions w,““;
dérables des verges élastiques, que I'éminent géométre a puhlné'dnnsv le Jofu'nal
de Mathématigues de M. Liouville (t. IX, 1844), cF uuq‘ucl je dois renyoyer;
je citerai aussi, sur la méme question, un Mémoire récemment publié par
M. Adolphe Steen, sous le titre : De elastike Kurve, og dens anvendelse
bojningstheorien, Copenhague, 1879.
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gration de Uéquation différenticlle de Lamé, dans le Journal g
de M. Borchardt, t. LXXXIX, RO

) GoH(w—a)H(w—ay)... H(u — dn) e

H(w) % ;

les quantités Go, gy, @ étant des constantes, puis d’une maniére
semblable pour les coefficients sulvanls,
Gy (e — @) Hi(ee — e . H(o— Wiy ) €HiT

Di(u) =
(1) Hert ()

en résulte qu'en dé

Pi(w)

composant en éléments simples les quo- i
tients By’ dul sont des fonctions doublement périodiques de

premiére espéce, on aura

D) e A W= | N — ) {
Do () 2 Bz S o—a,)

Ap H'(e — ap) Ao H'(e)
Il(ur-u“) Tu;’

avec la condition

Ao=—(Aj+Agr...A,).

Cest '(lrmn la généralisation du résultat trouvé au para-
graphe XXVIIT (p. 343) pour les ¢quations du second ordre, ti)
etil est clair qu'on peut encore éerire

Pi(w) T Ay sna,
by (a) T snwsn(u—a;)
Assnay e Ay, sna, {
sn w sn(u—uz) snusn(w—a,) {

La détermination des constantes BNy By a0 qui entrent dans

ces expressions des coefficients de I'équation linéaive, par la con-

dition que les solutions soient des fonetions uniformes,

est une

question difficile et importante, que je n’

ai pas abordée au deli du

cas le plus simple de 2 = 2 ; Je me borne a donner la forme ana-
lytique générale de ces coefficients et 4 obseryer que, chacune des |
fonctions f;(#) contenant deux arbitraires, I'équation différentielle
en renferme en tout 2 52. Les remarques que j’

ai i présenter ont
un autre ohjet, comme on va le voir.

Je me suis attaché a cette
cconstance que présentel'équation de Lamé, y” — (2k2sn2u—+ h)y,
iy == 11 7 |

a4




OEUVRIS DE CHARLES HERMITE.
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de ne contenir aucun point a apparence singuliere ; elle m'a paru
donner I'indication d’un Lype spécial, a distinguer et i caractériser,
de maniére qu'on ait ses analogues, si je puis dire, pour un ordre
quelconque. Introduisons donc la condition ®, ()= const. pour
amener la disparition des points a4 apparence singul
@y ..., ay, et posons, A cet effet, les n—+1 conditions

IR = (4]

ay= o, @, =0, sooh an=0, So=0.

Jobserverai, en premier lieu, que, dans ce type particulier
d’¢quations,le nombre des arbitraires se trouve réduitd on—(n-1),
cest-d-dire a n — 1. Je remarque ensuite que, les fonctions ¢;(u)
ayant toutes les mémes multiplicateurs, ces multiplicateurs scront
nécessairement Punité, puisque I'une d'elles, @ (), est une cons-
tante. Cest dire quelles deviennent des fonctions doublement
e espece, ayant pour péle unique v =o,

périodiques de premié
avec l'ordre de multiplicité maximum r 1. Nous avons, par

on

conséquent, l'expre

1 1 1
() =a-+ b—— +cDy—— +...4+ hDEt—)
sn®w sn*u SNE W

que la considération suivanle va nous permettre encore de sin-
plifier.
[it, d’abord, il résulte des expressions de ®o(w) et @ (), sous
forme de déterminants, quon a, en général,
@ () =— Dy Po ().
La condition @, ()= const. donne donc
Dy (u) = o,

et Pon voit que I'équation d’ordre 7, analogue 4 celle de Lam¢, a

Ja forme
.. D (w)y =o-

Py (w) yn

Je ferai maintenant un nouveau pas en appliquant I'un des
beaus théorémes donnés par M. Fuchs, a savoir que le point sin-
gulier effectif «=o doit étre, dans le cocfficient d;(w), un pole
dont l'ordre de multiplicité ne dépasse pas ¢, pour que Dintégrale
de I'équation différentielle soit une fonction uniforme de la
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variable. On a, en conséquence, les expressions suiy
coefficients, en remplacant u par « 4 (K', afin de nous r:
autant que possible de I'équation de Lamé, i

antes des g
approcher

Py (w) = ap—+ @y snu,
P = A e 2
3(w) = Bo-+= By sntu+ £, D, sn2e,

Pi (@) = o+ ypsniu + Y2Dusn*u + ;D2 sn?,

La question de déterminer les constantes a,
S %o,

1 ! %y .., de maniére
i réaliser complétement la condition que lintégrale soit
- : g soit
fonction uniforme, offre, comme on le voit.
s

une

beaucoup d’intéré

gction, I 2 1o p d’intérét. |
Elle a fait le sujet des recherches d'un jeune géomelre du talentle b

P,]m distingué, M. Mittag-Leffler, professeur a I'Université d’Hel
singfors, et je vais exposer les résultats auxquels il est parvenu

XXXVIII.

Gonsidérons en premier lieu les équations du troisicme ordre

q“,e nous savons devoir contenir deux constantes arbitraires. Elle; 4
présentent deux types distincts, et I'un d'eux, découvert anté

rmurm;mn]l par M. Picard, a offert le premier et mémorable bt
exemple de I'intégraui i 1 ipli :

, L! o x,.alL;onL;\,u moyen des fonctions elliptiques d’une
¢quation différentielle d’ordre supéri

uatio périeur au second ('). @
Icquallon ( ) e ;
+(x—6k2sn2u)y '+ By = o,

ali quelle on satisfait de la maniére suivante.
Soit
_ H(u-+w) [’“
O(w)

¢Lposons, comme au paragraphe V, t i

Ik
—_

Q = k2sn2w —

2, = /2snw cnw dnw,
2(k2+ &+)
3

Q= A2sntw — Vi

snw —

(") Sur une classe d'équati erendiell omples rendus, t. X
.
O l qualtons differentielles ( Con rendu X¢,
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(Lt de sorte qu'on ait, pour u=iK'4-¢,

\‘ i J':Ce)ﬁ-(l*l(!z—%Q,E“f—%ﬂgi:’f.u),

E G désignant un facteur constant. Les quantités o et A se déter-
| minent au moyen des relations

|

3(W—Q)+a—2(1+ k) =0,
2N — 600 — 42— B =0,

et il a été démonwré par M. Picard quielles admettent (rois sys-
temes de solutions, d’oil se tirent trois intégrales particulicres et
par conséquent l'intégrale compléte de 1'équation considérée.

Le second type qu’il faut joindre au précédent pour avoir, dans
le troisicme ordre, toutes les équations analogues a celle de Lamé
est

Y (a—3k2sn2u) ) + (B -+ A2 sn2u — 3k2snwcenudnu)y =o,

| avec la condition
3(a —1— k2)+y?=0.

11 présente cette circonstance bien remarquable que, dans les

trois intégrales particulicres, la constante % a la méme valeur, @

1. Cela étant, o s'ohtient par la relation
3

savoir

AN — A (30 —1— k) — @ — B =o.

En passant maintenant au quatri¢me ordre, on obtient quatre
équations A, B, C, D avec trois constantes arbitrairves, et pour
chacune d’elles les constantes © etk se déterminent ainsi que je
vais l'indiquer.
A.
P+ (2 —12k2snu Yo+ By + (- Sk sn2u)y = o,
avec la condition
20— 8(14 k%) +8 =o.
Les relations entre o et A sont
A= A(12Q +8) — 82+ B =0,

9ot — (5402 +150)h2— 720 @A — 27001582
— 30+ —108(1 + k=) +48(1— K2+ )=l
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B.

¥ (% — 842 sn2 U (8 k2 sn2
5 (% — 842 sn2u) "+ (8 + }/.»sn-u-8/;15|1ucn1uluu)y‘

(8 +el2sn?e— v/ snwcnudn w)y =o,

sous les conditions

Ge =1, P+8y(a—2—2k?) 168 =o.

On a ensuite

48(X2—©) +12hy + 2 e+ 39— 6§ (14 A2) = o
12004 — 7;0?‘29 — 960AQ; — 3602, — 60(A2—3%hQ — 20, )y
22— Q)2 —1208 —10(1+ A?)y2+ Sj(l—/.'f-,‘—.‘/."') =o.

C.

(2 —6k2sn? ) p" 4 (8 —12k2snw cnw dnw) y' (v + S k2 sniu)y =o
)

avec la relation

1y — 82 —98[a — (14 A2)] = o.

Les équations en et ) sont

6(A* — Q) + 2% + § — 4(1 -

)=0,

20— N(62 —8)— 42— B =o.

D.

I+ (e — 4> sn2u) y
(8¢

(8 k2 sn2u—8/2snuenwdnw)y
Fsnfu —8ktsntu -y snuenudnw)y = o,

On a entre les constantes les deux conditions

8a —3o(1+A?) + fje +y2=o,
48 — j(u+A2)] = o,

Ce decnier cas présente un second exemple de la circonstance
- 5 p
remarquable qui s’est offerte dans I'une des équations du troisieme
ordre, la quantité A ayant dans toutes les mtégrales particuliéres

laméme valeur, & savoir A = = L’équation en o est ensuite

9okt — 15(32— @) [35 — 8 (1 + £2)] — 360A2@ — 36012,
— 902 — 908 — 30& (1 + k%) + 16(11 + A2 +114%) = 0.
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X

XIX.

‘ Les recherches dont je viens d’énoncer succinctement les pre-
I miers résultats ont été étendues par M. Mittag-Leffler aux équa-
1 tions linéaires d’ordre quelconque, dans un travail qui paraita
\‘ prochainement. (Arnali di Mathematica, 11, t. XI, 1882, p.65.)
Il sera ainsi établi que la théorie des fonctions elliptiques conduit
aux premiers types généraux, aprés celui des équations a coeffi-
cients constants, dont la solution est connue sous forme explicite.
’équation de Lamé

D3y = [n(n 40k snz + h]y,

. ayant é1¢ lorigine et le point de départ de ces recherches, doit

! dautant plus appeler notre atlention, et j'y reviens pour aborder
un second cas, celui de 2 = 2, en me proposant d’en faire I'appli-
cation & la théorie du pendule. Je traiterai ce cas par une méthode

! spéciale que Jexpose avant d’arriver au cas général ot le nombre n
est quelconque, afin de réunir divers points de vue sous lesquels
peut étre traitée la méme question. Reprenonsa ceteffetl'équation
considévée au paragraphe XXX (p. 347) et dont nous avons ob-
tenu la solution compléte, & savoir

sna snd 1
2y — — + Dy,
(¢ Diy [snu sn(u—a) snusn(ufb)J &
b Asna Bsnb . 1 o
! _[snusn(u—a) snwsn(w—>0)  sn2(a—b) C

Soit w=a + {K/, et changeons aussi @ et b en a- iK' et
b+ K/, de sorte que les constantes A et B deviennent

sna

snbsn(a—Db) =G

A=

snb ¢

= sna sn(b—a) =

' L’équation prendra la forme sulvante,

sna sna
i s 0 D.
D [snasn(z—a) sn(zsn(m‘—())] 4
[ Asnz Bsna

1
—C2 |y
snasn(z—a)+5nbsn(:v-—l))+sn‘!(u-—b) ]J

et aura pour solution la fonction de seconde espéce

N ©
Hiw-+w) =G|«
Y= =) w
> () 2
les quantités o et X étant déterminées maintenant par les condi-
tions

e sna enadnea S e
snbsn(a—0b) sna " snasn(a+w)’
G snb endbdnd s

snasn(b—a) b T snbsn(d (-;)l

Cela posé, considérons le cas ot b6 = — a;

on trouve aisément,
en chassant le dénominateur sn2z — sn ., I'équation

(sn*x —sna) D2y —osnzcnzdnz D,y

Acnadna ( I
+ | ———sntz
sna

\snfaa

faisons disparaitre le terme en sn?z dans le coefficient de 1. en

posant ;
2cnadna 1

sna = shoa

Ce coefficient se réduisant a une constante, l'équation précédente
devient
(sn?z —sn*a@) D2y —asnzenodnr D,y
+2[342 sn*@ —2(1=+A%)sn?a +1]y = o.
Soit done, pour un moment,
P(z) = sn2z —na;
on voit qu'on peut Iécrire ainsi
P(z)Diy —d'(2) Dpy + D' (a)y =o,

etl'on en conclut, par la différentiation,

D(2) DLy — [0"(2)— b (@) Doy = o,
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Ce résultat remarquable donne, en remplacant ),y par z,

O || SLED =MD
D2z = [ — s = (64

sn?x + 6A2sna — 4 — 4 k%)

c’est précisément I'équation de Lamé dans le cas de n=
constante qui y figure élant £ = 64*sn?
donc plus, pour parvenir a notre but, qu’a former I'intégrale de

@ — 4 — 4k*. Nous n’avons

I'équation en y, c’est-d-dire a déterminer les quantités o et ) au
moyen des équations rappelées plus haut. Introduisons, i cet

2cnadna 1

effet, les conditions b — —a, C—= ; on en lirera

sna snaa

suceessivement, en les retranchant et les ajoutant,

SNz suta(ok2sn2a — 1 — k)

SNFa — sno cnfadnza
5 snew enm dnw

sna — sn2w

De la nous concluons d’abord, pour w, les expressions suivantes,

snta(of®snia —1— k%)
3kt snta— (1= k2)snPa 1

enta(ok2snza —u)

cn2w = — .
3kzsnta—o(1— k2)snza + (
dnta(2sn?a —r1)
dn?e =— o
3k2snba — 2l1+ A2)sna +1
On a ensuite
<. sn?wcen?odn?m 2s0%a — 1 — A2 ) (2ksn2a@ — 1) (25sn?

=

fsn2a@ — snZw ) 3k2enta — o(1+ k2)sna 41
et I'on voil que les constantes sn*w et 2* sont des fonctions ration-
nelles de sn?a ou de /. Nous remarquerons en méme temps que

snw et, par conséquent, & ayant deux déterminations les et de

signes contraires, le signe de A est donné par celui de o, en vertu

snwenw dnow

de la relation X Aucune ambiguité ne s'offre donc

—sn?o

dans la formule
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et l'on en conclut, pour I'intégrale de I'équation de Lamé, ¢

D2y = (642 sn 642 sn2a— 4 — 4k2)y,

I'expression ‘

I

: [‘,_ﬂ,
H(z—w) [5G0

(o

ap, le=v) -5

0 ()

= GDY

Voici les remarques auxquelles elle donne liea.

XL. i |

Nous allons supposer nulle ou infinie la quantité %, en nous pro- ‘-
posant d’étudier les circonstances qu’offre alors la solution de
léquation différentielle.

Et d’abord, on voit, par expression de A2, que le premier cas
a lieu en posant les conditions

2k%sn?a —1 — k*=o, fbg ey
2k%sn2a —1=o,

2 sn¥a— 1

0, |

qui donnent successivement snw=o0, cnw=o0, dno-
valeurs de © qui en résultent, 4 savoir, w — 0, t— K, o=
conduisent aux solutions consi

érées par Lamé, qui sont des fonc-
tions doublement périodiques de la variable, avec la périodicité
caractéristique de snz, enz, dnz. Nous ayons, en effet, pour

o
eo=K : py=0D;snz, y=Dycnz. Il suffit ensuite d’employer ! |
les relations el
oy S
Hi(@ = K KD = 0, (z)el B

0'(K + 7K") UT
8 (K+iK)

pour conclure de la valear w =K 4+ /K’ Pexpression y = D,dnz. !
Supposons maintenant  infini, et soit & cet effet

Shsnta— (1 k2)sn2a 41 =

en désignant une solution de cette équation par @ =u, je ferai
—_— el e IC L o o 11é 4 N et
=017, o=_CrK —+¢, les quanlités 7 et = élant infiniment
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TARL

petites. D’aprés la relation

sn*a(ok2sna —1—k2)

S0 = S snta — 2(1+ A?) sn%a

on voit d’abord qu’on aura, en développant en série,

e2=pn+gnit...,

P, ¢ élant des constantes. Cela étant, nous développerons aussi )\
: 1 Yawnprocel
suivant les puissances croissantes de ¢, au moyen de expression

3 snwenwdnw  cnedne 1
" T snfa—sn?w  sne sn?(a +n)sn’e
Or, ayant
cnedn 1
sne
L — =1+ A2s 5009
1— k2sn?(z--14)sne

on en conclut

= </."l sn2o— —

imployons maintenant Iéquation

CHQ:

—e) _ H(e) i 1
o (K

Hi@IE e

0, A savolr

nous obtenons cette nxpressiun, (Iui est finie, pour

o (i i}s,_
(I.-sn—zv K i 056

nfin, je remplace, dans la solution de I'équation diflérentielle,
la quunlilé H (x—v—[l( -+ ¢) par

i(-)(m+:)e_

il viendra ainsi

Hiz+o) [-Tw)r_; xozreer
6(@) o(z)

en faisant, pour abréger,

iT J
s§=—:% +</.an1y.—l—(
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Or, en développant suivant les puissances de ¢, on obtient, si
on se borne aux deux premiers termes,

P J L [m‘(.{} s
€ty (@ 16 (z)

ot la constante sn*a est délerminée par I’équation

3k2snfa —o(1+ k2)sn2e + = o.

Ces deux solutions de I'équation différentielle, réunies a celles
qui ont été obtenues précédemment, complétent ensemble des
cing solutions de Lamé, qui sont des fonctions doublement pério-
diques, ces deux derniéres ayant, comme on voit, la périodicité
de sn*z.

XLI.

La théorie du pendule conique ou du mouvement d’un point
pesant sur une sphére conduit 4 une application immédiate de
I'équation qui vient de nous oceuper. Clest M. Tissot qui a le pre-
mier traité cetle question importante, par une analyse semblable
icelle de Jacobi dans le probleme de la rotation, et donné expli-

citement, en fonction du temps, les coordonnées du point mobile
(These de Mécanique, Journal de M. Liouville, v. XVII, p. 88).
En suivant une autre marche, nous trouvons une autre forme ana-
Iytique de la solution que j'ai mdiquée, sans démonstration, dans
une Lettre adressée & M. H. Gyldén et publiée dans le Jowrnal
de Borchardt, t. LXXXV, p- 246. Ges résultats s’établissent de
la maniére suivante.

Soient #, y, = les coordonnées rectangulaires d’un point pesant,
assujetli a rester sur une sphére de rayon égal & I'unité ; les équa-

tions du mouvement, si l'on désigne par g lapesanteur et N la force
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accélérairice, seront (')

A
dar:

-+ Nz =o,

Elles donnent d’abord, comme on sait, en désignant par ¢ et / des

constanles,
A\ A\ rlz)zi‘ o
€ '(m) “(\7 el

Az dy

e :cE:L

Cela étant, J'emploie la combinaison suivante,

5 @m G\ _ e ey | o d Gy
(a:—o—ty)(m—-zm) lw—r}fﬁ——v—t(}/z-ﬁl‘m)*mum il,

et je remarque que le carré du module du premier membre,

[,;(;—‘—w— (%)] 6

s’exprime par

(t— =2

égalant au carré du module du second

T PR T O

\

de sorte qu’on obtient, en I’
membre,

ou bien

j;\‘l >
<17) —=og(s+c)(1—z2)— D

La variable z étant déterminée par cette relation, une premiére
méthode pour obtenir les deux autres coordonnées consiste di-

(') Traité de Meécanique de Poisson, t. 1, p. 386.
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viser membre a membre les équations

e dy 7 R - SN
(‘7'>l])(71‘7"m)—‘4a—d—[711,

On obtient facilement ainsi les expressions qui conduisent aux
résultats de M. Tissot, a savoir

v—iy=e“

puis, en changeant 7 en — 7,

Ty =e

Mais j'opérerai différemment ;
férentielles, et les ajoutant ap
ment pﬂl' .1'7 ‘)’, 3,

je déduis d’abord des équations dif-

les avoir multipliées respective-

& @Ry _ dkz

CwE e T

puis de 'équation de la sphére, différentiée deux fois,

dy\? (dz)
(&) = (L) =

A
S

d2y d2z
v + 2 =
de dez

Nous avons donc

N=g(35+2¢),

¢l par conséquent,

2z +iy)
G el

oron est ainsi amené & Péquation de Lamé, dans le cas de n =
comme nous allons le voir.

Formons pour cela 'expression de s, et soit 4 cet effet

28(2+¢)(1—22)—P=—28(s— ) (5— B)(

)
|

¢e qui donne les relations suivanies :

« +8 +y =-—c
af By +yr=—1,
2
Wy = ;E
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On fait que les racines o, 3, v sont nécessairement réelles, et

quen les rangeant par ordre déeroissant de grandeur o sera posi-
tive, {8 positive ou négalive, el Loutes deux moindres en valeur
absolue que P'unité, tandis que y sera négative el supérieure i
Punité en valeur absolue. Soient done

«—8

2= —,

a=

w=n(t—t),

on aura
— (a— B)sn2(w, k),

¢, étant une constante et le coefficient n étant pris positivement.
Introduisons maintenant la variable « dans I’équation du second
ordre; elle deviendra
Di(z--iy)= % [3(e— B)sn2u—3a —a2c](z+iy)
nE

et, en simplifiant,

/
Di(x +iy)= (0/.-2 s — o

Cest donce I'équation de Lamé dont nous avons donné la solu-
tion compléte au moyen de deux fonctions doublement périodiques
de seconde espéce a multiplicateurs réciproques. Or une seule de
ces fonctions doit figurer dans I’expression de x4 iy, commele
montre la formule obtenue tout & I’heure

"5 ds-+ildt
o =7
5

par conséquent, nous pouvons immédiatement écrire

w--iy=e

. Orw)
H(usw) -Gl

z+ iy = CDy o(u)

ou, sous une autre forme, en modifiant la conslante arbitraire,

=20
w) | .

maintenant il nous faut déterminer cette conslante, ainsi que les

H'(o) H(u+w) [~

z +iy =AD, 0(©) (1)

quantités o et A
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XLII.

En posant la condition

et employant I'expression du module 42 — 2=
e

on trouve d’abord

sn2q@ =

=0

%

De la se tirent ensuite, aprés quelques réductions faciles ou 'on
fera usage de la relation

aff 4+ By + qa=—1,

les formules suivantes,

=

cn2w =+ M_),
a=g
Tne o i)
=77 ’
2= (@ RNB ) ()

a=)

Cela étant, nous remarquerons en premier licu que, d’aprés les
limites entre lesquelles sont comprises les quantités o, B, v, on
: I
obtient pour sn®w et dn*w des valeurs positives, tandis que cn*w

est négatif. 11 en résulte que snze est plus grand que 'unité et
i

moindre qu de sorte qu’on doit supposer

w === K <+ gv,

v étant réel et donné par ces expressions

sn2(v, &) = i,
vi((B2—
S =

dn2(v, &) = i«_
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gle—

1)

Jobserve ensuite qu’ayant n*= =——=nous pouyons écrire la
valeur de 22 de celle maniére,
o @ PP @)
o 2n? 4

d’ou 'on conclut facilement

Les constantes o et X se trouyent ainsi délerminées, mais seule-
ment au signe prés, et deux autres relations sont encore néces-
saires pour lever toute ambiguité. La premiere résulte d’abord de
la condition qui a été donnée pour la solution générale de I'équa-
tion de Lamé, & savoir

snwenw dnw

A=

»
sn2a —sn?w

et I'on en tire immédiatement

(x—B)snwenw dnw
W=
afy

Nous obtiendrons tout a I'heure la seconde comme conséquence
de Péquation considérée plus haut,

s
R

—+ ul.

y alr Ly
ein(t 2]

Mais voici d’abord la détermination de la constante A qui entre
dans la formule

Bw)
H'(0) H(u+w) g["* Sl

z 4+ iy = ADy, 0(0)0(u)

Soit, pour abréger,

_.J,.

LK) = 6(w)0(w)

Désignons par F(u) ce que devient cette fonction lorsquon
change ¢ en — /, et par A, la quantité conjuguce de A, de sorte

qu ’o

@iy =A E (a),

2 — iy = A F{(u),
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el, par conséquent

) )
22+ y2 = AN F'(u) Fi(u).

Nous supposerons «=—o, ce qui donne sz

: =, dans 'équation
2 =t

»*+2z2=1; il viendra ainsi

AL F'(0) Fi(0) =1 — a2,

ou encore, au moyen de la condition af + ’jY-i--yv =
V= )

AALF(0) F{ (0) =— (a + B) (a = 7).
Jemploie maintenant, pour Y faire u — o, la relation

F(a)  Wiu+o) 6(w) 6w

N@)~ ®@ro) O o) 0

on en tire d’abord H

F'(0) _ cnwdnw

I (@) snw

puis, au moyen de la valeur donnée précédemment de h
)

F'(o) enew dnew
i b cnw dnw — |
(o) T ———snwcenwdnw = T( — zupf sn:w), | }
et enfin
F'(o)__cn'udnw i
F (o) Bysnw

comme conséquence de la formule !

sn?w = —

o . H .
mais 'expression de I (%) donne immédiatement

F (o) = (o) H(w)
= ©7(0)6(w)

= ksnw,

¢tnous en concluons 'expression cherchée, i savoir

()= I.cnmdnu).

Changeons enfin ¢ en — 75 la constance'w — = K 4 7 1
-7 deviendra

wi===K 7y,

H. — IIL 25
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| } on a donc

| snw' = snw, cnw' dnw'=—enw dnw,
1 el par suite
, I;lcnhudn?m__(m-:—iﬁ)(;(_-.v)'
‘ F'(0) F (0) =— R ¥ (x—7)?
I De cette expression nous lirons
|

Ady=(a=1)%

de sorte qu’on peut écrire

A =(a—1)en,

% désignant un angle m'lnLran'c.. :
Ce point établi, je reprends I'équation

5 Ry s
| (1+Ly)(m_Lﬁt“>4 z il

i i 1 introdui i aariable w
qui devient, si 'on introduit, au lieu de ¢, la v *

: (J.r_
(z+1ty) T

a3 op o
i i in 1 Y K ——s’évanouit, on lrouve
et j'y fais w=o. En remarquant qu'alors 7= ;
, = u
(=P O)F)= o
g ), 9 iy
ce qui nous meéne & chercher la valeur de F(0). Pour cela, je

. ; T e
déduis de la relation employée tout a I'heure

Fl(n)  Hu+w) 0(uw) 6(w)

F(w) H(e+w) O(u) 6(w)

la suivante :

E(x)
F ()

————— + kY0,
sn?(u+w)

! et j'en lire d’abord
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puis, aprés une réduction facile et au moyen de la valeur obtenue
pour I (o),

() e 2/ <nw
0)= m.

Cette CXPI‘CJ‘SI’OH restant la mé

me lorsqu'on change ¢ en — 0,
nous ])()ll\'ons (:‘Cl'il‘e

2.k snw

R =t e
1(0) T
et, comme on a déja trouvé
- kenw dne il
Rk i

nous en concluons

snweno dnw

F'(0) Ff(0) =

(2 —v)

ct, en employant la valeur de 42, I’équation suivante,

‘ 20— Erent enm dnw il
o - )t [ YE”(0) = S e =0
(&= O ) w3y =

Sion la rapproche maintenant de la relation déja donnée i

W=

(2= B)snwenwdie
)

on trouve immédialement

cest le résultat que jai principalement en vue d’obtenir, !
davoir la délermination précise de la constante ), qui n’élait
cncore connue ([ll’all Signc Ill‘[fs.

afin y

a fone-
produit quand on
tcomme on peut obtenir
un tel changement de signe pour la valeur de z -+ iy, en rempla-
Gt o par o+ dans I'argument du facteur constant A, il en
tésulte qu'il est peemis de faive o — K - (v, aulieude w==+K + jy,
et de déterminer une valeur de v, comprise entre — K/ et -+ K/
Or, de la relation

in dernier licu, et a I'égard de ®, on remarquera que
tion I' (1) change seulement de signe ou se re
metw +=2K etw + 27K’ a la place de . I

H7(o) = E(0) 1 cn2w dn?w 1

T (o)

’
3 T
12 (o) sn?w L2y2sn2o sntw

Gl
L
=B

sn2 (v, k)=
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se tirent deux valeurs égales et de signes contraires de celte quan-
1ité entre lesquelles il reste & choisir. Clest & quoi I'on parvient

au moyen de la condition

il (a—B)snwenwdnw
—_— = —n)
an aly

qui prend, si l'on y fait v = K -+ v, la forme suivante,

5

(2 — B)k2 sn (v, k)en(v, k)
afy dnd (v, k')

!
=

or, 7 étant négatif, on voit ainsi que v aura le signe de / ouun
signe contraire, suivant que la racine moyenne @ sera positive ou

négative. Dans le cas de f=o0, ona donc
w =K
et, par suite,
ir(
F(u) = kD, e cnu:

clest un exemple de ces fonctions particuliéres de seconde espéce
qui ont été considérées par M. Mittag-Leffler dans un article inti-
wlé Sur les fonctions doublement périodigues de secon de espece
(Comptes rendus, L. XG, p- 157)-

XLINL.
Je terminerai par une remarque sur ’équation

@ )

5 o) Y
qui exprime que les coordonndes 2 et y se reproduisent, sauf le
signe, Jorsqu’on change u en w2 K. Soit o =K - ¢v et posons

cette fonction II(v), évidemment réelle, finie et continue pour
toute valeur réelle de v, a pour dérivé I'expression

II'(v) = % — k2 sn2(K <+ év),
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qui est toujours négative. On a, en eflet,
J < k2K,

comme conséquence des formules

1
|;=f¥ a7 S g B
| = e T

Fl lo'n sait dailleurs que sn* (K < 4u) est supérieur a unité. La
nction I (v), é éeroissi ¢ i 1

0 I (»)'7 Stant décroissante, ne peut s'évanouir qu’une fois;
oron a, en désignant par @ un nombre entier,

(K +»iak)  ia=
S & IR

et par conséquent

U
(o) = -, (o) = L —
n

Nous établissons ainsi 'existence d’une racine, puisqu’on peut
disposer de a de maniére quell—l~%“ soit de signe contraire alé
:\Iuis c’est en déterminant les quantités ¢ et [ qu’il serait surlont
nmmrlanL d’obtenir les cas ou le mouvement du pendule est pério-
dlque_Y ces constantes représentant les éléments essentiels de la
question. N’ayant pu surmonter les difficultés qui s’offrentalors, je
me borne a donner de I'équation précédente une n‘;msfm'méc,uj\‘x
¢es constantes se trouvent plus explicitement en évidence. Soit, a
cet eflet, :
R(2) =2g(5+c)(1— 22)— £2;

on aura, en premier lieu,

j'u n(a—z)ds
B (z—1)VR(z

on lrouvera ensuite

s =2—(2—@)sn?w =— 4By,

d'ot
(3 . @
m_f ‘/,:—('Ljv f L’slliz‘dx-:fm L‘M,
—apyV R(5) J_agy (¢ — 1) VR()

Enfi P & y 1 mi
1, en partageant I'intervalle compris entre les limites, en deux
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parties, I'une de — 2@y a @, et Lautre de & o, Péquation se pré-
sentera, aprés une réduction facile, sous la forme suivante :

. j“ dz 7/"‘ 4 8
gJg VR(z) Js

]" dz /" dz j 2k
sy Y Riz) Jg VR(s) _ agy V= R(3)
La question qui vient d’étre traitée termine les applications ala

- G

Mécanique que j’ai annoncées au commencement de ce travail, et

jarrive maintenant, pour la considérer dans toute sa généralité,

I'équation
D2y = [n(n -+ )k sue + k] y,

dont la solution n’a encore élé oblenue que pour 2= 1 el n=:
Au moyen des méthodes de M. Fuchs, permettant de reconnaitre
que lintégrale est une fenction uniforme de la variable, et de I'im-
portante proposition de M. Picard, que cette intégrale est dés lors
une fonction doublement périodique de seconde espece, la solution
de Péquation de Lamé est donnée directement par P'application
de principes généraux s’appliquant aux équations linéaires d'un
ordre quelconque. Jexposerai néanmoins une méthode indépen-
dante de ces principes; je m’allacherai ensuite, el ce sera mon
principal but, a la question difficile de la détermination, sous forme
1ents de la solution. La considér

entierement explicite, des ¢élé
ie, qu'on tive de I’équation proposée

tion du développement en s
iK' 4 ¢, aura, dans ce qui va suivre, une

lorsqu’on suppose &
grande importance; voici, en premier lieu, comment on l'obtient.

XLLV.
Soit, pour abréger,

1 ! &5
s
= o+ Si€

4 spedl -
ot SpetiEa

sn

les expressions des premiers coefficients étant

1+ k2

189
2 (1 — k2= V)2
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Je dis qu’on vérifie I'équation

=[_‘,,

en posant

La substitution donne en effet les conditions

(n=1)(r—2)ly= h +n(r +1)(h+ ),

(n—3) (n—4) hy= g+ r( -+ 1) (k5o hoy - 51)

........... 00/0:00080090000600506106000 06000

et nous allons voir quelles déterminent de proche en proche les

coefficients /o,, /s, Mettons-les d’abord sous une forme plus

simpl

en éliminant la quantité £ au moyen de la premiére, on
aura, aprés une réduction facile,

Hon —2i+10)hi=(2n— )k Rimy — (s Rima + 53 Ry . .~ 5,1)

ol Jai éerit, pour abréger, n(n—1)=oam.
Or, le facteur 27— 27+ 1 ne pouvant jamais ¢tre nul, on voit
que le coefficient de rang ([u(:](:(mquc Ity s'obtient au moyen des

précédents, /iy, fis, .... En particulier, on trouve
(2n—1)h? ms, 1
e e DI i)
2(2n—3) 2(2—

(2n—1)2h3 m(6n—z)s hy ms,

hy= — . — = =
Y 6(2n—3)(2n—35) « 6(2n—3)(2n—5) S(a/z»—))'

Ce premier développement obtenu, nous en concluons immé-
diatement un second. Effectivement, le coefficient n(n —+1) ne
change pas si on remplace n par — (r +4-1), de sorte qu’en dési-
gnant par /iy, /,, ... ce que deviennent /2, fa, ... par ce change-

ment, I'équation différentielle sera de méme satisfaite en prenant
: y o= e s enes

ou bien
Y =t Ajet - hheba ..

Je remarque enfin quen substituant dans I'expression

Dy — u(_n__|) .;_/LJ_}/
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la partie de la premiére série représentée par

1 [

50 559 9908

1§
tous les termes en S

- disparaissent, de sorte que

=Tl

le résultat ordonné suivant les puissances croissantes de ¢ com-
I

mence par un terme en = 7 On en conclut ([u’en Sll[)POSillll n

pair et égal & 2y, ou bien 2 = 2v — 1, on n’aura aucun terme e

si 'on prend dans le premier cas

I h
R O .
T

et dans le second
f1y

v

= e s
€

Ce point établi, nous obtenons facilement, comme on va le voir, la
solution générale de I'équation de Lamé.

XLV.

Je considere I’élément simple des fonctions doublement pério-
diques de seconde espéce, en le prenant sous la forme suivante,

() = M= (),

ol I'on a, comme au paragraphe V,
0w o
H (o) H(x +w) — o (o — i K} +
(o) (z S w) &
O(w)o0(xz)

(@)=

Le résidu qui correspond au pole unique z = /K’ sera ainsi
égal a 'unité, et nous pourrons écrire

SUEK +¢) + Ho+Hye+...+ Hpelg-. ...

Cela posé, je dis que les expressions

o L) DY~ f(=)

F(2)=— T — 1t *{,zw i Jé— D) J(E)
DASi) 2 @) ;

F(.L.):+m;_l)+lll—~l‘;2'/—*j) vt fymy 7 fl®)
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satisferont, suivant les cas de n=12v et n—=12v —1, a I'équa- t
tion différentielle en déterminant convenablement les constantes
w et A
Pour le démontrer, je remarque que, si l'on pose & — (K + ¢,
les parties principales de leurs développements proviendront du
seul terme 1 qui entre dans f(/K’ -t ¢), et seront, par conséquent,

1 L
S S oo

1
e2v—1

+

Disposons maintenant de o et 2, de telle sorte que dans le pre- |
mier cas le terme constant soit égal /i, et le coefficient de ¢, dans

le suivant, égal a zéro; nous poserons pour cela les conditions

b o i (T e oo Ml 2= oy =y

29 Hay+ (2v —2) g Hoy—y + (2v — §) ho Hoy— o+ ..+ 22y Hy= 0.

lit semblablement, dans le second cas, faisons en sorte que le terme

constant soit nul et le coefficient de ¢

gal i /iy, en derivant

By = M ey oy = bl o o= Ty Ty =,

(v —0)Hay— g+ (29 —3 )y Hay 5+ . .+ foy— Hy— by = 0.

On a donc ces deux développements, i savoir :

e I h By

FEK +e)= — +¢—wl" +%ﬂ'+h-, SFlery |
puis ¢ y |

nporer fi by ly=q)

F(iK _5)7W+;2‘I-fﬂ?"'+f_*hﬁ+””

il en vésulte que les deux fonctions doublement périodiques de
seconde espéce

D E(z) — [a(n-+1)k2 sn2a -+ ] (),
élant finies pour = = /K, sont par conséquent nulles. Nous avons
ainsi démontré que équation se trouve vérifiée en faisa gy = (),
de sorte que Pexpression

y=CF(z)+CF(—ux)

en donne I'intégrale générale.




