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XXIV.

Les résultats que nous venons d’obtenir montrent encore par un
nouvel exemple combien la question de la rotation se trouve inti-
mement liée a la théorie des fonctions elliptiques. Cest méme 4
étude d’un probleme de Mécanique qu’est due la considération de
ces nouveaux éléments analytiques @ (e), tres voisins des fone-
tions @ (&, w), &1 (2, ), 7. (2, w), 71 (x, ), employées au com-
mencement de ce travail pour intégrer I'équation de Lamé, mais
(ui en sont néanmoins distincts et offrent un ensemble de pro-
priétés propres. Il est nécessaire, en effet, d’attribuer a la constante
) quatre valeurs particuliéres pour en déduire ces derniéres fonc-
tions, et de la résultent, pour les multiplicateurs de chacune
Qelles, des déterminations essentiellement différentes, tandis que
la propriété essentielle qui réunit en un seul systeme les fonctions
@, (u), c’'est d’avoir, sauf le signe, les mémes maltiplicateurs. Je
me bornerai a leur égard i considérer, pour en donner I'intégrale
compléte, les équations différentielles auxquelles elles satisfont,
équations linéaires et du second ordre comme celle de Lamé; mais
auparavant je dois d’abord montrer comment les formules de Jacobi
résultent de Dexpression & laquelle nous venons de parvenin,
7y — N®, (1), ot N désigne une constante. J'emploie, 4 cet eflet,
la valeur de R, quon obtient facilement sous la forme

ML e
S

_ o0 s(a)e
= i0,(0)

ot ou Lon doit faire @ = — w. En se rappelant la détermination du
facteur s, et écrivant pour un moment

i) o
e MK
2K

Q=5 —)}
i04(0)
nous obtcnons ainsi

Ry=— iQ 0;(w), R, = iQ 0p(»), Ry = Q0,(w).
Or on a
i dnw snw, i
= ——1 = —17 =——1 V =—inls;
A= A‘cnu)Ll’ b= wlz’ a cnw/°’ e
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dela résultent, si 'on remplace N par O N et les quantités i, par O
I, ..., les valeurs suivantes :

iN H (12— w)e

L _ > H (& — o) e
kenw  16(w)0(w) TH(w)0(z)

s dnwN Hy(uz— w)ele N H(e—w)ere
kenw  0,(w)6O(w) vk Hi(w)e(u)

G snwN 6 (u—ow)ed = N 0 (v—uw)elw
ene  H(w)0(w) — JF THi(w)6(w)

O (16— w) eru
Hy(w)0(w)

V =— ipl

Je ne m’arréte pas a la détermination de la constante N qui s’ob-
o SN - ;

tient comme :)n lﬂ. déja vu au paragraphe X1V, page 300, elle a
pour valeur H' (0) e, et nous retrouyons bien, sauf le changement
de ) en £2, les résultats qu'il fallait obtenir.

Je Ieviens encore un moment sur la désignation par 0 («) des
quatre fonctions fondamentales de Jacobi, afin de la rapprocher
dela notation qui résulte de la définition méme de ces fonctions

ke i
par la série
pen i

Opv(u) = B 2‘(—1)"-‘%T

[(z [T PR ) R'ul

Supposant wet v égaux a zéro ou a l'unité, on a donc en méme
temps.

0 (u) = 0p(u)=0,,(x),

H (w) =0y (w) = 0,,(w),

Hy (w) = 0s(w) = 0y (),

01 (u) = 05(u) = 0g();

el, en premier lieu, je remarquerai que le systéme des quatre
¢quations fondamentales

0 (u+iK)=(H (u)e *

=

H (e iK')=i0 (u)e
Hi(w+iK') = 0,(u)e *

in
0 (u+iK)= H(u)e °K

peut étre remplacé par la relation unique dont j’ai déja fait usage
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a savoir :
2 — T adi+iK)
Oc(u—+iK)=0c0,_(u)ye *X 5
On doit y joindre les suivantes
B TR) = & Ol

i :
— i BuK)

05(uw + K+ 7K' 6" 0, (u)e o

]

les facteurs @, o', a” ayant pour valeurs
5 T Y

iT

i
LD ) s 42 (254 1) o SE=2 =
e 5 d=@” B %
puis celles-c1
15+
O(e+2 K)= (—1)? 0s(n),
L Lss—n — T iR
0s(w +20K') = — (—1)* Os(u)e * e

Je remarquerai enfin qu’en passant du systéme de deux indices
i un indice unique on est amené 4 exprimer, d’une maniére géné-
rale, s au moyen de p et v. Si nous avons égard a la convention
admise que s est pris suivant le module 4, on trouve aisément l'ex-

pression

— ==Vt

Cela étant, soit de méme

sS=—1—p-+v+oau,

et désignons par S la quantité relative aux sommes p. + W ety 4.
Les admirables travaux de M. Weierstrass ayant montré de quelle
importance est, pour la théorie des fonctions abéliennes, 'addition
des indices dans les fonctions 0 4 n variables, ot entrent 27 quan-
lités analogues a w et v, on est amené, dans le cas le plus simple
des fonclions elliptiques, a chercher Iexpression de S ens et s'.

M. Lipschitz m’a communiqué la solution de cette question parla:

formule élégante

S=—1—s—s'—ass’ (modj),

et voici comment I'éminent géométre la démontre. Ecrivons I'éga-
lité précédemment donnéde : s=—1 —p. 4+ 2pv sous cetle

forme

28 1= (2p+1)(2v—1) (mod8),
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A ) 3 5 .
et remarquons qu on peut poser, p. et v étant zéro ou I'umlé,

21+ 1= 3P, 2V — = —

(mod$),

On en conclura

28 + 1 =—3Wk7v (mod8);

or les relations analogues

o[ = — 3W AV

28 41

— Jpp -y £
3ptp vy

(mod8)

donneront immédiatement

2.8

(25 1) (25"+1) (mod§),

etl'on en conclut I'équation qu’il s'agissait d’obtenir.

X

Nous avons vu que le systéme des quatre fonctions représentées
. 9 . w7
en faisant s = o, 1, 2, 3, par I'expression

o et ) sont des constantes quelconques et R, le résidu cor
Oc (e -+ a)ehw
0y (w)
diliérentielles suivantes (§ XXITII, p. 331),

res-

! s __ g% : X
pondant au péle u= /K’ de » conduil aux équations

thenudg(w) =[h+ D, log0i—s(@)] Poss(e) — D, Dygg (),
ksnudg(uw) =[N+D, loghy—s(a)| ®,—s(x)—D, By (u),
tdnu dg(u) = [h+ Do logh (@) ] ses (u) — Dy Pyo(u).

C‘es rolul:fuus me pal‘:\155f3nI appeler I'attention, comme donnant
delles-mémes des équations linéaires du second ordre, dont la
solution compléte s’obtient, ainsi que celle de Lamé, dans le cas
de e ) par des fonctions doublement périodiques de seconde
espece, ayant la demi-période K/ pour infini sumple. Pour
Y parvenir facilement, il convient de représenter les quantités
!/\L‘lTlt, ksnu, idnu par Uy, U,, U, de maniére a ayoir sous forme
entiecrement symé Lrique

Dy Uy =— U, U, DUy =— U, Uy, Dy Us=—U,U,.
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(Ceela étant, sinous changeons successivement s en 2 —-s, 1—3, 3 —y,
on obtiendra, en écrivant, pour abréger, ®; au lieu de @(w) el e
pour A+ Dglogl, (), ces trois groupes de deux équations, 2

savoir
| U@, —=¢; Pprs— Durss,
lu gis = pps e — DiPs,
( Upbs Py — Dy Py,
Il Uperg (b — Dby,

s— DuPs—s,
— D, D+

Usg®y =s¢5 @3

Uy g = 55 D5

[¢limination successive des qnantités ®og, Py, Py donne
ensuite

(I) D2 s — &5+ €25+ Dy logUy) Dy P+ (eceass+ €a+s Dy log Uy — U2 ),

(1) D3Pe— (o5 ¢1s -+ Dis 10g Uz) Dy s 4 (581-s = £1-5 Dy log Us — U2

(ML) DEeb,— (s g3 - Dy 10g Ug) Diu P (2523—s + -5 Die log Us— U5 s
i

Nous avons done trois équations du second ordre dont une solu-
tion particuliére est Ja fonction d;(«); voici comment on parvient
a les intégrer complétement.

Faisons successivement dans (1), (II) et (1IL)

on aura POUI‘ Lransform(:cs
D2 X, — Dy logUs DXy — (834 8, Dy logUs+ U)X, = o,
D2X,— Dy, logUs D Xz — (83 + 82 Dy log Up+ U3)Xa= o,
D2X;— Dy, logUsD, X5 — (32 + 8D, log U+ U3)X,=

en posant, pour abréger Pécriture,

81 =1 (e5— €a+s);
Je remarque maintenant que ces équations ne changent pas si,

en remplagant dans la premicre, la deuxiéme et la troisieme, s
par2 +4-s, 1 —set 3 — 5, on écrit dans toules en méme temps — U

SUR QUELQUES APPLICATIONS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.
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au licu de w. Par conséquent, on peut, d’une solution, en tirer une
autre : la premicre, par exemple, qui est vérifice en prenant

CATSSN

X;=dy(w)e

le sera encore si I'on fait

S5+4s o)

Xp=®yi5(— u)f

En employant les formules

= A+ Do loglis(a),  epue= X+ D, logbs_,(a),

et mettant pour abréger f; au lieu de 95 (), on en conclut pour
I'mtégrale générale

CO(u~+a) —=Dbalogh, 0,

Cl0yiclw— @) 5Dalosl_0s,

0o (e)

e o

g ()

Les solutions des deux autres équations seront semblablement

_ @l
Gy (w)

)it

0 .
alog 0,9, o, G0 i(u—a) 4 Da10g0,0,
0o 20) 2

Xy

Do 10gH, 054

Cls(w+ a)

( C'0,_(t— a) 3 Dalogb,
0o(2) 3

O ()

NNVIL

I)Aes relations qui nous ont servi de point de départ donnent lieu
ad’aulres combinaisons dont se tirent de nouvelles équations du
second ordre analogues aux précédentes, et qu’il est important de

former. On a, par exemple, comme on le voit facilement,

Wl o= B0 )=

D,

s— Dy ®Pass),

etl'on en conclut, en changeant s en 1 —

Up (21 Bs— Dygtoe) = Uy (51 by s — D, by ).

Joignons a cette équation la suivante

Us®s_c= &3y — D, By,
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qui multiplient ces quotients étant seules différentes. Cette cir-
constance fait présumer Pexistence d’équations linéaires du second
ordre plus générales, dont la solution s ‘obtiendrait en rem lagant
dans les expressions CA + C/B des quantités X et Y, : :
déterminées A et B par AePt et Be- 12

quelconque 5 voici comment on les obuenL

et I'on trouvera, par I’élimination de @ _;,

DD — (515 23—s+ Dy 1og Uy Ug) Dy P+ (61 —s5-s+21—s Dulog Usg+e3—s Dy log Us)d,=

De simples changements de lettres donneront ensuite
les fonctions

D ey B ) U1 0 U3 1) Do e (e e R O D, logUs=2a. Dy log Uy)d,=0,
ol p est une constante

255D logUs+¢1— Dy logUy)b=,

D2 dy— (e s+ 2245+ Dy log Uy Un) Dy Pot=(e1 52245

Cela posé, je fais dans la premiére, la deuxiéme et la troisicme

s 6 ions, les substitutions i
de ces équations, les s it XXVIL

Considérons en général une équation linéaire du second ordre a
laquelle nous donnerons la forme suivante

SR SR OPR =,

o : ) >
Pécris aussi, pour abréger, o P et Q sont des fonetions quelconques dela variable «; et dont
l'intégrale soit

~ o 1
8} = 3 (s1=s— €3:15)» Oy=1y

X = CA + (/B

les transformées qui en résultent, savoir T dlig p % 3 ]
1 ) is que, si l'on connait le produit de deux solutions particu-

i >
! : 5 U, lwrcs, et quon fasse en conséquence |
D2Y,— D, logU,U; D, Y;-~ (Sf—m D, logr 1

AB =R,

D2 Yo— D), log U Uy Dy Yo — (W — 8:Du log
2 o nous ]mulmns Ol)LCllll l(,(lll(lll()ll ([lll aur: : y

ait pour solution Iex-
pression plus générale

D2 Y,— D, log Uy Uap,,\,f( 32— 35D, log

X = CA epui

C'B e-ru,

se reproduisent comme les équations en X, lOls([ll on change s
en 24§, 1 —§, 3—set wen —u, les qu'mln.e:, S et &', ainsi que
les dérivées logarithmiques, changeant de signe. On en conclut

Jobserve & cet effet que, le résultat de 1'¢

limination des ¢
: s const 3 g
Get € étant St

immédiatement pour les intégrales complétes les formules 5 A B :
i ¥ Ap+ A B! !
D) —patog0 ks G0y s(a— @) g Dalorbibis st =Epap e,
Co(u+a) =3 SRCAC ) N S . i
=y 0 (w) 125 Bparoip=e i BP=olyp-ni :
@ u , !
CO0(t+ @) —~Daloglin,Osey  C0_s(—a) 5 Daloliiclios le développem Stermi i ;
e Doz(ta.; D 5 _l—f);(W_ : ppement du déterminant donne pour I'équation cherchée (¥
GOs(u+a) "'i'nﬂlu-_vﬂ,‘l. + C' 0y s(w— a) o log 005 PY¥—PI¥+0X=o,
6= 0o (1) g 05 ()

les nouvelles fonctions P et @ ayant PoiL? Grpreions
Ce sont donc les mémes ([uollenla des fonctions 0 qm figurent

D= AB'— BA' — 5
dans les valeurs de X, et Y, X, et Yo, X et Yy, les cxponemlcllca & 2AB p,

SAB— BIA"S (AB'— JA'B'+ BA")p— 3(AB'— B

A")pr+2ABpd.
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Or on a, quelles que soient les solutions particulicres A et B, la
relation ;
AB'—BA'=Pg,
en désignant par g une constante dont yoici la détermination.
Donnons a la variable une valeur &= w, qui annule B dans
celte équation et la suivante
AB'= BA'= R/,

et soient P, et Rj les valeurs que prennent P et R'; on trouvera
immédiatement la condition

Pogi= R
La conslante g élant ainsi connue, nous avons déja la formule

P=Pg—2Rp.
Pour obtenir @, je remarque d’abord qu’on peut éerire

P'B’— QB P'A'— QA
W= W == ’II)Q = @)
puis semblablement

B — QB P'A'— QA P'R'— 2 QR
AB"+ BA'= LLI’L."\ - I__VL B = ‘?7(, ;
nous avons d’ailleurs
AB’+ 2A’B'+ BA"= R,
par conséquent

PR'— 3P'R'- 6QR
ABY— fATB = BAT=— T o,

et I'on en conclut la valeur cherchée

SPR’— 3P'R - 6
T BLER Jll)u LS o
Ce point établi, j'envisage, dans les équations différenticlles en
X,, X, X, les expressions du produit AB, que je désignerai suc-
cessivement par R, (), R (). R, (), en faisant
0/2(0) 05 (1 + a) Baes (e ﬁa)’
62 ()0, —s(a)0:—s(a)
0/2(0) 0c( &+ a) 0y -s(w—a)
V() testaic) ool Bieg b
See T O @) 0 (@)
072 (0) 0s(w+ @) b3—s(w—a)
03 (w) O1—s(@) Orus(@)

Ry(u)=

Rs(w) =

SUR QUELQUES APPLICATIONS DES FON

IONS ELLIPTIQUES. 2l

Les formules élémentaires concernant les fonctions § donneraient
¢es quantités pour chaque valeur de s, mais )’y parviendrai par une
autre voie en conservant l'indice variable. Edl d’'abord, au moyen

des relations
sl

Os(w-+2 K)=(—=1) % 0,(u),

Os(w+2iK) =(—1)

in
- (iR

Os(e) e

on obtient

Ri(w+2K)=—Ri(w),  Ry(w+20K)=—R,(u),
Ry (uw -+ 2K) =— Ry (w), Ro(w+ 20 K') = + Ra(u) !
Ry(w +2K) =+ R3(w), Ra(w+20K') = — Ry (w).

‘[1 fonctions Ry («), Ry (), Ry(w) possedent ainsi la méme pério-

¢ que enu, snue, dnw, par conséquent les quantités proportion-

nelles Uy, Us, Uy, ayant le seul pdle « = /K’ a Uintérieur du rec-

tangle des pér: s 2K, 27K’ r rési ‘uni !
g : I L‘]](J‘dCS 21\'7 2GS ?L pour résidu correspondant I'unité,

peuvent servir, & leur égard, d’éléments simples. Employons main-

tenant I'équation

O(u~+ iK') = o0, (u)e
oll j'ai posé

et désignons par &y, 52, 3 ce que devient s, et, changeant 5 en

248, 1 —8, 3 —s, nous trouverons (')
|
RYGIES R o OIS (OIS, ) ‘ ‘
03 (2) D1-s(@) Bs—s(a) ; |
R 2 ) oy RO el Y@ 220 ‘
|

03(2) 01—s (@) 0 ()
5 03 (0) 01 -s(a@+ €) 0 (— @ +¢)

Ry (iK' +-e) =—as.
03(2) 0, (@) 0,5(a)

(fela ¢tant, comme on peut introduire A volonté un facteur constant
dans |a U je pri 5, au li 1
ans la fonction R, je prends, au lieu des expressions précédentes,

(') On démontre facilement qu'on &
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celles-ci, qui en différent seulement par le signe ou le facteur = ¢,

savoir
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05 (0) 01—s(a+€)05-s(a—¢e)
0%(e) 0y—s(a) 05 s(a) 4

072(0) 0y—c(e+2)0s(a—¢)
03(e) O s(@)0s(a)

02 (0) bi—s(a@ +¢) lorc(a—e¢)
03(2) 015(2) B2 (@)

Ry ((K +2) =

Ry(EK' +¢) =

R; (2K +

Développant donc suivant les puissances de ¢ et faisant usage des
quantités 8, précédemment introduites, qui donnent

()’1 s(”) 0 et i~
01 (@) @ o
Vonl@) @) s
0, () G@)
Vic(@) _ Oaus(a) _ o

Ni-s(@)  O:i(a)

nous obtenons, pour les parties principales, les quantités

et 'on en conclut les valeurs suivantes, qu’il sagissait d’obtenir :

Ry(u) = 28, Usj— Dy Uy,
() = 0o U= B U,
Ry(w) = 283Us— Dy Us.

Ces résultats nous permettent de former les fonctions Ped;
mais, pour la deuxiéme, le calcul est un peu long, et je me bor-
nerai a en retenir cette conclusion, que dans les trois cas on parvient,
en désignant par U une quantité qui soit successivement U;, Uy,
U, 4 des expressions de cette forme

P=2U+o'D,U,
@ =80+ B'D, U+ g'D3U,

ot les coefficients « et 8 sont des constantes. Leur complication
tient i ce qu’ils sont exprimés au moyen des quantités & et p qui
figurent explicitement dans Dintégrale, et nous allons voir com-
ment Uintroduction d’autres éléments conduit a des valeurs beau-

coup plus simples.
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XX VIII.
Soient U et U, deux fonctions doublement périodiques de

seconde espece ayant chacune un péle unique «=o, et représen-
tées par les formules

U=H(u+a)enu, UI:I[(wAFﬁ)cqu‘
H(w) Bl(wy

je me propose de former en général I'équation du second ordre
admettant pour intégrale I'expression ;
5= @ = @,
qui est
2 WU W |
|
X U U (=9¥—p¥reI=o,
[ 2% W Wy
en posant
P=UU;—U,U, @=UU;—UjU"

Nommons pour un moment p et ' les multiples de A} v et +/
ceux de B on voit d’abord que les coefficients P et @ sont des
fonctions de seconde espéce aux multiplicateurs uy et u/v/ ayant
de méme pour seul pole «= o, qui est un infini double lpou’r Pe
uninfini triple pour @. L’équation 3 = o n’admet ainsi & Pinté-
rieur du rectangle des périodes que deux racines, « = @ et u— b
et, en décomposant en éléments simples les fonctions de premiér;

G ) ;
espece, ﬁel 9 O ae les expressions suivantes,
E’ S ‘H'(u—(l.) H'(w—b) H'(w)
P H(uw—a) H(uw—b) _lll(u)_k)"
@ e Pli‘(uﬁﬂ)éQH'tu b) R H'(w)
P H(e—a) = H(u— i H(GZ R

o ke
ot P, Q, ... sont des constantes assujetties i la condition
P+ Q-+ R=o.
Les quantité i 1 ¢
[uantités @ et b, que nous venons d’introduire, représentent

i ; o T
tilon\c\, i Pégard de Péquation différentielle, des points que
L
M. Weierstr: 2 : ngulee é
ass nomme a apparence slngu!tere, w = o étant seul
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un point singulier. Ce sont les véritables éléments qu’il convient
d’employer comme appropriés i la formation de I'équation diffé-
rentielle, au lieu des constantes «, B, p, ¢ qu entrent dans les
fonctions A el B. Je me fonderai, a ceteflet, sur le lemme suivant,
qui donnera,” par un caleul facile, la détermination des coeffi-
aens 12, @ ..

Considérons I'équation diflérentielle

()

V= flu)y' +g(uw)y

ou les fonctions uniformes f(w), £(«) admettent seulement des
infinis simples qui soient, d’une part, « = o et de l'autre v =a,
@y @ o sveloppant suivant les puissances

croissantes de =,

Posons d’abord, en ¢

&) =

eten second lieu, pour les diverses quantités @, b, ¢, ...,

flae)= Sk a0 a(a

Si l'on a, d’autre part,
F+G=o,

puis, pour loutes les quantités «, b, ¢, ...,
b= ga(fa—&a);

Pintégrale de I'équation proposée sera une fonction uniforme ayant
»our seul point singulier « = o, et, dans le domaine de ce point,
I I g ) Gy )
les intégrales nommées fondamentales par M. Fuchs seront de la

1 . 3
forme o, («) et= —=w, (), ol o (u) et o, (w) représentent des
) A { 7 )
séries qui procédent suivant les puissances ascendantes enticres el

positives de la variable.

XXIX.

Ce sont ces helles et importantes découvertes de M. Fuchs dans
la théorie générale des équations différentielles linéaires qui per-
mettent ainsi d’obtenir les conditions nécessaires et suffisantes
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. e ; ' i idé :

pour que Iintégrale compléte de I'équation considérée soit une

fonction uniforme de la variable. Il n’est pas inutile, a I'égard de

ces conditions, de remarquer qu’elles se conservent, comme on le
vérifie aisément, dans les transformées auxquelles conduit la substi-
tution y» = ze~*, a savoir

&'— 20+ fw)]a'+

= a f(iw)

£(w)]z =o0.

J'observe encore qu’on peut supposer doublement périodiques les
fonctions f(w) et g(w), en convenant que les quantités 1= o,
=y W=y o .0 a1 iem cle représenter tous leurs poles, dési-
gneront seulement ceux de ces poles qui sont a intérieur du rec-

tangle des périodes. Soit done, en nous placant dans ce cas,

j'(u»: L’,

g(u),—.g,

P

ou bien, d’apres la remarque qui vient d’étre faite,

f(u) —-,')v:(f-‘—v,

glw)=

4élant une constante
de sorte qu’on ait

) = ]l;'(lz /) ) _[l’(u) T 0'(a) PROLC))
(w H (w) © (@) " (-J(b)’

¢l par conséquent, d’apres les formules connues,

sna snb
snesn(u—a) snuwsniu—2>b)

Slu) =

Gela étan, il est clair quon peul écrire, avec trois indéterminées,

[RERGH

)= Asna a3 Bsnd gl
snusn(w—a)  snwsn(u—b)
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et nous lirerons sur-le-champ de ces expressions les valeurs sui-

vantes :
ena dna enb dnd
Lo Giw ol
G=—A—B,
cnadna snb
e sna snasn(a—0b)
L 1 Bsnb
A sn
S \c'l:l;"a “snasn(a—b) G

Or la condition
La= ga(fa— &a)
conduit &
snb(A—B)
snasn(a-—b)

le second péle « = b donne semblablement

sna(B—A)

-B2— C=o,
snbsn(b—a)

et Pon conclut enfin de I'équation F 4 G = o

cnadna ol cnbdnb

e +A+B=o.
sna i snb R %

Je remarque immédiatement que cette derniére relation n'est
point distincte des deux autres et qu'elle en résulte en les retran-
chant membre a membre et divisant par A — B. En employant
avec la premiére, nous trouvons, par I’é¢limination de B,

snb sn?a — sn%b
snesn(a—0b) snlasni(a—b)

[ snb B
[J\ " snasn(a—b)

Remplacant désormais C par

A2—2A + C=o,

ou encore

+ C=o.

(a—0b)

— ' _ (2, on voit qu’onaura
sn2(a—b) '

snb
= +C
& snasn(a—b) 2
et par conséquent
sn
B e — @,

snbsn(b—a)
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Telles sont done, exprimées au moyen de la nouvelle indéter-
minée G, les valeurs tres simples des constantes A et B pour
lesquelles, d’aprés les principes de M. Fuchs, I'intégrale compléte
de I'équation

2 sna - snb b
T snwsn(u—a)  snusn(u—b) Y
i Asna ; Bsnb i 1
snwsn(u—a) 5\\1ts:x(zt~l;)'=-m-—7&)_

Jy:ﬂ

est une fonction uniforme de la variable avec le seul pole u=o.

Nous sommes assurés de plus, par une proposition générale de
M. Picard (Comptes rendus du 21 juillet 1859, p. 140, et du
19 Janvier 1880, p. 128), que cette intégrale s’exprime dés lors par
deux fonctions périodiques de seconde espece. Sidone on restitue,
en faisant la substitution y = z¢“, une constante arbitraire dont il
a été disposé pour simplifier les calculs, il est certain que la nou-
velle équation différentielle contiendra, comme cas particuliers,
toutes celles dont il a été précédemment question. Cest, en effet,
ce que je ferai bientdt voir; mais je veux auparavant obtenir une
confirmation de I'important théoréme du jeune géométre en effec—
want directement I'intégration de cette équation et donner ainsi,
avant ’aborder des.cas plus généraux, un nouvel exemple du pro-
cédé déja employé pour I'équation de Lamé dans le cas le plus
simple de n = 1.

XXX,

Considérons la fonction doublement périodique de seconde
espéce la plus générale, admettant pour seul pole «= o, 4 savoir

©)(w)

_ H(0)6(utw) [’
AL o() H(w)

et proposons-nous de déterminer etk de telle sorte qu’elle soit
une solution de I’équation proposée. Soit, a cet effet, D(u) le
résultat de la substitution de f(«) dans son premier membre. Les
coefficients de I'équation ayant pour périodes 2K et 2 /K’ on voit
que cette quantité est une fonction de seconde espece, ayant les
némes multiplicateurs que /(u), qui pourra, par conséquent, rem-
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pliv & son égard le réle d’élément simple. On voil aussi que les
poles de @ (u) sont = a, u="b, u=o, les deux premiers repré-
sentant des infinis simples et le troisi¢me un infini triple. Nous
aurons (lOllC

P(w)=A flu—a)+B flu—b)+ € fu)+ € f'(w) + € f(u),
et la condition @ () = o entraine ces cing équations
Si=w, =, @ = o, (' = o), €= o,

qu'il est aisé de former, comme on va voir.

Nous avons pour cela & décomposer en éléments simples les
produits de /(u) et #/(u) par deux quantités de la méme forme
sn p
snw sn(u—p) : 4
développements de ces produits, d’abord suivant les puissances de

, ¢est-d-dire i chercher les parties principales des

u, puis, en posant u=p - ¢, suivant les puissances de ¢. Oril
résulte de 'expression de f(u) qu'on a

Jlw) = 7K'+ w) ek,
7.(w) désignant la fonction considérée au paragraphe V, page 277,
el par conséquent

)= Syl (/I."! sn2wi— -
2 e B ;

[ 5 AR H=E
= — +h+4+ - (N—A?snlw +
w 2

On trouve ensuite

sn® p 3

snusn(u—p) B u sn p

sn p 1 cnp dnp ( 0 1+ A2

el sans nouveau calcul, en remplacant « par —e,

snp [ ewpanp  fow
¢ snp sn*p

Ces développements nous donnent les formules

snp. s e i an (s rn/ulnp) e i)
snwsn(u [})J (@)= 7PN =) (/ snp S Sl

,uu-lﬁ)f[u)

(p)f(w—p)— E (ﬂ

S0 p

p S Y (R, T k2sn2o —
snuwsn(u—p)

)
fi(w)= sutp
_cnp dn/'f'(l'H ;‘/u(u)’

snp
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el I'on en conclut, en faisant successsivement P =a,m=0, log

expressions cherchées

A=A fla)— f'(a),

fi

€

=B f(b) — f'(b),

¢

AT

sn*e

cenadna

sna

snth

enb dnb

snb

L ()‘ . S dna) i (}\ =
sna

— k?sn2ew —

cenbdnd

snb

O, S, —+ 1+ K2,

¢=

Cesrésultats obtenus, nous observons d’abord que (o} s’évanouit,
daprés une des relations trouvées entre A et B; J'ajoute que
I'équation €—=0 est une conséquence des deux premicéres;

par conséquent, les cinq conditions se réduisent, comme il est
nécessaire, & deux seulement, qui serviront i déterminer et ).
Nous recourrons, pour I'établir, i la transformation suivante de la
valeur de €. Soit, pour abréger I’écriture,

o <)\_C+cnbdnl;>(>\ +C+Cl,ad‘"”'),

snb sna
enbdnd) ena dna
H=(A—C+ —— + G+ — ) ;
( o snb ) (B Byt sna 2

on a identiquement

= G Mo (A =@ =€) — 2P
I 1 1
n2(a—0b) snla  snfa

+ I

et plus simplement déja

GG Moyt L E e
sn*a snzbh

les valeurs de A et B que je rappelle

snb sna
. cos 6 hae S
suasn(a—b)ﬂ_c’ 2 snbsn(b—a) ¢

donnant

(A—GC)(B+C)=—

1
sn'l(a—-b)‘
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Nous obtenons ensuile, en faisant usage de ces expressions,

snb sna

nbdnb o
T :H_-n()su(l)—u) d

cnadna l

snasn(a—b) sna

1 1 snbenadna snacnddnb) ena dneacenddnh
—— == < . = 5 =+ .
snz(a—0b) sn(a—b/( snza snzb ) snasnb
On a d’ailleurs

1 snbenadne  snaenbdnb) —

sn(a—b) sn?a@ snb
snacnbdnb—+snbenadna sn?bena dna—sndacnb <lnb‘)
3 sn2a —sn%b snasn%b

snZa 4 snzh

snasn*b

enadnacnbdnb
snasnb

et la valeur de H qui en résulte, a savoir
L I
snz(a — b)

H=—

sn*a

donne cette nouvelle réduction

1
swt(a—20)

C=G

9 6P
(lest maintenant qu'il est nécessaire d’introduire les condi-
f(a) L8

fla)’ 7(%)
moyen des valeurs de A, de B et de I’expression

tions X =o, B =0, c’est-a-dire A v, au

Hi(z) 0'(w)

Jie) | GEaE @)
f(=z) O(z+w)

=—/krsnzsnwsn (@ + w) —

on en tire

5 snb
bkt iasn(a@— b)

cnadna
————— + k2snasnwsn(a+ w),

a

sna
~ snbsn(b-—a)

cnbdnb
+ ——— +

2snbsnwsn(b+w).
snb

Cela étant, une réduction qui se présente facilement donne

nbdnb sna
N @lon ZOED S L e ene @06 5@,
snb snbsn(a—0b)
nadna sn b 5
et - 4+ [*snbsnwsn(b+ w),
SN snasn(b—a)
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elnous pouvons écrire en conséquence

sna
S [:snbsn(aﬁb)

+K2snasnwsn(a + m)]

snb - 7
> oG —a) K2 snbsnwsn( b+ (-))J 5

Je considérerar cette expression comme une fonetion double-
ment pério(lique de w, ayant pour infinis sumples o = K/ —- a,
iK'— b, et pour infini double w = iK'. Elle présente cette
circonstance que les résidus qui correspondent aux infinis simples
sont nuls. En effet, des deux facteurs dont elle se compose, le
premier s'évanouit en faisant o = iK' — b, et le second pour
o=iK' —a Il en résulte que le

(0}

idu relatif au troisiéme
pole © = /K" est également nul, de sorte qu'en décomposant en
¢léments simples on obtient

o' (w)
29 ()

G =—D

~+ const. = A2 sn2w —+ const.

Posons, afin de déterminer la constante, = o; nous trouve-
rons finalement

et de li résulte, comme il importait essentiellement de le démon-
wer, que léquation € —=o est une conséquence des rela-
tions X =0 et B =o.

XXXI.

La détermination des constantes w et % s'effectue au moyen des
deux équations

sn b

cnadna
snasn(a—b)

rA—C=

= [EFsnasnwsn(a -+ w),

sna

sna
snbsn(b—a)

A+C=

snbsnwsn(b—+ w),

que nous avons maintenant i traiter. En les retranchant et apres
une réduction qui s'offre facilement, elles donnent d’abord
k2snw[snbsn(b+w) —snasn(a+ )]

snacnadna <+snbenbdnb
sn2a — sn*b

—2

—2C =o,
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¢t nous démontrerons immédiatement, le premier membre étant
une fonction doublement périodique, qu'on n'aura, dans le
rectangle des périodes 2K et 2/K’, que deux valeurs pour I'in-
connue. En effet, la fonction, qui au premier abord parait avoir
les trois poles © =K' — a, v = iK' — b, o =K', ne posstde
en réalité que les deux premiers, le résidu relatif au troisieme,
qui est un infini simple, étant nul, comme on le vérifie aisément,
Ce point établi, nous donnerons, pour éviter des longueurs de
caleul, une autre forme a l'équation, en employant I'identité

suivante

snbsn(b+ w)—snasn(a—+ w)

=sn(b—a)sn(a+ b+ o)[1— snasnbsn(a—+ w)sn(b +w)l

i laquelle je m’arréte un moment. Elle est la conséquence immé-
diate de la relation mémorable obtenue par Jacobi, dans un
article intitulé : Formulee nove in theoria transcendentium
ellipticarum fundamentales (Journal de Crelle, t. XV, p. 201,

et Gesammelte Werke, . T, p. 337), & savoir

E(u) -+ E(a)+E(b) — E(w+a-+ )
2on(w+a)sn(u—+bysn(a—+b)[1—A*snwsnasnbsn(u+a+b).

Qu’on change en effet @ en — @, puis « en @ + o, on aura
E(a+w)—E(a)+E(b)—E(b+w)

—=/k2snwsn(b—a)sn(a+b—+w)[1 —k2snasndsn(a+w)sn(b+uw)]
et il suffit de remarquer que le premier membre, ¢lant la diffé-
rence des quantités

E(a - w)— E(a) — B(w),  E(8-+w)— B(b) — E(w),
peut étre remplacé par
krsnw[snbsn(b+ w)—snasn(a+w)]

On y parvient encore d’une autre maniére au moyen de la
relation précédemment démontrée

= e L <n g
€= [snb. ((L_b)—,—/ sna snwsn(a Hu)J

snb 2 i 1
e B LR = frenlew — b
[s"aw“]i(’) + k snbsnwsn({;+w}J k2 sn?w PP
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car on en tire

snbsn(a+ w)—snasn(b -+ w)
:snwsn(b-a)[l—/-‘"snasnbsn(n+m)sn(b+m)|,

cequi donne la formule proposée en changeanta en —a, 6 en —p
5

elwen w—+a—+b.

a+b

Cela posé, soit v=w + E

5 faisons aussi, pour abré-
a+b a—b
5 . © =l s nousitrouverons, par cette formule,

ger, o =

snwfsnbsn(b+w)—snasn(a+w)]
=—sn28sn(v~+)sn(v—a)
X [1— A2 sn(a + B)sn(a— B)sn(v-+ B)sn(v—8)].

Or, on voit que le second membre devient ainsi une fonction
rationnelle d.e sn*u; on peut, en outre, supprimer au numérateur
et au dénominateur le facteur 1 — A2sn%vsn2z. de sorte quil se
I3 T 3 5 i
réduit a expression

snaf(r—A2sn*8) (sn%u — sn2a)

(1 —

nfasn3f) (1 — k2sn?ysn2B)
Remarquant encore qu'on a

%) 6
sn2f(—k2snf) =osnBenBdng,

nous poserons, pour simplifier 'écriture,

— k2 sn2zsn2B /
el % sn2z sn ‘u‘ snucnatlna—-‘\l\/)cnbtlnb+ A\

TR S
KEsnBen Bdnp snta—snth

et I'équation en snu sera simplement

Sn%u — sn¥g

On en tire

onty — N2 dn28L,
1 snzBL

et, si lon fait

£=(sn*z— L) (cn2a +dn2BL) (dn2e + A2 cn28L) (1—k2sn2(L)
ces valeurs donnent
snvcnv dny = —\/J.V‘
(1— /A2 sn2BL)2
H. — 1II.

-
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Nous ferons usage de celte expression pour le caleul deJ, qui
nous reste a déterminer. A cet effet je reprends, pour les ajouter

membre 2 membre, les équations

snb cna dna 3
AeC=— >— 4 ?snasnwsi(a+ w),
snasn(a—b) sna
5 sna cnbdnb
A+ C= —— —— —fk2snbsnwsn(b+w),

snbsn([)—r—u).’- snb

et jlobtiens, comme on le voit facilement,

ol = A2[snasn sn(a -+ o)+ snbsnwsn(b - o),

ou bien encore
sn(a+ P)sn(v—a)sn(v+ 8)

~-sn(x—@)sn(v—a)sn(v—8)].

Maintenant, un calcul sans difficulté donne en premier lieu
I'expression

2 sna ona dnzisn?v —sn?@)

2sn2o sn24) (1— k2sn2asnf)

(1— £k

Jzsnveny dnu(sn®l—sn?a)

sn?usn?a) (1 — A2 snZusn2f)”

on en conclut ensuite la valeur cherchée, a savoir

snaenadnafsna —sn26 — (1 — nt)L]
O — i sn?asn@) [1— k2snta+ k2(sn?a—sn2(3)L]
l."—‘(:’u?[i—ﬂ\l'l,)\/f
o (1 — kEsn?a sn2f) [ — K? snba —+ k2 (sn?u— sn2f3) L]

Cette expression devient illusoire lorsqu’on suppose d'abord
1 — fi2sn2asn? B = o, ¢'est-a-dire
a0 =a=7K,

ou bien
e i) = A,

uis en faisant
P
r— 2 snba - k2(sn2e—sn2B)L = o.
La premiére condition, ayant pour effet de rendre infinis les

coefficients de 1%6quation différentielle, doit étre Geartée; maisla
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seconde appelle L'attention, et je m'y arvéterai un moment, afin
d’obtenir la nouvelle forme i e 2

o analytique que prend I'intégrale dans
ce cas singulier.

XXXIIL.

Remarquons en premier lieu que cette condition se trouve en
posant

1
L~ Ksn?a’

T e = -
cest-d-dire v = o 4 7K/, et donne par conséquent w = iK’. Cela
élant, je fais dans la solution de l'intégrale, qui est représentée
par la formule

. Ow
Ol e["_ e

T(u) o =iK'+t¢,

¢ étant infiniment petit, et je développe suivant les puissances

2. - o 0/ (w)
croissant e ] = 1 ¢
roissantes de ¢ la différence A o Or, Iexpression précé-

demment employée

2h=k[snasnwsn(@+ ) +snbsnwsn(b + w)]

donne facilement

cnadna  cnbdnb
2sna 2snb

1
B

ous avons d’ailleurs

ey LY
0 (w)  H(

¢t lon conclut, pour ¢ = o, la limite finie

N Of(w)  im cnadna  enbdnb

8 (w) ~ oK 2sna

(2e+iK)

Remplagant donc O (w+iK') par (H(w)e on voit qu’au
licu de la fonction doublement périodique de seconde espéce

enadna cnbdnb
- ) u

nous obtenons I'exponentielle e—( 2 2snb

n : p , qui devient
0y . ‘o .
s une des solutions de I'équation différentielle. Nous par-
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venons a l'autre solution en employant, au lieu de v =a + K/
la valeur égale et de signe contraire v= —«—¢K'; d'ott I'on
tire o= — 20 — iK'—=—a — b — K/, et par conséquent

sna -+ sn?b Gy Hi(a-+0)
= Ssn(a -+ b)snasnb’ O(w)  H(a+b)

Des réductions qui s’offrent d'elles-rhémes en employant la
formule

W(a-b) H(a)  H(b) anb _ cnbdnb
Hi(@=0)  H (a)+ll(b)_sna5n(a—r-l'/» snd

donnent ensuite

., 0(w) H(a) W(b) cnadna enbdnb o

= el(@) H(a)  H®©)

\
La seconde intégrale devient donc

CH'(a) W enadna _cenbdnd
H(zx—a—28) CLWJ =y = S = S v
H(w)

et Pon voit que, pour le cas singulier considéré, la solution géné-
rale est représentée par la relation suivanle,

cnadna  enbdnb\ (o — @ —B) LI M o
yc( Fena no ) =@ = i) L@ Ilhl
XXXIIL.

Un dernier point me reste maintenant & Lraiter; j'ai encore &
montrer comment les équations différentielles obtenues aux para-
graphes XVII et X VIII se tirent comme cas particulier de I'équa-
tion que nous venons de considérer, ou plutot de celle qui en

résulte silon change w en w -+ K/, & savoir

¥'—[k2snusnasn(u—a)+ k2snwsndsn(u—b)ly

! 2
—+ [A k2 snwsna sn (e—a)-+ B2 snwsnb sn(u—>b)—+ SR =0 C-] y=o

Je me fonde, a cet effet , sur ce que les deux déterminations de

@

g - b 5 A ; 3
la quantité v= o + T peuvent étre supposées égales et de

signes contraires, de sorte que, en désignant par w et ® les valeurs
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correspondantes de w, on a la condition « +o'=—a—0
Qu'on se reporte maintenant aux expr i

graphe XXV (p. 337) :

essions données au para-

. « X
X GCOs(we -:.-a)c—;n,,mgo,,.o,.,.* EL‘M {,—’n,mso,,,o, :
0o (w) () e 5
; u
= GOt a) =Znaiest.l, o G0 c(w—a) Fvaosh,0,,
0g(ew) W 5
: il :
Xy st a) S Palotibins Q0 o(ue @) Epaiosto,
T Oy (we) & e

On voit aisément que les quantilés qui Jouent le role des con-
stantes o et o’ ont pour somme, successivement, K - 7K/ KK
t ) oK KL

i ; A A
Clest, en effet, la conséquence des relations déja remarquées

in =
T (ui K
K B

05(2+ iK' )=c 0,_c(w)e °F

Os( + K) = :

" 00 (w),
in 2
s 5 T ) = Gl B
Dapres cela, je ferai successivement « - b=K + K/ ;K. K :
. = : ¢ ) G K
Je poseral en outre, en changeant d’inconnue dans ces diyvers cas

B

u

. 3 Dalezena ,,f_:nn|og_<,,,,

Gy =5E 3 sle 2 ze
ez

— 5 Dalogdna

Olt, en considérant, pour abréger, seulement le premier
voici le calcul et le résultat auquel il conduit. La cond
posée b = K + /K’ — & donne d’abord

de ces cas,
ition sup-

dn(u -+ a)
ken(uw—+a)

dnoa
kenza’

sn(z—b)=— 5 o= ) =—

et nous obtenor P 'mé = 3 o .
1S, pour la transformée en Gy I’cquauon suivante :

0 (f;fsnu snasn (e —q)y— Nediedn(era)  snadna],
enacn(u -+ a) cna 2

+ [Pk s e sne dna dn(u + a) 3
[ nusnasn(w (l)*Q__\”";RJ“:OY

cne en(u—+a)

ol Jai fait, pour abréger,

Pp_Shadna = H— snadna

= SNia dn2 e
2Ccna 2 Cne e o= o

I
s

jcnta
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Soit maintenant

P =cn(u+ a)(1—Ak2sntusn?a)=cnacnu—sna dnasnwdnu;

on trouvera d’abord que le coefficient de 2’ est simplement
P
D, logP = T—ﬁ

5 . (23 5
Représentons ensuite par 3 le coefficient de 5 ; au moyen de la
formule élémentaire,
snucenuwdna —dnuwsnacna
sn(u—a)en(u-a)= — =
1— k2sn2usn*a

nous obtiendrons
@ =Pk*snusna(snwenudna—dnusnacna)
Qsl\ wdna
ena
-+ R(cnucna —snudnusnadna),

(dnwdna@ — A snucnusnacna)

ou bien, en réunissant les termes semblables,

@ = (P+Q)k2snadnasn?ucnu
dn2a
cna

— (Pk’sn’acnu—e— Q - Rsnadna) snudnw—+ Renacnu.

snadna
ME2. cette nouvelle forme de la
2¢na

constante donnera, aprés quelques réductions,

Soit maintenant C =206 —

@ =—Fk2cnasntucnu

-+ [sna(lna82+cna(:—z/\"‘sn’a)ﬁ

k2 cn2oa
+ k2 snda@dna — ————— snadna |snudnu
dn?2a
s N kcn’2a
— | cnad— snadnad — —————cna|cnu.
dn22a

Or, en faisant successivement & = 0, puis @ =K, on tire de la
les équations
enuz'— D, enuz' — [k2sn?ucnu — snudnud + (82 —k2)enu]z =o,

snw dnwz’— D, snzdnws' — [enud +snudnwd?]s = o;

ce sont précisément les relations en X, et Y, des paragraphes
XXV et XXVI, en supposant dans la premiére 5=23, et dans la

seconde 8 = — 3.
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XXXIV.

Les fonctions doublement périodiques de seconde espéce avec
un pole simple, qu'on pourrait nommer wnipolaires, douneni
comme nous 'avons vu, la solution découverte par Jam;hi du pro—l
bleme de la rotation d’un corps autour d’un point fixe, lorsqu’il
'y a pas de forces accélératrices. Ces mémes quunliu’z; s’oi["}"s‘nl
encore dans une autre question méczmique importamc, la rccherc,he
de la figure d’¢quilibre d’un ressort soumis i des forces quel-
conques, que je vais traiter succinctement. On sait que Bilicl a
réussi le premier & ramener aux quadratures I'expression des
coordonnées de I'élastique, dans le cas le plus général ot la courbe
est a double courbure (Comptes rendus, 1. XVIII, p- 1115, et
t. XIX;, p. .l). S'on analyse et ses résultats ont é1é imm(:diﬂlcm!cnl
l??auvcnup simplifiés par Wantzel (1), et J'adopterai la marche de
I'éminent %;éométre en me proposant de conduire la question 4 son
terme et d’obtenir explicitement les coordonnées de la courbe en
fonction de I'arc. Mais d’abord je crois devoir considérer le cas
|i.ﬂl‘liC||]:i(’,l‘ ol I'élastique est supposée plane et ot I'on a, en dé-
signant I'are par s (Mécanique de Poisson, t. I, p- 608),

202 d.
ds = =2

\/4’0'—(‘).(11‘—1:’!;'-"

Soit alors

@

a—yaci+at/T— X3, e L (G

on obtient facilement
b WD SIS
V= X%) (1= 2X%)

dsi—

s — s,

de sorte quon re X = ¢
[ peut prendre X = sn ), 3o €lant une cons-

rablede faire X = sn (S—_—S”+K);

ante arbitraire. Mais il est pré

(‘;;M\\ ANTZ '1.,. enlevé a la Seience par une mort prématurée a I'age de 37 ans
en 1840, a laissé d’excellents travaux, parmi lesquels un Mémoire me! n7 t
:’,u?arqunh!e. sur les nombres incommensurables, publi¢ dans le Jour‘rz(:;mu[l‘e
de]zlc:l: I’letj‘cluuquc;, t. XV, p. 151, et une Note surl'intégration des équations

ourbe Clastique a double courbure (Comptes rendus, t. XVIII, P 1197)-
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nous parviendrons ainsi a des expressions mieux appropriées au
cas important qui a éLé considéré par Poisson, ou ¢ est supposé
une ligne dont la longueur est trés grande par rapport a a, seta.

En premier lieu, les formules

SN 3

on(zs+ K)=—4X

donnent, pour I'abscis

La valeur de 'ordonnée, & savoir

202y :"‘n(-:_aa' —a2)ds :./‘Lﬂ_ (22 + a®) cn? —+ !\)l ds,

s'obtient ensuite immédiatement en employant la relation

/‘;lc'lm\'l(: + K)ds = k25 + D;log Al(3)s.

Or ces formules conduisent comme il suit aux développements
de 2 et y suivant les puissances décroissantes de c. Jemploie i cet

eflet la série

sn 3

dns

nant par F, (k) le coefficient de z24+1

el ie remarque ([u’cn dési

on a la relation suivante :

qui est un polynome de degré n en

B (K'Y = (—1)» En(k):

Nous en concluons facilement pour 7 pair ]'ex])rcxsl()n

P (k) = o+ 2 (Fk' 2o oty (RR Y=oy (R,

et pour 2 impair

Fo (k) = (k2— £2) [Bo+ Br(Al )2+ .= By y (RK)=

Cela étant, les formules

av

1o 1
fekir =t — ——
AT R
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montrent que le terme général I7, (l)s2ast, quiestde 'ordre

lorsqu’on remplace 5 par — > devient, si I'on suppose n impair,
I'ordre ——- Nous pour lonc éeri oli Ld
del'ordre 7= Nous pourrons donc écrire, en négligeant o5 dans

la parenthese,

5

& =a -+

7&,)*7(57\-0;]

12¢% Goct

X . — a+
Remplagons enfinle facteur

7 .
Vi PRV e ) (T RO =
G par (—g=» etprenonss, =

il viendra, avec le méme ordre d’approximation,

s—a_, : e
=5 — ——[3(s—a)—10a2(s — ay+i5as].
120C* Y

Le développement de ¢2y résulte ensuite de I'équation

3 Bl
R (o — (= 2

5.7.9

/’ k2en?(s+ K)ds =
<o

s—a
mettant

au lieu de 5 et déterminant la constante amenée par
l'intégration de maniére qu'on ait y =o pour s =a, on en tire,
par un calcul facile,

st+2ad  (s—a)

[B(s —a) —15a2(s —a)+35at].

Le second membre, dans cette expression de I'ordonnée, est exact
A 1 7

aux termes prées de lordre S comme la valeur trouvée pour

Iabscisse.

XX

o

Les équations différenticlles de Iélastique, dans le cas le plus
général ot la courbe est a double courbure, se raménent par un
choix convenable de coordonnées, comme I'a remarqué Wantzel,
la forme suivante,
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ouz', ¥, 5, &, y", 5" désignent les dérivées par rapport & l'arc §
dex, y, z eta, B, v des constantes dont les deux premiéres sont
essentiellement positives.

Cela étant, jlobservai en premicr licu que, si on les ajoute aprés
les avoir multiplies respectivement, d’abord par &', 5, &', puis
par @', 5", 5, on obtient

a( &2 + p? + 52 )+ B(@’y —@y )+ 75 =0,
a(d'a’+y' ¥+ &5) + Ba’y —xy’) +ys"=o
Or la premiére de ces relations donne, par la différentiation,

sa(@ @+ y' "+ 55 )+ P’y — ay") 5 =05

nous avons donc

z'a’+y y+32"=o,
d’ot

2’ + "2+ z'2 = const.,
et I'on voit que, en prenantla constante égale a I'unité, on satisfera
a la condition que larc s soit, comme on I'a admis, la variable in-
dépendante.

Cela posé, et aprés avoir écrit les équations précédentes de cette

maniére,

Blay'—a'y) =75 +a  Blay'—2'y)=1z,

Jen déduis
B[(ay' — @' y)s'— (wy'—a"y)&] = as’;
mais le premier membre, étant écrit ainsi,
Bl(y s"—y's)e +(5'a — SNzl
se réduit a
Bl(2a'+ By)z +(2y'= p2)y] = 2p(az +0),

de sorte que nous avons

B(az'+yy") = &,
puis par lintégration, en désignant par 3 une constante arbi-

traire, o
B(a2+ ) =2(5'—9)-
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Soit maintenant &' = {; nous remplacerons le systeme des équa- f

tions & intégrer par celles-ci,

Blaity) =2(C—3),
Blaz'+ yy') =,
P+ ylr= 1 —

)

4 2L

Blay'—a'y)

Or 'identité

(@2 +y2) (224 5%) = (22 + yy' )2+ (2’ — 2 y )2

donne en premier lieu

Cr=2B(L—=0) (1=8) — (v +a)?, H

et I'on trouve ensuite facilement

&'+ iy

_ Gri(rE -t a)),
=8y |

ces résultats obtenus, les expressions des coordonnées en fonction ot
de l'arc s’en déduisent comme il suit.
Soient &, b, c les racines de I’équation 1

2B =8 =) — (yi+ )2 =0

)

de sorte qu’on ait

§2=—af(L—a)(L—6)({—ec)

Désignons aussi par &, une des valeurs de {, qu’on doit, d’apresla
condition 2 4 y/* + 2 =1, supposer comprise entre 41 et — 1. pfiid
Le facteur 8 étant positif, comme nous I'avons dit, le polynome |

2f(C—a) (£ — &) (L — ¢) sera négatif en faisant {=&,. Mais il
prend pour §= -1 et L= —1 les valeurs positives (y -+ «)*
et (Y —a)*; par conséquent, les racines a, b, ¢ sont réelles, et, si
on les suppose rangées par ordre décroissant de grandeur, @ sera
compris entre + 1 et Gy, b entre &, et — 1, et ¢ entre — 1 et — oo,
Remarquons aussi que, ayant pour s = & un résultat positif, il est
nécessaire que cette constante 3 soit supérieure & @ ou comprise
entve b et ¢. Mais la relation #* + y* = 2 ({ — 8) montre que la
seconde hypothése est seule possible, car dans la premiere 22 + 52
senait négatif. Cela posé, puisque { a pour limites @ et b, nous




