OEUVRES DE CHARLES HERMITE.

XII.
JPaborde maintenant la détermination des six coefficients a, b,
¢, d, U, ¢ en introduisant les quantités
A =a—+id, B =b-ib, C=c-+1i,
et partant des relations suivantes:
Aa'+Bb'+ Ce'=o,
TN B O =,
quil est facile de démontrer. La premiére est une suile des éga-
lités
aa”+ bb" -+ ec"=o, aa’ +b'b'+c'c"=o,
et la seconde résulte de celles-ci =
a=0bd—c'b, a'=be—c'b, a'= be'—cb',
Qu’on prenne, en eflet, les valeurs de @ et &, on en déduira
a -+ ta'= (b'— ib)e"— b"(c'— ic),
ce qui revient bien 2 la relation énoncée. Cela posé, je fais usage
des équations de Poisson rappelées plus haut, et qui donnent
DiA=Br—Gg,  DB=Gp—Arn  D,C=Aq—Bp,
puis, en remplacant p, ¢, /- par ad, Y, v,
DA =Bo'y—CHB, DB =Caa—Acy, D:C=AVE—Bax

Mettons maintenant dans la premiére les expressions de BetC
en A, qu'on tire de nos deux relations, a savoir

on obliendra aisément

e @ :

ou bien encore A
DA _ a'Dia’~i(xa”—38)
A Deair iic e Uiy
A a’t—1
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ar un & 1 chanos res
e, par un simple changement de letires, on en conclut, sans nou-
veau caleul,

DiB _ §'Did"+ i(Bb"—28)
Biie = :

DGR CID e

i( "t — )
@ 4

=N
Ces formules seront plus simples si l'on fait
A=ac,  B=be, C=celr;

car il vient ainsi

I)_,_n o a'Dead”+ i(x— )
a a"—| 2
U;b _ 8'Db i(B—3)
Bt or— %
Dee  "De o'+ i(y—@)
c er—1 ¢

' s envi i
(Gela ¢lant, j'envisage la premiére, et pour un instant je pose

a'*— 1 =02, ce qui donnera

Dia _ aDja+i(a—3) 000 =0
R T T e e U
a us TR

On en conclut ensuite, en différentiant,

N2

Dia_ /Dia
=)

Dia  /Dga\2 (2—3)D
= Dia i /DanNz o
0 D ) 22 a3 %

puis encore, par 'élimination de M,
a

Dza_ Din  (a—2)
e

mais, comme conséquence de I'équation différentielle,
(Dea’)yr= (7 — )26 e"2= [3 — B — (a — B)a"2] [y — 3 ==t

ona la suivante :

0
== (DaE =

e —(@—a2— (@ —a) (B +1—2a)02— (f—a) (y —a)ut,
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5 s
qui peul s ccrire

— (e (=) (B 7 —22) (1) — (=) (y= D) (w).

Or on en lire, en différentiant et divisant ensuite les deux mem-

|

|

.. (Den)2—
l

\ bres par saD,a;
|

: s . Ao el e
Nous avons donc, aprés avoir remplacé a2 par a™ — 1,

Dia _(p—ay(y—t)—(6—0)(x— =) —2:(B—2)(1—2)a
a

c’est le résultat que j'avais en vue d’obtenir.

! XIII.

Deus voies s’ouyrent maintenant pour parvenir aux expressions
de A, B, C; voici d'abord la plus élémentaire. Revenant aux for-
mules

ik

a'b"'—ic"

B= A,

@R =

je remplace ', b, ¢ par les valeurs obtenues au paragraphe NI,
! page 293

cni dnw snw

§ i

o=

» s =
cnw cnw Lenw

et, au moyen des relations relatives a I'addition des argumenls.

jobtiens ces résullats :

b — 1 0 wenw dnw en(w—w)
a'b'—ic” _ snucnzdnw -snwcng g ;

at—\1 sn2 i — sn*w® sn(u—w)
a¢"+ib"  snwenwdno +snwenuwdnw ot

GE Z(sn%u —sniw) Esn(w— w)

de sorte que nous POllVDﬂS éerire

cn(uw—w) A @ A )
so(w—w) isn(u—w)
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Cela posé, Jenvisage I'expression

_ &b ia—8)  (y—B)e'blc"+ i(x—3)

=
et je fais le méme calcul, aprés avoir remplacé y — @ et & — 8 par
les valeurs suivantes :

L cne s o s dine
v—8=in— 4—0=in—
¢ snw dnw cno

qulon tire facilement des équations posées page 293

e

cnw

snw = L.\,/ -

=0

etde n=

[expression i laquelle nous parve-
n0n$ Ainsi,

D,a snuenudnw +snwenos dno
— =n

a sn? e —sn2w

nous offve une fonction doublement périodique, dont les périodes
sont 2K, 27K’ et quia deux poles, u=w, u= iK' Les résidus
correspondant & ces pﬁles élant + 1 et — 1, la (lécomposi\ion en
éléments simples donne immédiatement

snuenwdnz -+ snw enw dn o H(w—w) 0(u)

- C,
snu —sn2w H(e —w) CIV)

et la constante se détermine en faisant, par exemple, « —o0; on
obtient de cette maniére

H(w) cnodio  O(w)

H(w) S0, O(w)

Nous pouvons done écrire, aprés avoir pris pour vaviable
u=n(t— ),

Do H(u—w) 0(u) 6(w)
a  Huw—w) 0(x)  6(v)

ot, si'on désigne par Ne® une nouvelle constante a laquelle nous

donnons cette forme, parce qu’elle doit étre, en général, supposce

Illlﬂgini\il‘c, on aura *

H(w —
CIRZ)

a= New
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De cette formule résulte ensuite
[, G ] b,
A R U O) L.'_ CRRCTT)
0 (u)

ou plus simplement, én mettant y — ¢, au liew de v,

ia | Ow)]
H(u—w) c[:* Orw) ]"
——— )

O(w)

A =Net

et I’on en conclut immédiatement

(u—w) (e — o) [E+ B
en(u— w = Hi(e—o )
= —  — —A=yENev————e-
BS ) VENe o)
e Ow)
ey . O,
G = L A= /R Neiv C l'Juu,]

isn(u—w)

Des deux indéterminées Netv qui figurent dans ces expressions,la
derniére seule subsistera comme quantité arbitraire; N, qui est
réel et positif, se détermine comme nous allons le montrer.

XIV.

Je fais a cet effet, pour plus de simplicité, dans les expressions

précédentes,
: .
de ) o
n O(w)

en observant que cetle quantité ) est réelle, car ona v = (v, ainsi
que nous I'avons fait voir (p. 293). Cela étant, nous pouvons éerire

0(u— w) ity

SN o(u)

O(u—w) ei(hu+v)

B=‘/7(N o(w)

01— w) eithniv)
tO(u)

sn(u—w),

en(u—w),

»

C=ykN

et je remarque tout d’abord que ces formules permettent de véri-
fier facilement les conditions auxquelles doivent satisfaire les neuf
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coefficients a, &, ¢, .... En premier lieu, nous en déduisons

j 0 (u— w) efOu+y)
Ad'+Bb+Ce'= AN —°hk00—————
Ad'+BY @ ‘/_l —
><[—cnusn(u—w)+ dnwsnuen (e —w)—snw dnu|.
Orona

cnusn( —w) —dnwsnuen(iw — o) -+snwdnu = o,
cette équation étant I'une des relations fondamentales pour 1’ad-
12

dition des arguments [Jacosr, OFueres compleétes, v. 11, p. 325,
équation (16)], et nous obtenons ainsi

ad’+ bb"+ec' = o, bbb+ ¢'¢"= o,

Je remarque ensuile que la somme des carrés A2 + B2 4 C? s’éva-
nouit comme contenant en facteur sn2(u— ©)+cn?(u—w)—r1,
el nous en concluons

a4 b2+ 2= a4 b2 2, ad' + bb' +cc' = o.

Ayant d’ailleurs

" B cnu\? dnwsnw\* snwdnw\?
A+ =(— ) + (——— ) = (——
cnw cnw cnw
1—sn2x  (1—Asn2w)sn?w  (1— A?sn?w)sniow
cne cntow £ cn?w =

les six relations que nous avons en vue seront complétement vérifiées
dés que N sera déterminé de maniére a obtenir a® - b* +-c2 =1 ('),

(') Les équations
iA=Bc'— C¥’, iB=Ca'—Ac’, iC=Ab'— Ba,

dont la premicre a é1é employée précédemment, page 29f, et qui contiennent les
suivantes 3

c'a"—a'c’,

‘c'— b, b
be—c'b,

c=a'b'—ba,
c'=a"b—0"q,

e b= cla— dc,

fient aussi de la maniére la plus facile. Les relations auxquelles elles
conduisent, i savoir :

enw =cnuen(u—o)-+dnosnwsn(w—w),
cnu=cnwen(u —w)— dnwsnusn(uw—w),
dnwsnu = cnwsn (& —w) -+ snwdnuen(uw— o),

figurent, cn effet, dans le Tableau donné par Jacobi sous les n* 9, 10 et 11.
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Formons pour cela les carvés des modules de A, B, C; en remar-
quant que, par le changement de ¢ en™—i, o se change en—w, on

trouve immédiatement

at+a't= PNz QRO O(6) sn(u -+ w)sn(u—w),
o (u)

b2+ b2 = kN wcn(m ~ow)en(u—uw),
CHED)

B+ w) 0w —w)
' N2 o
-+ ¢ kD B2 (w) 5

d’ou, en ajoutant membre & membre,

\,,@(u+m)(‘)(uftu)

sn () sn(uw—w)+cen(u-4w)en(u—w)+if.
o CA GRS )

I'ormons enfin les trois produits
(b—ib)(c+ic'), (c—ic')(a+ i), (a—ia)(b+ib");
nous lrouverons

. e ©(0)H,(0)H, (&+0)d(u—2¢
(b—ib)(c+ic)=— ’W

N e (o) H (o) 8l w)H (= v)

ot anis T (@) 0% () o

5 e 8(0)8,(0)H (- w)H, (& —w)

= b+ = il 1 ).

(e=a) (=00 HE ()07 () B
or les relations élémentaires

© (0) U, (0)H, (1t +0) & (1t —w) = — H(w) ©,(w) H (21) &, () -+H, () 6 () &)1 (u),
0, (0) U, (0) © (4 w) H (1t—w) =— H(w) O (w) H, () 8, (1) -, (w) 6 (w) O (u) H (1),
0 (0) 0, () H (u+w)H (t—0)= 6(x)8(w)H (u)H, () H (o) H,(w)6)8,w)

conduisent facilement a ees égalilés

(b—ib')(c+ic')=— b"c’+ ia
(¢ —ic')(a+ ia)y=—c"a"+ ib",
(a—ia" )(b+ib')=—a"b"+ ic";

d’ott I'on tire ce nouveau systéme de conditions :

b+ b'c"+b'¢" =0,

ca-ca+ c'a =o,

ab+ab +a'b'=o,
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Or les formules élémentaires

snu — sn20

sn(u+w)sn(u—w)= e
{—Kk?sn?usnw

cn®e = cn2om

cn(w-+w)en(v—w)=—r4 ——T ==
1 — kfsn?usnto
donnent
2
sn(u+o)sn(w—w)+en(e-+w)en(t—ov) =1 = ——200
I

— k*sn?wsn?w’

on a d'ailleurs

02(0) O(1 + w)O (1 —
0 (w)0(w)

=1—Ak*sn%usnw;

nous obtenons done
2(w) enw
0%(0)

et par conséquent, apres une réduction facile,

. 8i(0)
N Iy

On en conclut les résultats de Jacobi, que nous gardons sous la
fOl'JHl! suivante :
o ) — iOhe+v)
LS (o) H (2 — w)el "+4,
Hy(w)o(u)
0 (o) Hy(u — w) efuiw)

b+ =
: Hy(w)0(uw) $
et ier = Hil0) Blu— w)eiiurn
tHy(w)0(uw)

etilne nous reste plus qu’a y joindre les expressions des vitesses
de l"OLEIlEUn autour des axes fixes Oz, Oy, Oz,
Ces quantités, que je désignerai par ¢, o/, o', ont pour valeurs
v=ap+bgtcur,
Y =d'p+bgacr,

o'=a'"p+blg+cr,

ouencore, en remplacant p, ¢, 7, par ad’, B4’ el

0= aa'a+ bV'R+ ey,
V= a0y,
O'= aa+ P4 My =3,
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Cela posé, soit ¢ + ¢v'= V3 nous pouvons écrire

V = Ada+ BB+ Ce'y,

et, si nous employons de nouveau les égalités

e A e

a"t—

on obtiendra la formule

3—1‘)!7‘ (y— bc"
Ve L1 s BAICACH) R
Q=1
Or, au moyen des relations
o snw dnw ; cnw
S—a=—in—— H=PEr e
cnw snw dnw

et des valeurs de o', 4", ¢, il vient

(3 —a)a"+ i(y—B)be . snwenwdnw—+snwcnwdnu
=—1in
T sn?w —snw

dn(u—uw),
sn(u—w)’

=—u

I’expression précédente de A nous donne donc immédiatement

Ve ' (0) 0; (1t — w) eithutv)
O COR

Voici maintenant la seconde méthode que j'ai annoncée pour
parvenir 4 la détermination des quantités A, B, C.

XV.
Je reprends I'équation différentielle du second ordre, obtenue
au paragraphe XII, page 290, & savoir:
Dia=[(B—2)(1—8) — (@—a)(y— )= 2(B—a) (y —«)e?]3,
et j’y joins les deux suivantes, qui s’en tirent par un changement
de lettres

Dy = [(y— B) (e —8) — (8= B)(«— B) —2(y — B) (= = B)8"1h,
DPo = [(a— 1) (B—28)— (8 — (B —1)—2(a—(E—1)oe
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SO 7 S DT & a U .
Cela pos¢, au moy en(‘les expr &{ssnous dea”, 0" ¢’, en fonclion de )
et de ces formules qu’on établit sans peine,

0Q N o sno
B—08=in——

cnwdnw’

3 5 snwdnw
b SO g O
enw g snw dng
2 ene dnw 1
B o 5 dnw
1 oL = 1in _snlu o “(—(;:lrl .‘,
Snw Cnw

nous ohtenons, par un calcul facile,

(5= 1) = 8)— (3= )y — &) —2(B—a) (1 — @)= 3 2 f2en 01— k2 K2 s0%cr],

(y—B)(x=0)—(8—P)(x—B)—2(y—B)(= — p)b"2= n?[—' SO e

on?w J

dn2es

.3—'3)—(6~<r)<@—~r)~-z(«—-n<_3—m"::nz[-z/.-:,..euﬁr_/‘ ' J

sn?oy

Prena ~ varl. 1 5
Prenant donc pour variable indépendante « au licu de ¢, on aura {

Dia = [2/k*sn?u —1— A2+ k2 snw |a
2 2 cn?
])Al):[z/{~sn’l(—l~/{*—. o A |
dn2ew | it
D?,c:[z/c?sn‘lur-—-lfi.:” —
snw |’ |

&:l nous nous trouvons, par conséquent, amenés a trois des (uatre
formes canoniques de I'équation de Lamé, qui ont été considérées
au paragraphe VI, page 280. La solution générile de ces équations
nous donne done, en désignant les constantes arbitraires par P
O, 1% % @ 18, ;

Qw Ot
e e B B o ol Ol : |
O(u) O(w) ¥

@fieo)
L oHilaro)e G
() = o(w) 2

"

)[||(1L~Lu;¢‘

b=Q

Wi Wi

2 "
A O(u—w) e 2R O(u+wle M
a(w) O(w) 2

etl'on en conclut, si on éerit, pour plus de simplicité, P, Q, R,
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LT y ;
... au lieu de Peixi, QefBt, Rett, ...,

ia O
i : LS ,.
N p AL =) IT" ow " pl (:*tu)ﬂl n m..,j ;
he O(w) (u)
LR
]“J ’ ”V(”+"’)6[741');:»\]"
BoQ 0w = Qo)
P iy W)
G - o we)
Czne(u—m)l‘lj"'m]" R 0 (u -—m)U‘u ll\unJ g

() 7 o(u)

Ia détermination des six conslanles qui entrent dans ces expres-
sions se fait trés facilement, comme on va le voir.

Je remarque, en premier liea, que nous pouvons poser
o (o) I I © () By L (o

= — 4+ —— =),

o) 2 @ o )

) désignant la quantité déja considérée au paragraphe NIV,

page 293. On a, en cffet,

oj(w)  O(w) _

SN CNw
= Ty e iy =— e

0 (w) O(w) dnw
H(w) 6(w) cnw dnw

— — = =D, log snw=
H(w) O(w) 2

snw

etles égalités précédentes sont vérifiées au moyen des relations

8 . enodno
AESHOION Y, s e D S
dnw

4 Snw
ue nous avons données plus haut. Une conséquence importante
a i n w4+ 4K, les fonc-

découle de la: clest qu'en ch:?ngezmt wen w4
H(u—w)e Hy(uw—w)ehit 8(u—w)elrt
tions e(u) 2 O(w) ’_ O(u) 3
multipliées par le méme facteur ¢'*% tandis que les quantités

se reproduisent

ip O i
" H, (e + ) c[ 7—(_):‘01]:1‘ O(u—+ m)e[ =
} O(w) o(u)

sont aflectées des facteurs

el
;:1\(7_ )
€ 9
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iell inégaux. Or on a ol s quotients 2
essentiellement mégaux. Or on a o blenu, pour les quotients 0

A

ne changeant point
quand on met « + 4K au lieu de w; il faut done que les facteurs
qui multiplient A, B, G, lorsqu’on remplace u par w + 4K, soient
les mémes, ce qui exige quion fasse P'=o, ()

(—i, des fonctions doublement périodiques,

=0, R'=o0. Ce
point établi, j’écris, en modifiant convenablement la forme des
constantes P, Q, R,

5p O —w) eihu

A B(a) sn (i — w),
01— w) eitu
iesiopddies DNGE e s T
Q o(u) en(u—w),
— o))
@ — RS(U w) e

)

O(u)

et j'emploie la condition A&’ + B4 - Ge'=o0, qui conduit a I'éga-
lité
—Penusn(ue—ow)+ Qdnwsnew on(u—w) — iR snwdny = o,
Or, en faisant « = 0 et « = w, on en déduit
P = @ = JRe

de sorte qu'on peut poser

P = kN e, Q = y/£N e,

ce qui nous donne les expressions de A, B, C obtenues au para-
graphe XIV, page 298. Le calcul s’achéve donc en déter

minant,
ainsi qu'on I'a fait plus haut, la valeur du facteur N.

XVI.

Les formules que nous venons d’établic ont été le sujet des tra-
vaux de plusieurs géometres; M. SomofF en a donné une démons-
tration dans un Mémoive du Journal de Crelle ('), peu différente

de celle de Jacobi, et qui repose aussi sur Uemploi des trois angles

(") Démonstration des formules de
la rotation d'un corps solide, t. XLII
H. — III.

M. Jacobi relatives a la théorie de
» P 95
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d’Euler. M. Brill, dans un excellent travail intitulé : Sul pro-
blema della rotazione dei corpi (Annali di Matematica,
série o, t. 11, p. 33), a employé le premier les équations diffé-
rentielles de Poisson et les quantités a + @', b= ib', ¢ + i’ dont
jhai fait usage, mais son analyse est entiérement différente de la
mienne. C’est a un autre point de vue que s’est placé M. Che-
lini (') en déduisant pour la premiére fois les conséquenc
Iytiques de la belle théorie de Poinsot, que son auteur ni personne
navait encore données d’une maniére aussi approfondie. Je men-
tionnerai enfin deux récents Mémoires de M. Siacei, professeurd
'Université de Turin, et dont Pauteur a bien voulu, dans Jalettre

suivante, m’indiquer les points les plus essentiels :

S ana-

« Turin, 24 décembre 1855,

» Poinsot, a la fin de son Mémoire sur la rotation des corps,
démontre que la section diamétrale de Dellipsoide central, déter-
minée par le plan parallele au couple d’impulsion, ason aire cons-
tante. Ce théoréme a élé le point de départ d’un Mémoire (%)
dont les résultats serattachent a la théorie des fonctions elliptiques
aussi bien qu’a la théorie de la rotation. Je me suis d'abord pro-
posé le probleme de déterminer le mouvement des axes de celle
seclion : pour abréger, je I'appellerai section invariable, et so
plan, plan ingariable. Une premiére solution du probleme est
suggérée par Phomothétie de la section invariable avec lindica-
trice de Dupin, relative a Pextrémité de P'axe instantané (pole).
La rotation d’un systeme de trois axes rectangulaires, dont les pre-
micrs coincident avec les axes de la section, n’est que la résultante
de deux rotations, 'une due au mouvement du pole surla poloide,
s axes, Py,

J’autre due au mouvement de I'ellipsoide. Soient, sur
P,, P, les composantes de la premiére vitesse angulaire; ny, iy
my celles de la seconde. La résultante se composera de P, +m,
P, -+ my, Py 4 my; et, comme le pole reste sur un plan, on aura

(1) Py+m;=o, Py my =0, P+ my=dY . di,

(') Determinazione analitica della rotasione deé corpi liberi secundo i

concette del signor Poinsot (Memorie dell’ Accademia delle Scienze dell’Istilu-

to di Bologna, vol. X).
(3) Memorie della Societ@ italiana delle Scienze, 3°séric, L. 111
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0z i g % o -
4 étant la longitude d’un des axes de la section. Soient Ve, V.
sl DR T e o 2y
{/ay les demi-axes de Lellipsoide (le troisiéme est celui qui ne se
couche jamais sur le plan invari . .

i ] LIS .phn m)an‘ahlc), &y, &y, T3 les coordonnées
du poles 2y Aoy g (A3 =0, Ay, hy sont les demi-axes carrés de la
section) les racines de Péquation

s o
=
On aura
i (BI= = leien—1)
= ()”_)‘S)(;_r‘_}s’) B 2P, dt = T

.r'r: s, s élant trois nombres de la série 1, o, 3). Comme
bk = consl. = ¢, on a my= const. Cest, en eflet, la distance du
centre O au plan fixe de contact; de méme 2, m. sontles distances
de O des plans tangents aux surfaces (M) et (/-,) Au mm"cn (l:'
ces valeurs, les équations (1), qui reviennent en substance aux
équations d'Euler, donnent ¢ et § en fonction de z = )., -+ 7.:. 1 )

posant £ = nu (n expression connue), on obtient

in

) iz (1/ logsnic dlogsni 1
5 i S i[ll(u, io) + Il(u, )

L_logefu——e::)(ﬂ(u-—
L O(u—+15)0(w—+1

u l'r[]ng H(is)  dlogH(i
3 ds 5 d=

et on prendra le signe supérieur ou inférieur, suivant que mj >
ou < - :
Le module est

I étant un ang| igu négatif o i 1 n;
f dll;’le argu négatf ou }’)Uslllf, suwvant que m; Za, et G
un angle positif. 1 sera 37, suivant que la zone entourée
gle pos ll,q| = > 37, sulv q Z entourée

par la poloide compr 2 ' ilics [
I prendra deux ombilics ou aucun : c’est, en effet,
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{ ce qui revient aux cas de GSimoudessK'. La double expression ) j ; LIPTIQUES. 309
| bléme @y @} cisy My se transforment en «, b, ¢, k. Ainsi on a

| is)y/ 7 —iz) = H(iz) /O u -+ is) 6(u—i 5 5 7 . : b
. c““,”‘ O(u -v'l..)ﬁlll L' ) (i=)y/O(u ==13) O(u—ig) sniednia enib 2 _ sniaenth dnib a; snib enid doia
! H(ie)y/6 (1w + iz) (e — iz) Ly

et %y L'étude de l'cxprcssion (3) démontre que le mou-
s de la section est donné par le terme

i i = = 5 —, ! 2 Lo
H (=) VO (u-+ic)0(u—is) snib dnib cn i c snib enia dnia c oI
dn2ib

f- donne 7,
1 vement moyen des demi-axe
Sy T e SEA s

multiplié par u, et inégalité par I'autre, lorsque & << K'; lorsque

(0 0 g Boel e
| en changeant &5 : @, en miz}: @}, on change b en a.
| ¢> K/, le mouvement moyen et Pinégalilé sont donnés par les
{
|

3t . ;
» Jajouterai aux résultats de mon Mémoire le cosinus de direc-
tion des axes de la section invariable par rapport i I'axe instantané

geanl ¢ en G — o K/; et Fon trouve que,
etaux axes du corps; ils sont

lll(‘ElnCS lermes €n .\ C‘Iilll
oimeide avec celui des

dans Je second eas, le mouvement moyen ¢
projections des dcnn;\_xcs Va, et \/.Hg, et dal}s le premier avec celui iy Y dn(u 4 in) — X dn(n— ia)
.s projections de 3 € ‘axe instantané. == = —— .
des)projecuions d% .\ (:“ lL.L de ! mfc l:lSll 1 itude ( > T s Vg - ny 28y XY do(w i) dn(e— z'a),
yeut tirer Y de 'expression de la ongitude (u.) d'une droite 3 X i
» On g ? I\ 8 t Ydn (-t ia)+ X dn (e i)

e sy R ; ; e
> ue OR, dont Iextrémité a 3y, 32, Sz pour coordonnées. == - : )
quelconq ) Si s I Vg m3 2 VXY dn (@ + ) du(w— ia)

m

Je trouve ainsi QRN =) T I«

+ |/ = — ‘ '

' ‘ : ! mz _ Vsne-tia)+ X sn(u—m)) mazy  Ysn(u+ia)—Xsn(u—ia)
’ : (@i @k mnk 2 eniay/XYZ, ar—dy 20 enia JXYZ :
/ | Q«—!—arclang[( s e /) (\u\ = L.Tn-,—lq—ru:x—h)] ¢ ; < AR

: ; _ Yon(u-ia)+Xen(u—ia) Py Yen (u-t-ia)y—Xen (1 — i)
e 7 — = - =
Al ] ) : \ G Y 2 enia /XY v i en ia y/XYZ
et je donne aussi Pexpression développée de (). Comme g, 8,5 g HGLALID ;
AL e el E ) =
| sont fonctions arbitraires de @, on voit I'infinité de formes qu'on Y i X

gl S

R e P i X
peut donner a I'expression (2) de ‘{ 2ioniay/XYZ — ‘/x\/,’
» En faisant coincider OR avec Vs Vs, Vs et avec lae

on obtient leurs longitudes .y, (o, pra, [+ €4 l'on a

2sn2ib sn?(w - la), Y2 =1 — f2sn2eb sn?(u — ia),
,

instantané,
Z(r— krsniasn?u) =1,

my dr— ny
arc tane — — @ —arctang —- . .
arctang ¢ R aisnicisn s

3 g
ny ap— ha ny
ysnZiz — SNZLc

Les fluul)]cs signes se rapporlent aux cas de m? 2 ay, avec la con-
venlion que, suivan Chme X, i
5 S"(u_l_i{: 4 L que. a‘—i-11'> ou <l\A, X, Y, ou bien
 anlfe D ; ‘sn(u+m) lmaginaires conjugués, aient leur
partic réelle positive. On tire ces expressions de (4). La substitu-
tion dir S v i 3 S Vs )

lirecte des \.aleuls Dy, Zay L35 My, My hy, ke, donne des ex—
pressions assez simples, mais tout a fait différentes, et leur compa-
raison donne lieu & des formules remarquables. »
: es I‘L”Sullals f]o{)l on vient de voir I'indication succincte sont
lta premiers qui atent ¢éLé ajoutés aux travaux de Jacobi dans la
théori a rolation; mais j is si i
e e de ]d.l’OLaLll)n, mais je dois signaler encore, en raison de
ntér r 1 1 ¢

et que J'y attache, un point non mentionné dans le résumé

i » Ces qualre expressions de Y contiennent les principau théo-
: rémes sur la transformation et sur Paddition des paramétres des
rales elliptiques de troisiéme espéce, mais sous une forme.

! intég
nouvelle, a
» Le mouveme

.ause des termes circulaires.

nt des projections desaxes du corps et del'ax
rminé par Jacobi: leurs inégalités sont données

tantané a été déte ¢ e
ui se trouve liée avec nos quantités

. au moyen d’unc constante @ (

} par I'équation ¢ + == 2.4; mais aux expressions des mouyements
concourent les moments d'inertie du corps. Au moyen des

et 5, elles acquiérent, comme on a vu, Une forme plus
<= o0, les constantes du pro-

moyens
A PRad quantités &
! homogene. Si nous posons @
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précédent. Remplagons, dans le plan invariable, les axes fises Oz,
Oy par deux aatres également rectangulaires, mais mobiles, Oz,
Oy, dont le premier soit constamment parallele a la direction du
rayon vecteur de Ierpoloide; M. Chelini a introduit, en suivant la
méthode de Poinsot, les angles des axes d’inertie avec les droites
Oz, Oy,, Oz, et donné ce systéme de formules, ot « désigne l¢
rayon vecteur de Ierpoloide

(a—B)a" (4 — B)ble”

cos(@y ') = cosipz )= ——==nt cos{s1 @) =d',

v

v
(a—y)ca
i (et

B BN
cos(z, ') = ¢ = i ) cos(yy') = cos(zy) =1,

(Go=Ole cos(y,;'):w‘ cos (5 5=\

cos(@y3') =
v v

Clest le passage des neuf cosinus de M. Chelini a ceux de Jacobi,
qu'il était important d’effectuer pour compléter la déduction ana-
Iytique de la théorie de Poinsot, alors méme que, par cetle voie,
on ne dav peut-étre pas y arriver de la manicre la plus rapide, Je
l‘Cn\'Cl‘l:ili, sur ce point essentiel, aux beaux Mémoires de M. Siace,
en me bornant i remarquer les relations suivantes, dans lesquelles
V=

s
o — i,

cos (@ @) + L cos(y1 @) = {A\',,
cos(zyy) +ieos(piy') = % BV,
cos(a) 3" ) 4 £cos(yy 3') = : CVy,

el j'y ajouterai quelques formules relatives a Ierpoloide.

XAV
Si lon met, au lieu de &, 7, ¢, dans les équations du para-
graphe X, page 2o, les quantités suivantes :
GI= Tl = o e

ol py gy 7 sont les composantes de la vitesse et g une indétermi-
née, on auray pour déterminer la position de 'axe instantané de
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rolalion par rapport aux axes fixes, les formules
z=(ap-+bag+ecr)
y=(adp+¥bg+cryp
z=(a'p+0g-+cr)p

=vop,

dont l;[ derniére cstlslllmplemen!. 5= 6p. Or, Perpoloide étant la
trace de cet axe mobile sur le plan tangent a Uellipsoi
3 ; 0 pla gent a Lellipsoide central,
5=38, on voit qu’il suffit de faire p =1 pour obtenir les coor-
données de cette courbe, exprimées en fonction du temps, ou de
. . . J
a variable «. E = = '3 ey
la va l)l.(' ’u le§ avons ainsi z = ¢, y = ¢'; mais ce sont plutdt
les quantités 2 + 2y et & — ¢y qu’il convient de considérer, et Jje
poserai en conséquence

ety e ip PN =R

T, (w) () = (u),
s . H'(0)0) (1 -+ w)e—idutn
e iy e AN B e ) AT
i 5 Hi(w)6(w) = Py(w),

ce qui permettra d’employer les conditions caractéristiques
P (w-+2K)=pnd (u), P (w+2iK)=— ' @ (),
I
Y 2K)y= — k) =
1(w+2K) H‘l’x(”)v Py (w+20K') =— (@b

ol J'ai fait

Llles montrent, en effet, que les produits ®(u)®d, (u),
Ow) P énér ‘i
Pl‘,l(u)[)”h(ll), et en gm.(fml Dy ®(w)Dy @, (u), quels que
soient 11z et n, sont des fonctions doublement périodiques, ayant
2K et2 K/ pour périodes. En particulier, nous envisagerons I'ex-
pression
Dy @(w) Dy Py () = 22+ ",

puis les coefficients de 7 dans les suivantes

D b(e)  Py(w) = @2’ + yy' +i(ay — ya'),
D () Dy (1) = &'a"+ y'y" + i(2' y" — y'z"),

ces fonctions doublement périodiques donnant, par les formules
connues, les éléments del'arc, du secteur et le rayon de courbure.
Jemploicrai, pour les obtenir, la formule de décomposition en
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éléments simples, rappelée au commencement de ce travail (§1,
p- 270), et dont I'application sera facile, @ (u) et ®,(«)ayant pour
pole unique u=iK'" N’ayant ainsi a considérer qu’un scul ¢lé-
2(‘:)), il suffit d’avoir les développements suivantles
puissances croissantes de ¢ de ®(¢K/ 4 ¢) et @, ({K' +-¢);ils sTob-
liennent comme on va voir.

Je remarque d’abord que, au moyen de la fonction ¢, (x
définie au paragraphe VI, page 280, on peut éerire

ment simple,

ibu b

(u)=Coi(u, —w)e”,  ®i(w)=Cioi(a, w)e *,

C et C,, désignant des constantes. Clest ce qu’on voit en joignant
aux relations précédemment employées,

SR 2 o/ O (<)) S 0i(w) 7 H'(w)
i o) e oY) R T
la suivante
; (o)
A= O )

£ b 00 N . snwdnw o s 9.6
qui résulle de la condition o.— 6= in ('"—m (§ XV, p. 303), en

la mettant sous la forme

Hi(w) 6'(w)
Hi(w)  O(w)

- N
11 10

— — — =Dy logenw =
n n RS,

Cela posé, Déquation i (u,w)=y(u, ©+ K-+ iK') monte
quon a le développement de ¢ (éK' +<c,0) en changeant sim-
plement » en © + K + /K’ dans la formule de la page 279

2K +¢, w) =

{0y ((K

-G

Désignons par Sy, pour abréger, la série du second membre, et
par S ce quelle devient lorsqu’on change 7 en — i, c’est-d-dire 0
en — o, puisqu’on a w = (u; on aura les expressions
% ioe %z

P(iK'+¢)=RS e”, Dy (iK' + ¢) = R, S, i
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oit R et Ry sont deax nouvelles constantes, dont la signification se (

montre d’elle-méme. Il est clair, en effet, que ces quantités sonl
les résidus des fonctions ®(w) et () pourw=(K’, de sorte
quon trouve immédiatement les valeurs

(O
e =K iy

R=—ne?’"

>
+ K —2v

> Ri=+ne 2% .

et par suite la relation RR; = — n*. Voici maintenant les applica-
lions de nos formules.

XVIII.

Je pars des ¢quations suivantes

D, b(iK'

D: by (iK' ) = — n? (S'-=- u8 s) (s;_ i’_fs,),

D (iK' +-¢) D (iK' +z) =—n? <5

s
DEp(IK +e) Dy Dy (iK' +¢) = — n2 (S”+ =
n

o o (14,
5 s) (.s;— Is.), !

etje me borne & la partie principale des développements en fai-
sant, dans les deux derniéres, abstraction des termes réels; le cal-
cul donne pour résultats

P gP na

T
2 et o2

sil'on éerit, pour abréger,

72k npi(2kr—1)

RE= s o2
entw 3 e i
o 2n k2 snw dnw 38n2ke o
Ve — - L S o e D
rendw cnZom X L) O(E) | i

(*) M. Magnus de Sparre a signalé (€. &., t. XCIX, 1889, p. 906) l'oubli du
signe — devant le premicer terme de la quantité Q. Il en a conclu que Iéquation
déterminant les points stationnaires pouvait s'écrire

sniu =2 T i)
B—a a(ky

af -+ ay

« + af) — 2afy

et arerouvé le théoréme démontré antérieurement par Hess dans sa uh
nich, 1830) que I'erpoloide n'a pas de points stationnaires réels (Gf. H
die Herpolodie, Math. Ann., v. XXVII, 1886, p. {65).

e (Mu-
. Ucber
5 1P,
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1 1 T o
Remplacant donc = et = par -—-_D:? -r—-uD on obtiendra; en

désignant par G, €/, C" des constantes,

o' () 1 0'(w)
n Jralees P s Xy
2 +y? =0+ ID,IU“‘) G ()’
o
zy" — yz' :C'A.—nBD,,%;
‘ o e
2 y'—y'z'=C "TED“O(u)

/
J o
u% == k2 sn®u, et nous par-

viendrons, en modifiant convenablement les constantes, aux ex-

Employons enfin la relation D,

pressions suivantes,

ni— 62—
(¢]

't + y'2

) krsn2u — ntht sntu,
5

zy' — ya' = G —3dnktsntu,

Q

e S e O

Pour déterminer G, €/, €, je supposerai u = oj il suffira ainsi de
connaitre les valeurs des fonctions @ (u), ® (u) et de leurs pre-
miéres dérivées quand on pose w=0; oron obtient, par un calcul
facile dont je me borne a donner le résultat,

s . dnw o dnw o1 w + B2 dn%w
e—d (u)=—uin -+
cnw T cnw nenwdnow
3 . dnw dno . n2kzenow + B2 dnto «?
etV (u)=+in— +P—u—1 -
enw cnw nenw dno 2
on en conclut
2 2 2 k2 en?w - B2 dn?
dn2e T !dn ) =g k2 en?w - frdnto
’ = , e
cnZw entw ncento

Soient donc S laire d'un secteur, s la longueur de larc et Rle
rayon de courbure de I'erpoloide ; nous aurons

dn?e

D,,S:n(l'd — 3k sn”—u),
\

en2e

n2rn s o
~ ) k2 sn2e— 2kt st u,
w

(D52 = 2

dn?w
Pt
" ocenfo
B(ntkten?o + (2 dn*w) — Q/*entwsniu

Ces formules donnent licu & quelques remarques.

4 Ri=
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Jobserverai, en premier lieu, qu'on tire de la premicre, en comp- {
{ant laire & pactic de 2= ¢ o0 = o,
S A

0'(w) dn2w
= ) g e e
L"(“}:I nu (,/ Ol\’) n

cn:w
il en résulte que, « devenant « 492K, le secteur s’accroit de la

T A 0'(u)

“o(u)’ f

quantité constante

,\/Y_ 3 17— 9)BK —(r = B)20].

Je démontrerai ensuite que le trinome en sn « qui se présente dans

I'élément de I'arc, et dont les racines sont réelles et de signes con-
I

iraires, a sa racine positive comprise entre 1 et —- En faisant, en |

k
- 1

elfet, snw=1, puls snw = -, nous trouvons poar résultats les

(quantilés {1
HE=00=0) HEE=H)

=B =cg

s >

dont la premiére est positive et la seconde négative. On verra sans
peine aussi qu'en introduisant dnew au lieu de snu, il prend la il
forme suivante, qui est assez simple,

28

q)—[*((1-.—ﬁ—25)—a@](in?u.—(\(—{i)(a*Mdn'.(,, | |

Enfin; et en dernier lieu, je remarquerai que les conslantes (ui
entrent dans le dénominateur du rayon de courbure peuvent
s'écrire ainsi

Q = 3(fy + Y2 +aB) + 248¢;

B(r2h2cento + B2dn2w)  B(y—0)(Bz—+ By—xy)

= (@) f

cnZw

{') Nous supprimons ici quelques lignes relatives a la formule donnant les
points stationnaires, inexacte comme il a été indiqué dansla note de la page 313, !

10512, |
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ott jai fait, pour abréger,

u=ml—Ci7s,

Aprés Ierpoloide, je considére encore la courbe sphérique dé-
crite par un point déterminé du corps pendant la rotation, et dont L

les équations sont Cest @ 'élément de I'arc que je m’arréter

ai un moment, afin de
tirer quelques conséquences de la forme nnal)'lique r

at+bniel,

I

emarquable

x
=at+bn+c 4 ‘
9 : ’ v Nous avons, en effet; la

que présente la quantité £ +
s=a"+b'n+ 't relation

{ E&y+ 7+ L= o,
Dy s LG e : g

Je remarquerai tout d’abord que les éléments géomdéuriques, qui qui donne facilement

conservent la méme valeur quand on passe d’un systéme de coor-

données rectangulaires

ro,
un autre quelconque, seront des fonc- (B+82)(Ds) = (22+74
tions doublement périodiques du temps. Si I'on pose, en el

S (cei=tee)?)

el, par suite, cette décomposition en facteurs 1maginair

el es conju-
Diw=a b+ b nu+c &n gues, ou jecris, pour a}.)l‘é{;;.':r7 F= L2

Py =& &t b qatc Lny

e O (P ;
(884=C2) (D)t = (L8 — &1+ dpm, ) (L1 — ECy— fomy ).
D}z =atn+ 0 qu+ ¢ Cn,y i

Or les valeurs de @, 0", ¢”, & savoir

l’anu, :[»"a\/Y
& ‘

conduisent a 'expression suivante

les équations de Poisson donnent facilement

0 —a
—dnu,
—u

Eni1=De én—+ g n— rian,

A ] v
Nt = Dinn+ 7 En—p Lu

5 ’
Cnsi=Diln+ pin—q %n,

et ces relations permettent d’exprimer de proche en proche, pour 81— &Li+ fomy = iot) enu

toute valeur de 2, les quantités B G par des fonctions ration-

nelles et entiéres de ¢, & ,¢’. On trouvera, en particulier, ) s
L=bBt—c'yn, m=cqE—a'at,. = alan—0"BE

el, par conséquent, en désignant par s I'arc de la courbe, nous au- ! .
rons la formule etnous allons facilement en déduire les valeurs particuliéres des
(Ds)t= 21+ coordonnées &, 7, €, pour lesquelles Parc de la courbe sphé

¢ .l([lll‘.
au licu de dépendre d’une transcendante compliquée, s’obtient
On obtient ensuite, pour le rayon de courbure R et le rayon de sous forme finic explicite. Je me fonderai, a cet effet, sur cetle

torsion Ry, les expressions suivantes remarque, que le produit de deux fonctions linéaires

I(u) = (Aenu—+Bsnw+ Gdnw) (A cnw -+ B’ snw + C' dn w)
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devient le carré d'une fonction uniforme si I'on a
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g g L e
on en déduit ensuite facilement, si 'on change u en %,
5

A2f24 B2— C2/2= o, A2l B2—

- .y 9 = Y 3 ' AN
A cet ellet, jobserve que les formules 2/ll(w) = 7 &' (dnw —cne) = (gh' 4 hg')snw+ bk (dnw + cn ).
2 snuenuwdnuw ekl o e
oici maintenant I'a e X 5
ot acipune application de la remarque que nous venons
d’établir.
\ 1| — 9 sn2i -= A2 sn* i
NI = ——————Jrm

SN2 =

1 == k*sn*w XX
qea 1—ak2sn2u + k2snta Hiee
el
1— k2sntu
| s Revenant & Pexpressi scé .
permetient d’écrire o pression précédemment donnée des facteurs de
3 (D $)%, je pose

Acn2w—+ Bsnau-+ Cdnau
L AE G a(AE Ch?)sn2w =+ (A

11—k

G)k*snb e+ 2B snucnuwdnu i 1 907
(:Q"""r’!)‘

ntu

D) 3
(§n—ipt),

Cela étant, soit, en désignant par g et /i deux constanles,

A = G — 2(A + Ck2)sn2ie +(A + G)k?sn*u
2B snwenwdnw = (gsnu-+kenwdnup, et jobserve que, au moyen de la valeur &2 — (a—

o 5 (@
on verra que les quatre équations résultant de l'identification s conditions se présentent sous la forme suivante
réduisent aux Lrois suivantes

Gl  a(A+Ch)=m(+k)—g% B=ghs

or ’élimination de g et /i conduit immédiatement a la condition
A2h 4 Br— C2R2=o. Elles d immédi £ '
Elles donnent immédia Enl=o0;
atement £71{ = o; et nous poserons en con-

Soit de méme ensuile séquence:

(g'snw-+ k' enwdnu)?
E L

Alcnaw—+ B sn2u -+ Cdnsu = —
N

sous la condition semblable

A2Jc24- B2 — G2 = 03

} nous en conclurons, pour y/IT (2 w), I'expression suivante
_ (asnw-+lkonudnw) (g snw+ A enwdnuw) Soi 2
M(zw) = = oit, pour abréger.
VIL(2w@) ey 5 I bréger,

0= (@ =0) (G = BGE==E— D)

; ou, en développant,
k2 st ] + (&g + hg') snwenwint, b= (8 —8)(e—1y)(ud+ B= i)

__ gg'sn2w AR — (1 & k) snu
Vil(ou) = = st WD O )gnli—'/-'*sn"u 8
R = —3)(B— a)(Bo+ a8 —fx);
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au moyen de ces quantilés, qu’on verra facilement vérifier les rela-

tions

aa? bp?
a=8 " =B " §=9

a+b+c=o,

stemes de valeurs

nous obtenons les trois sy

© t=o, 2= ¢, C=b,
50 A 5 =0, ral="a) = @
o = o

3 E=0y £2=b,

Maintenant je vais démontrer que, de ces diverses solutions, la
premiére est seule réelle et répond a la question proposée.

Pour cela, je rappelle que les constantes «, 3, v, 3 satisfont aux
conditions

(I) e B8y,
ou a celles-ci
(1) 3 =02
et j'observe qu’on aura, dans les deux cas,
(a—8)(y—B)<o, (B—E—1>0 G=3)(P=2)>o
Jajoute i ces résultats les suivants

5 3 ) DB s S ad g
18+ B8 —yf >0, ad -+ 48 — 41 > 0, a6 — B2 >0,

qui donneront, comme on voit,

a <o, b > o, c> 0.

On peut écrive, en effet,

N A S N e
yd 4+ 38— yp = o+ (0 — By,
ad+ 10— yu = ad+ (68— a)y,
?Eﬂ-za—xfﬁxsxa-k(a—m@(

ot, dans le premier systeme de conditions, on voil ainsi que les
premiers membres sont tous positifs. Nous ferons ensuite, en pas-
sant au second systeme,

13-+ 88—yB=y3 = —1p,

ad + 0 —ay = 4 (8 —1)2;
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mais ¢es transformations faciles ne suffisent plus, a I'égard de la
e, WA S_ g A

woisiéme quanlité §6 + a6 — 3a, pour reconnaitre qu’elle est tou-

jours positive comme les autves. I} est nécessaire, en effet, d’intro-

o e : 1 1 1 = o .
duire une condition nouvelle, 5 aF 3>T{’ ayantson origine dans la

PG e =k ] 5 5
définition des quantités al B = qui sont proportionnelles aux mo-

ments principaux d'inertie. Nous écrirons, dans ce cas,

f58+13—a§:2f3€|-(1+ ,,_i>+<£ = 1>]
NGBy ¥ 8/

etle dernier résultat qui nous restait a établir se trouve démontré.
Les valeurs réelles ainsi obtenues pour les coordonnées &, n, €, 4
savoir £ = 0, 7=1/b, {=/c, donnent, en prenant les radicaux
avec le double signe, quatre points qui décrivent des courbes rec-

lifiables, ou plutot deux droites remarquables: £—o,n = ==
=

dont tous les points déerivent pendant la rotation du corps de telles
courbes. Pour former I’expression de I'arc s, observons que, d’aprés
Iégalité a + b ¢ = o, on peut éerire ip =\/a, ce qui donne les
valeurs suivanles :

=

On a ensuite

etnous en concluons

(Aenw—+Bsnw -+ Cdnw) (A cnw -+ B snu—+ Crdnu)
=(Bsnw—+ Cdnuw)®— A% cn2u.

La condition A2 k™2 4 B2 — G242 = o conduil enfin a celle nou-

velle transformation

(Bsnu+ Cdnu)2— A?cn?u

=(Bsnu-+ Cdnu)2— {—

bl B \ 2
(CA’ Sllltrhz:(]llIl) f

etil vient, en définitive, apres quelques ré
1. LI,

ductions, pour I'expres-
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sion de I'arc de la courbe sphérique,

pga ;,\/-1::(;%8_‘&16*;52)(;vf'[,,(‘i'4i’:)/l&'!‘ll’l({“

S e G ve e B ST R

+ 9\/ J (@ +v8 — ay) (8 —a)(y — %) j dnu du,

puis, en effectuant les intégrations,

2l i A e RIS
—
e .‘,‘/;‘*j 85 + od — Bx) (3 — ) (y — B)log(dnau — konw)

== {‘,\/:::(164—-\{3——11)(8*1)(*;--1)311114.

Il en résulte que, w devenant u 4K, Varc s’aceroit de la quantité

constante
0% 4] ga(a%---vafr)("72)(*'f:u
A = 3 — =) (8 (—a).
XXI.

Je terminerai cette étude de la rotation en indiquant encore un
point de vue sous lequel on peut traiter la question et ou I'on
évitera le défaut de symétrie des méthodes précédemment expo-
sées, qui donnent d’abord les quantités A, B, G ; puis, par un
calcul différent, la quantité V, en séparant ainsi des expressions
composées de la méme maniére avec les quatre fonctions fonda-
mentales de Jacobi. Des transformations algébriques faciles des
équations de la rotation, lorsqu’on suppose en général le corps
sollicité par des forces quelconques, permettent, en effet, d’asso-
cier les composantes de la vitesse aux neuf cosinus ; elles serontle
e départ du nouveau procédé que je vais donner pourle cas

point d
trices. Avant de les exposer, je

ot il n’y a point de forees accélé
rappelle d’abord les équations d’Euler

aDgp=(b— c)gr + P,
bD,q =(c—a)rp +Q,
eD,r =(a-—b)pg + R,

ot les moments d’inertie sont désignés par a, b, ¢ et celles de
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Poisson, dont j'ai déja fait usage,

Dia’=10"r— ¢'q,

D) b=
Djc'= afg— bp,

d'p—ar,

puis

DA =B7r—Cg,
DB=Cp—Ar,
D,C=Ag—Bp.
Cela érant, soit, comme précédemment,
v=ap+bgcr
v=ap+bg+cr,
v'=a"p+b"qg+cr,
V=Ap+Bg+Cr;
en écrivant, pour abréger,
A=pDip+¢gDig-+rDyr—(a" o, f
PR e7—(a'p+8"g+c"r)(a' Dip+b"Dyg +"D, 1), |
nous aurons, comme conséquence, les i 1
1 relations s 5 i
vais démontrer : ; i
I3
AA= V(D 7 2 2
Ad=V(Dep — a"Dyo") +iD, V Dya’, Ao 4+ iDA
BA =V(Drg — &"D,0") +iD,V D, &, Vo :Bu"q-il)til’ it
CA=V(D;r — ¢"Deo") +iD; VD, ", Yic'=Gio"+ [[)l C"
+ G

Il IV.

{CDd'=Br +ic'D,B,  iBD,c"= Cq + ib"D,C
[ADg¢'=Cptia'DeC,  iGDja’= A+ ic" D’Ay
iBDea'= Ag + i’ D,A;  iAD,b"= Bp m”DiBi

s e 0
et effet, je remarque que, en éerivant A sous la forme
AT
A =3D(p2+ g2+ r2)— o',

la condition p? 2 =
- g2 72 2 /2 M2 1 sdi
i g + 0% 40 4= 0”2 donne immédiatement

A=9¢D,0+¢'D,o'.
Observons encor ‘on i § 1
ons encore qu’on tire des équations

v=ap+bg +cr, V'=a'p+0'g+cp
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en employant les égalités ab' — ba' = ¢, cal — acl = U, Pexpres-

sion sulvante :
@v—av'=b'r—c'q=D.a

On a d’ailleurs immédiatement
D, p — @ D;o"= aDew + &' Do,
et ces résultats transforment 1'équation

AA=V(D,p—aDys") +iDVDca"

dans la suivante

(@ -+ ia) (0D + o' Dyo")
— (0 iv') (aDpo + @' Dyo') 4+ i(Dpo + Do) (a'v — av'),

qui est une idenlité

Passons 2 Uégalité Va' = A¢” +iD.A; il suffit d’y remplacer
SIS ‘ Y [

s V, ¢/, DA par les expressions en A, B, C, p, ¢, ,ce

les quantité
qui donne

(Ap-+Bg +Crja'= A(a'p +0'g + ')+ {Br—Cg),
el par conséquent encore une identité, en l’écrivant ainsi

q(Ba— Ab'+ iC) + r(Ca'— Ac'— iB) =o.

Enfin les équations
iAD,¢"= Cp+ D, Ca’, IAD b = Bp+ D, Ba"
des systemes L1l et IV conduisent, par un calcul semblable, en se
servant des expressions de Dec” et D", aux mémes égalités
N — Bt = e, Ac'— Ca’=—1iB;

elles se trouvent donc encore vérifiées ; or toutes les autres équa-
tions, dans les quatre systémes, se démontreraient de méme, ou se
déduisent de celles que nous venons d’établir par un simple chan-

gement de lettres.

XXII.

Japplique maintenant ces résultats au cas oi il 0’y a point de

forces accélératrices, et je pose a cet eflet p=odl, ¢=0t,
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o>
S

i =5 W =3, @2 qui donne d’abord
A= #1a'D, @+ BTBD, 6t 2 Dy’ = (. — B) (B — 1) (7 — )BT

Ayant ensuite
Dip—a'D¢" = a(y—B)b'c,

on voil que, en supprimant le facteur (y—3) 0" ¢" I'équation
\ i ) S
AA=V(D;p —a'Di¢") +iD,VD,a"
devient simplement

Ad(a—B)(a—1

=Va+iD, V.

J)ﬂFlS les trois autres systémes, les réductions sont encore plus
faciles, et nous nous trouvons ainsi amenés aux relations suivantes :

I. II.
Aa’(a —B)(z— ) = Va-+iD,V, Viat= A'SI-- 2D, Al
BY (8 —1)(B—«)=VB+iD,V, V&' =B5+iD,B,
Ge'(y=a)(y—B)=Vy+iD,V; Ve'=C3+iD,C;
III. IV.
iCa’(x—y)=By+iD,B, iBa'(B— a)y= GB+iD,C,
NGB == Clo-ran@  JCB— )= A =a ity
iB'(y—B)=AR+iD,A; fAc(e—y)=Ba+ iIJ,B.)

La question est maintenant d’obtenir quatre fonctions A, B, G, V

LS ; L 4 g Ay B, GV,
qui vérifient a la fois les douze équations. Nous ferons un premier
pas vers notre but, par un changement d’inconnues, en posant

t dne

Snw
enes

= B = , V=—inv;

;muis prendrons aussi la quantilé « pour variable indépendante a

aplace de ¢; enfin, en employant les expressions de &/, &, ¢, on
y U7y ¢y

trouvera les transformées suivantes de nos équations :

G II.

. %3 i)

ik — 7 o
kenwa = =0 Dy v,. ik enuy = T;u — ID)(fy

/A _ B X 1)
snub = 0 Dy v, ksnuy = s 1))y

_ % ; i3
¢ dnue= =l Dyv; Y douwy="=c—D,c:
= €5
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ik cnuwc — Dy by ik enuwb ¢c—D, ¢,
ta

I.‘snuuv:rl—c—D,,r. ksnwe= a— Dga,
n
B

¢ dnub= —“a—Dyu,
n

idnua =

iz
=b= Deb.

Je ne m’arréterai point aux caleuls faciles qui donnent ces résul-
tals, et je remarque immédiatement qu’il convient de les disposer

dans ce nouvel ordre, & savoir

i

: ia 5 i
ikenut= —9—Dyv, ksnua=—c—D,c, idnwa=—b—Dyb,
n n n
; i i . B
chnuh:.f‘lc——l),,r, ksnub = ;llfbull, !dnuh:T;-n—L],‘n,
. U U S e
chl)er:—Th——Dnh, ksnuc= —a—D,u, idnuc=—v—D,v,
n n n
Qo i3 5 )
kenuy = —ua—D,q, /csnun:Tb——D,,b, Ldnun:;c—D,‘r.
n n

Par la se trouvent mises en évidence trois substitutions remarqua-
bles, qui correspondent aux multiplications des quatre fonctions
par cnu, snu, dnu, & savoir

@ e G e i b oo
(nrhn)’ ( ll[ll')’ (han

elles ont la propriété caractéristique de laisser invariables les
quantités du type (¢ — b) (¢ — v), et, si on les applique deux fois,
chacune d’elles donne Ja substitution identique. Représentons les
quatre lettres a, b, £, v par X, pour les valeurs o, 1, 2, 3 de I'in-
dice, en convenant de prendre cet indice suivant le module 43

elles s’expriment comme il suit

Gk G0
) Xsrs/) X
Si lon adopte un autre ordre, en supposant que Z; donne ¢, @, byv
P > P {

pours =o, 1, 2, 3, on retrouvera encore, sauf un certain échange,
les mémes fonctions de Pindice, & savoir

(&) e e
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327

Cest cette disposition qu’il convient de garder, et semblablement
nous désignerons les constantes — & =

g T Y I G [ S =10, 11

2,3; cela étant, nous pouvons comprendre, dans ces trois seules

équations, le systeme de nos douze relations :

s— DuZsys,
ksnuZi= e;7, s— D, Z;

s thenuZ=

5

¢ A= oy 10} Ve

résultat relatif aux quantités X i-ci
Le résultat relatif aux quantités X; ne différe de celui-ci qu’en

ceque ikenw, ksnw, idnw se touvent remplacés respectivement
2 e U ey 3o

1ignant —, —, —, — ar P
g t T e s PO

par idnu, ikenw, ksnw ; en dé

$=0, 1, 2, 3, nous aurons, en effet,

thenuX;= o= 1), 5%
(Iry ¢ kosnuX =D
GG = PG g D) I

5

5 i s :

Avant d’aller plus loin, je crois devoir montrer comment ces deux

systemes d’équations se rameénent I'un 4 Pautre, par un change
ange-

ment Lrés

simple de la variable et des constantes.
Je me fonderai, a cet effet, sur les formules de la transformation
du premier ordre

en (t’/m,

enles écrivant de la manitre suivante, ot Jai fait, pour abréger
B ; st

T

[ IR ik snu

1 5 .
) =’ sn (\:/.-u, V/:") S0 dn (i/\u,

cn

—
dn e

en (fku, 1) = — dn(w —K +27K'),
Lsn (thu, 1) =

cn(w— K+ 27K'),

dn(iku, 1) = — sn(u — K + 2iK').

Changeons, en effet, w en « — K - 2iK’, et désignons par Z ce
z ; on ¢ e ; s par Z; ce

que devient ainsi % ; les équations (1) donneront celles-ci
ikl snike, 1)2;= ey — D, s
— KL dn(dkuy 0L = ;T — D) 2
— k" en (iku, 1)
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YN u 1
Soit encore 7! le résultat de la substitution de T lieu de u, on

5 . k
trouvera, si 'on remarque que & = — =

Usn(u, L)Z; +s— DuZ

tdn(u, )Zi = = — D, Z}

il en(u, )7 7

nous sommes donc ainsi ramené aux équations (1), en y rempla-

cant les constantes 7 par 77’, ce qui entraine le changement de k

¥ ik

en [. 4 q
Je vais montrer maintenant comment la théorie des fonctions

elliptiques donne la solution de ces nouvelles équations auxquelles

nous a conduit le probleme de la rotation.

X XTI

Je représenterai dans ce qui va suivre les fonctions © (w), H{w),
H, (), 6, («) par 0y (), 0y (w0)y 92 (@), 05 (), .0“ adoptant unc.f
notation employée pour la premicre fois par Jacobi dans ses ll:«;‘on‘s.:«
PUniversité de Kaenigsberg, dont plusieurs auteurs ont depuis fail
usage. L'une quelconque des quatre fonctions l'ondzun_enlale» ser
ainsi désignée par 0; (), et je ferai de plus la convention que l'in-
dice sera pris suivant le module 4, afin de pouvoir lui supposer

une valeur entiére quelconque. Cela posé, soit Ry le résidu corres-
oy ., Og (w+a)eh
pondant au podle w= ¢K/ de la quantité RO)

, oua el
sont des constantes quelconques, et posons

0, (u + a)ehe
R 0o 1)

Ds(w) =

Nous définissons ainsi un systéme de quatre fonclions compre-
nant comme cas particulier sne«, cne, dn u lorsqu’on sul)[m.scz.nzo,
)= o0, mais qui, en général, ne sont pointdoublement ;)(i:’lodl(lues,
et se reproduisent multipliées par des constantes, lorsqu’on change
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wen w+2Keten w4 2/K/ (1). Onaen effet, en posant u. — ¢

— L N . ;
K , les relations suivantes:

1 $ 4
B2 K)=p =0 o (u),
Ds(w—+20K) = @' (— l)a“;“(l’s(u),

et, en passant aux valeurs particuliéres de U'indice, les m ultiplicu—
teurs seront indiqués comme il suit :

Py(s), =+ ey 2k
Py (s), —u, -+
Dy (s), — — i+
B (s), S, L

[étude de leurs propriétés pourrait peut-étre former un chapitre

nouveau dans la théorie des fonctions elliptiques, mais en ce mo-
ment je dois me borner & en tirer la solution que jai en vue du
probleme de la rotation. Je partirai de ce que les rotations g (w),
ayant un pole w = (K" a lintérieur du rectangle des périodes et
pourrésidu correspondant 'unité, peuvent jouerle réle d’éléments
simples 4 Iégard des fonctions qui ont les mémes multiplicateurs.
Telles seront, par exemple, les quantités

cnuds(w), snudg(w), dnudg(w);

o

st 'on remarque qu’en mettant 2 45, 1 —s, 3 —s, au lieu de s,

| Lsts ) ’ b
le facteur (— 1) * se produit multiplié par — 1, — 1, +1,
|

: 5 So=Lh o 1ok o
tandis que (—1)* estmultipliésuccessivement par — 1, - 1,
— 1, on reconnait en effet qu’elles ont respectivement les multi-
plicateurs des fonctions

Dorg(), Piog(n), Oy ().

(') Peut-élre pourrait-on, afin d'abréger, convenir de désigner les quantités
de cette nature sous le nom de fonctions doublement periodiques de seconde
espéce, les fonctions périodiques de premiere espéce correspondant au cas ot les

multipl

eurs

craient égaux a Iunité. Enfin les quantités telles que © (i), H (),

-+, les fonctions intermédiaires de MM. Briot ct Bouquet, ol les multiplicateurs
sont des exponentielles, recevraient par analogie le nom de fonctions periodiques
de troisieme espéce.
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Nous voyons aussi qu’elles n’admettent que le pole u= K/
dans le rectangle des périodes, de sorte que la décomposition en

éléments simples s’obtiendra immédiatement au moyen delapartie

principale des trois développements

en( iK' + &) Do (K +¢),
sn (iK' + 2) By (K + 2),

dn (iK' &) By(iK'+<).

Or on a, sans aucun terme constant dans les seconds membres,

ik en (iK' +¢) = = Fsn(iK'+¢) = 5, L'dn(il\"—;—;)::,

et par conséquent il suffit de calculer les deux premiers termes du
développement de I'autre facteur &g (¢K! 4 2), c'est-i-dire le terme

1 3 . & .
en ; et le terme constant. J'emploie & cet effet la relation, sur

laquelle je reviendrai tout a I'heure,

(2re—+i K)

0s(u +EK') =5 0,—s(w)e )

ou o est égal & ¢ pour =0, s=1, et a I'unité si I'on suppose

i y -%(,:d-m.wmwwn
s=2, s = J, de sorte qu'on peut faire e —= — ¢ 5
On en conclut 'expression suivante

0,_s(a+c)ere
ANZERE e

@, (iK' 5

:

A désignant un facteur constant, et par suite ce développement, que
2 5 6L

je limite & ses deux premiers termes

Al—c(a) 1

D (K +¢) = e s +) 4D, log(ll_;(a:)J‘

: ik L 5 Al e e
Mais A doit étre tel que le coefficient de - soit I'unité ; nous avons

done simplement

(K +¢) = : + 2 + D log0;—s(a),

et 'on voit que les parties principales des développements des

fonctions
Tk en (iK' —+e) P (eK +¢),
fosn(iK ) D ((K +¢),
i dn (il + &) Dy (FK -+ 2)
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se réduisent A cette seule et méme expression dans les trois cas, &
savoir
1
= +[A -+ Do loghy_(a)]--
La formule générale de décomposition en éléments simples nous
donne en conséquence les relations suivantes

ik enw ®s(w) = [A Dy log0y—s(a)] byps(u) — D, Dos(u),
ksnuds(u) =X+ Dglogh—s(a)] & _s(u)— D, by_s(u),
idnu Og(w)=[A+Dglogh—s(a)] Py (u)— D, Dy (u);

A o . . ; o
etl'on voit qu'on les identifiera aux équations (T), obtenues dans
le paragraphe précédent, en disposant des indéterminées @ et i de
maniére 4 avoir

Sy=1)

+ Dy log0 (@)

Reprenons, a cet effet, les égalités données, paragraphe XV,
page 303,

k2 snw cnw <
G 2 . snwdnw o 1
e (—0 = gp 2 P s = B
Y — o= in—

a—B=in : nw
dnw oW

snw

en les écrivant d’abord de cette manitre (vocr p. 304):

ia  B(w) | i 6i(w) | iy Hi(w) b Hifw)

2 O(@) - » Ol »

(@) — w

H(w) '

Rappelons ensuite que 1 iy ix i i3
< e les constantes —*, —, =, — sté dési
ol 0 ) 5y ont 6t dési-

gnées par ¢

" ¢ pour s=o, 1, 2, 3, et elles prendront, en introduisant
les quantités 0, (w), cette nouvelle forme

¢1+ Dy log Oy (@) = &y~ Dy, log 0 (w) |

= ¢+ Do 1080, (w) = €3+ Dyy log 0, (w).

Ilen résulte que I'expression

- Dy log 04— (w)

reste la méme pour toutes les valeurs de s; par conséquent, on
satisfait immédiatement a la condition posée en faisant :

ai= e et A = ec-+ Doy log0j—c ().




