NOTE

FORMULE DE JACOBI.

SUR UN

Mémoires de la Société royale des Sciences de Liége,
o° série, t. VI, 1879, p. 1-7,
et Mathematische Annalen, t. X, 1877.

Les belles recherches de M. Tchebichef et de M. Heine sur l'in-

B -
tégrale f If("), dz ont montré dans les parties ¢levées de I'Ana-
. %

lyse le réle et 'importance de la théorie ¢lémentaire des fractions
continues algébriques. Gest une nouvelle application de celte
théorie que j'ai 'honneur de présenter a la Sociélé, el qui aura
pour objet la relation importante dont Jacobi a fait la découverle,
a savoir

dn (1 — .'r")" i

= — Csin[(n+1)are cose |,

C désignant une constante.

Je rappellerai, d’abord, qu’étant proposée une fonction f(z),
développable en série infinie de la forme
ay a,

a
@)= S 70 2548 = iFeoon

, dont le dénomina-

e G Fy(z)
toute réduite, ou fraction convergenle w7

teur est un polynome de degré n en z, s’obtient directement

comme il suit.
On détermine en premier lieu ce dénominateur par la condition

que le produilf(x) F(ax), étant ordonné suivant les puissances
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décroissantes de la variable, manque des termes en

cela fait, le numérateur I, (2) est donné par Ja partie enliére du
méme produit, qui est évidemment du degré 72 — 1. On voit, en
ellet, quayant ainsi la relation 4

Jf(z)E(z)= F(z)

et, par conséquent,

Sy = (e

F(x) F(z) \ o+t " Zuez

les développements suivant les puissances décroissantes de la fonc-
Iy
I°(

tion f(z) et de la fraction rationnelle coineideront jusqu’au

1 .
terme en —o—— le développement de -

j commengant par un
lerme e L. Depl )

erme en . De plus, les polynomes I (x) et F,(2), sauf un fac-
teur constant commun, seront déterminés d’'une maniére unique
Cela posé, soit, en particulier,

4 “nf(u dans ce cas, de former F(z)etF,(z) pour toute valeur
de n. Soit, pour cela,

D

L2 )

- Vai—1 Fy(a),

clest-a-dire

[ (z) =cosn(arccosa),

Iy (2)= sinn(arccosa);

e dis que ces polynomes entiers de degrés n et n — onnen
: 1 % P C gre g [6
reciséme es deux lermes des réduile n e i

es des réduites. On a, en effet,

z—y/ 1

Véquation proposée, si lon y Ange signe du radical, dox ar
oposce 1 1
proj )y © gele adical, do ne, y
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conséquent,

4...=F(x)— /A (@),

1

zn

et, enfin,

F(z) “'"‘):F‘(r)'*,n—u

Var—1

1

Vi@ —II (;;

La condition posée, comme définition des réduites, se trouye
ainsi completement remplie. Or, on peut encore la réaliser d’une
autre maniere, comme on va voir. Formons la dérivée d’ordre nde

= Fy(x)+

I'expression
e

(z—1)

il est aisé de voir d'abord qu'elle sera de la forme , P étant

P
{4 — I
un polynome entier en @ de degré 2. Soit ensuite, en développant
ances décroissantes de la variable

suivant les puis

e € £
(@) =i gt A e 2 oo
z
. ke Ml ]
} je remarquerai qu’en prenant la dérivée d’ordre n, la partic en-
u du second membre conduira a un polynome P de degré
n — 1, tandis que la partie contenant les puissances négatives dela

T

e

variable donnera une série infinic commengant par un terme

T

1
L el

Nous trouvons donc encore la relation

i P e e
4 ! ey

qui détermine, sauf un factenr commun constant, comme nous
J’avons dit, les polynomes entiers qui y entrent. On en conclul,
en désignant par N une constante numérique,

P = N cosn(arc cos@),

et, par conséquent,

dn(zi= [)’h _ Ncosn(arccosz)
dx’ e
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Or le coefficient de 2%~ dans le premier membre a pour valeur
(n+1)(n+2)...(2n—1);

el comme on a
cosn(are cosz) = on—1gn

celte constante se lrouve déterminée par la condition
n(n+1)(n+2)...(2n—1) =27-'N;
d’out Pon tire

(-t 0)(ni
o it—1

<o (2n—1) - 1.23...(an—1)
320 n 5 0 =)

ou encore

1.2.3...(2n—1) A
—_|.h.,.(zn—z) =1.3.5...(2n—1).

La formule de Jacobi que nous avions en vue d’établir est une
conséquence immédiate de ce résultat; car en wmettant la relation
abtenue sous la forme suivante :

Jhe
dii==z2) 2

T

cosn(arc cosx)

{41

DN

d arc cosz

dar

1)i=1N cosn(arc cosa)

on en conclut, en intégrant par rapport i z,

1

n
drn=1(1— a?) (— )= N
e n

A sinn(arc cos@).
£ oS SR
Nous n (}_]oulom point de constante, atlendu que les deux
m(;Jrnln‘cs s'évanouissent quand on suppose z=1; cela étant, il
suffit, comm 1 changer s
- e on voit, de (.Iungel /L en n -1, pour arriver au
théoréme proposé, la valeur de la constante G étant i

HoPoDaos

C= (=

Paris, aout 1873.




SUR QUELQUES APPLICATIONS

DES

FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Comptes rendus de U'Académie des Sciences, t. 1.}
p- 689, 728, 821 984, 1085, 1185; t. LXXXVI, 1878, p
422, 622, 777, 850; t. LXXXIX, 1879, p. 1001, 10925 L. XC,

p- 106, 201, 478. 643, 761; L. XCIIL, 1881, p. 920, 1098; L. XCIV,
1882, p. 186, 372, 477, 594, 753-

La théorie analytique de la chaleur donne pour I'importante
question de I'équilibre des températures d'un corps solide homo-
géne, soumis a des sources calorifiques constantes, une équation
aux différences partielles dont Iintégration, dans le cas de 'ellip-
soide, a été Uune des belles découvertes auxquelles est attaché le
nom de Lamé. Les résultats obtenus parLillustre géométre décou-
lent principalement de I'étude approfondie d’une équation diffé-
rentielle linéaire du second ordre, que j'écrirai avee les notations
de la théorie des fonctions elliptiques, sous la forme suivante :

= = [n(n-+1)ktsn2z +h]y,
J étant le module, 7 un nombre entier et & une constante. Lamé

a montré que, pour des valeurs convenables de cette conslante,

on y satisfait par des polynomes entiers en snz

¥ =Stz + hoysnt =tz + hysnt Tt =L,

dont les termes sont de méme parité, puis encore par ces expres-
sions :
¥ = (snr—tw -+ Ry snt=S hj ez +...)enz,
_ (snn=lz - k! snr=dx - i) snt =Sz —+...)dnz,
4 1 2
g=(

snr-tg + I sni=ba -+ R snA=0z +...)ena dnz.

SUR QUELQUES APPLICATIONS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

267
M. Liouville a ensuite introduit, dans la question physique, la {

considération de la seconde solution de I’équation diﬂcr‘enlieile

doi il a tiré des théoremes du plus grand intérét (1), Clest éga]el

: ‘1és ont
élé il[)])l'!)(UIldleS par M. Heine, quia montré I'analogie de ces deux
genres de fonctions de Lamé avec les fonctions sphériques, et leurs
rapports avec la théorie des fractions continues algébriques. On
doit de plus

ment cetle seconde solution, dont la nature et les propri

D A p
a I'éminent géometre une extension de ses profondes
recherches a des équations différentielles linéaires du second ordre
heaucoup plus générales, qui se rattachent aux intégrales abé-

lienne: mme celle de [Lamé aux fonctions elliptiques (2)

Je me suis placé a un autre point de vue en me proposant d’ob-
tenir, quel que soit /2, P'intégrale générale de cette équation, et
cest lobjet principal des vecherches quon va lire. On verra que
la solution est toujours, comme dans les cas particuliers considérés |
par Lamé, une fonction uniforme de la variable, mais qui n’est ‘
plus doublement périodicue. Elle est, en effet, donnée pac la for- |

mule 1
¥ =CF(2)+ CF(—a),

ot la fonction I (2), qui satisfait a ces deux conditions }

F(z+2 K)=p F(2),
F(=

2tK') = p!'E(z), | )

dans lesquelles les fa s "'s 3 1y .
juelles les facteurs p et @' sont des constantes, s exprime

comme il suit. Soil, pour un moment,
i == @) [xu‘il"' !
—_— e {

P(z) = 5 O(e)

nous aurons

F(@) = D4~ ®(a)— A DE3 & (z) + A D25 D () —.

(*) Comptes rendus, 1= sem. 1845 386 et 16
! ; - 1845, p 1386 et 160q; Journal de Mathéemalti;
L XI, p. 217 et 261. ey
: (q’g) Journal de Crelle (Beitrag zur Theorie des Ansichung und der Warme
’:‘ ., )% I’am nal de M. Borcharde (Ueber die Lameschen Functionen; Einige k
Ligen S ? i

genschaften der Lameschen Functionen dans le Tome 36, et Die
Lameschen [Functionen verchiedener Ordaungen, t Le premier de ces
Mémoires, paru 45, mais daté i o :
e 5‘,J.lp 2 cl(\] 1811:, mais daté du rgavril 1844, contient unc application de la

ution de I'équati amé, ia éLé é é
e e (lludl:l(m de Lamé, qui a été par conséquent découverte
. Heine, indépendamment des travaux de M. Liouvi a ¢

P a . Liouville a la J
o , et a la méme ¥
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les quantités sn*o et %2 sont des fonctions rationnelles du module
et de /i, et les coefficients Ay, As, ..y des fonctions enti¢res. On
a, par exemple,

1’11—:\(11—7.)[ n(n+n((4-/.'2)]
Bk e /

S (@) 3

i (n—1)(rn—2)(n—=3)(n—4)
i 8(an—1)(2n—3)
on(n 1) (=4 f.ﬂjl

/zﬂ{na—[)‘f(l o e
+ Kt

x[h?‘f—'—j-—— P e ¥

Ny z'z('l+x‘)ﬁ(°"L*')(l—/\'?—»—/\‘)],

Je m’occuperai, avant de traiter le cas général ou le nombre 1
est quelconque, des cas particuliers den =1 et n=2. Le premier
slapplique a la rotation d’un corps solide autour d’un point fixe,

b i lorsqu'il n'y a point de forces accélératrices, et nous conduira aux
i formules données par Jacobi dans son admirable Mémoire sur
: cette question (OFuores complétes, L. 11, p. 139, et Comptes
rendus, 30 juillet 1849). Iy rattacherai encore la détermination
de la figure d’équilibre d’un ressort, qui a 61¢ le sujet de travaux
| de Binet et de Wantzel (Comptes rendus, 1°* sem. 1844, p. 1119
et 1197)- Le second se rapportant au pendule sphérique, jaurai
ainsi réuni quelques-unes des plus importantes applications qui

été faites jusqu’ici de la théorie des fonctions elliptiques.

W e
e

ey

alent

.~ i,

ST

La méthode que je vais exposer, pour intégrer I’équation de
Lamé, repose principalement sur des expressions, par les quanutés
(), H(z), ..., des fonctions F(z), satisfaisant aux conditions

¢énoncées tout a ’heure

F(z +2K) =@ F(=2),
F(z +2iK') = ' F(2),

qui s’obtiennent ainst :
Soit, en désignant par A un facteur constant,

H (@ -+ w) e
H(z) 4

f(2)=A

SUR QUELQUES APPLICATIONS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. ‘L()g 1 'l
Jes relations fondamentales

H(z +2K) =—H(a),

H(z + 2iK') = — H(a)e

donneront celles-ci :

Sz +2K) = f(z)enkK,

200K

o+ 2iK) = flaye &

Disposant donc de © et A de manitre a avoir

w = VK,

9 - F(z)
v 1 = W : & v 3
on voit que le quotient ) est ramen¢ aux fonctions doublement

périodiques, d’ou celiejl(xremi&ru forme générale et dont il sera
souvent fait usage :
F(z) = flz)®(2),
la fonetion ® (2) n’étant assujettic qu'aux conditions
Oz +2K) = ¢ (), P(z + 20K') = (). |

En voici une seconde, qui est fondamentale pour notre objet. Je
remarque que les relations

flz+2K) = f(=),
Sz + 2eK') = ' f(=),

ont pour conséquence celles-ci :
- t
S(z—2K) = ;f(l‘),
!

S(z—2IK") =

de sorte que le produit
@ (5) = F(3) f(@ — 5) !

sera, quel que soit 2, une fonction doublement périodique de s.
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Cela étant, nous allons caleuler les résidus ®(z), pour les diyerses
valeurs de I'argument qui la rendent infinie, dans I'intérieur du

rectangle des périodes; et, en égalant leur somme i zéro, nous
obtiendrons immédiatement Iexpression cherchée. Remarquons i
cet effet que/'(z) ne devient infinie qu’une fois pour z = o, et
que, son résidu ayant pour valeur
AH
o)’

on peut disposer de A, de manicre a le faire égal & unité. Posant
donc, en adoplant cette détermination,

H' (o) H(z + w) &)=

H@)= —r@) ey

on voit que le résidu correspondant & la valeur z = z de @ (
—F(2). Ceux qui proviennent des poles de I(z) s'obticnnent
ensuite sous la forme suivante. Soit z=« 'un d’eux, et posonsen

conséquence, pour < tnfiniment petit,

F(a—+¢)=Aect4+ A Dee—t+ Ay Die! ...
4+ Ay DFe+ ay+ @it + an 5
Jlx—a— j(m_mgirl)_‘-/(.rrn)

€2
= — D —a)—...+
s .,-,I'“f(x a)

Ve | { o
le coefficient du terme en = dans le produit des seconds membres,
qui est la quantité cherchée, se trouve immédiatement, en remar-

quant que

Die-t=(—1)"

el

el a pour expression
A f(z—a)+ A D f(# — @) + A D flo — @) +...+ AgDE f(z—a).
La somme des résidus de la fonction ®(z), égalée a zéro, nous con-
duit ainsi ala relation

F(z) = 2[A flo — a) + A Da fl@ — @) +.. .+ A DE flo —a)],
od le signe X se rapporte, comme il a été dit, a tous les poles de
F(5) qui sont a Iintérieur du rectangle des périodes.

ILQUES APPLICATIONS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

I1.

La fonction F(2) comprend les fonctions doublement pério-
diques; en supposant égaux a I'unité les multiplicateurs . et je
vais immédiatement rechercher ce que I'on tive, dans ccilu hl”,,;)_
thése, du résultat auquel nous venons de parvenir. Tout d’abord
les relations

_imw

i + 27 )K"
= VK,

w=e

onnanl nécessairs A=o0ctw= < i i
d ‘ rement A oetw=amK, Ou, ce qui revient au
méme, © = o0, le nombre 7 étant entier, la quantité

Ho)H(z+w) |
erx

(7)) = = |
) = e ! I

devient infinie et la formule semble inapplicable. Mais il arrive
seulement qu’elle subit un changement de forme analytique, qui |
) )

sobtient de la maniere la plus facile, comme on va voir Sup-

posons, en eflet, X = o et o infiniment pelit; on aura, en dé clop- |
pant suivant les puissances croissantes de

H'(0)
H(w)
H(z+ )

A(z)

(5}

f(n:):l: iiEa) p('fl‘z— J)mv.,..

w ' H(a) 3 2K

Dautre part, observons que les coefficients A, Ay, ... doivent
étre considérés comme dépendants de o, et qu'on

i aura en I)ﬂl‘li-
culier

A=a+a'w-...,

?, y ... désignant les valeurs de A et de ses dérivées par rapport I
i S — N g

i o pour w=o. Nous obtenons donc, en n’écrivant point les

termes (ui contiennent o en lecleltr,

r\f(z~a)=E—&-a'—e—u”'(xia)ﬂ-,,,_

w H(z —a) it
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el, par conséquent,
Hz—=a)
H(z—a)

Se\f(z~a)=&.‘la+.‘2a'+2a

Or voit que le coefficient de TI., disparait, les quantités a ayant

une somme nulle comme résidus d’une fonction doublement pério-
dique, et la différentiation donnant immédiatement, pour w =

H' (z)
H(z)

H'(z)
H(z)

D fi(%)= Dz » D} f(z)=DZ

nous parvenons Pexpression suivante, ol a, ay, ..., a sont les

valeurs de A, A, ..., Ay pour w=0:
: : Hi(z—a) Hz—a) . o H(z—a)]
l‘(r):‘a—ki[am—ra,l)_,m 0o “D"—ll(:r—a‘)

Cest la formule que jai établie directement, pour les fonctions
doublement périodiques, dans une Note sur la théorie des ‘fonc-
tions elliptiques, ajoutée & la sixieme édition du Traité de Caleul
dufférentiel et de Calcul intégral de Lacroix (Henyire, OFuores,
G Wy o 128)),

11T,

Revenant au cas général pour donner des exemples de la déter-
mination de la fonction f(2), qui joue le role d’élément simple,
et du calcul des coefficients A, A, A,, ..., je considérerai ces
deux expressions :

0(z +a) 0(z+0b)...0(z -+ l)cMy
& 01 ()

H(z + a)H(x+b)...H(z+ I)L’)\-T,
o7 (@)

()

Fi(2) =

ol @, b, ..., { sont des constantes au nombre de n. On trouve
d’abord aisément leurs multiplicateurs, au moyen des relations

o(z + 2K)=-+ 0(z),
H(z+ 2K)=—H(z),
0(w+ 20Ky =— O(x)e

i
H(w + 26K =— H(z)e X

SUR QUELQUES APPLICATIONS DES FONGTIONS ELLIPTIQUES.

Elles montrent qu’en posant
W=+ ],

puis, comme précédemment,

= G

on aura

F(z+2 K)=u F(z),
F (@ +2iK') = p' F(z),

Fy(z+ 2K )—
Fy(@ -+ 20K') =

—0*uFy (o),
F(2).

[len résulte que, quand r est pair, la fonction

_ H (o) H(z + w)el
HEN= H(w)H(z)

ayant ces quantités . et o pour multiplicateurs, peut sevvir d’él¢
ment S]lnl)lc l)()lll' nos dcll,\’. CK[)I'CSSiQ“S 3 lnﬂiS
méme relativement & la seconde I, (), d

il n’en est plus de !
ans le cas ot 2 est impair: ]
on voit aisément qu’il faut prendre alors pour élément simple la

fonction

H'(0) 0(x + ) eh= {1

fi(w) = e(@)(z)

ilinde changer le signe du premier multiplicateur,

le vésidu corres- h &)
pondant i 2 = o étant dailleurs égal

4 P'unité. Cela posé, comme
[(z) et IV, (2) ne deviennent infinies que pour =K/, ¢e sont
les quantités /(z — (K') et f, (2 — ¢K') qui figureront dans notre

o B o 5 o s 5 |
formule. [l convient de leur attribuer une désignation particuliére, i
ol nous représenterons dorénavant la premisre par »(z) et la i
g ! G 1401
seconde par 7 (), en observant que les relations (1

O(z+iK')=il(z)e

2241 |
3

v+ KY)

H(z +iK')=io(x)e

donnent facilement, apres y avoir changé # en — z, ces valeurs : I

H'(0) 0(2 -+ w) ehx
(o) H (@ -+ w) eha

o(z) =

(@)=
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Nous avons maintenant i calculer dans les développements de
I’(il\” +cz)et F, (/K +¢), suivant les pui;sum:(ts croissantes de =,
la p:u'lic qui renferme les puissances négali\e§ de cette quantit,
-, nommer la partie principale. \

et qu'on pourrait, pour abré
cet effet, je remarque qu'en faisant, pour un moment,

() A S
T Fyla) =

F(z) =

on aura

VHi(e)

EONCE, g e =

PR+ ) = S

Nous développerons done H(2) et Ili(<), par la formule dv

Maclaurin, jusqu':\ux termes en £%~', el nous multiplierons par

ot [
partie principale de HEE)

moyen de la fonction de M. Weierstrass :

, qui s'oblient, comme on va VoIt au

h2 [
Gics
6 120

N =

On a en effet, d’aprés la définition méme de Iillustre analyste,
1a?

H(z) = (o) ¢?® Al(2);,

et l'on en déduit

Je vais appliquer ce qui précede au cas le plus simple, en sup-
posant =2 el A =0, ce qui donnera
O(w+-a)O(z+0b)
6 (@) i
S (2 +a)H(z -+ b)
g z
Fy(z) = 82 () )

F(z) =

SUI QUELQUES APPLIGATIONS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 55
S, 955
4 7
el, par conscquent,

I (e)= 8(a) B(6)~+[0(a) 6'(b)+ 6(h) 8l(a)e+. ..
i (e) = H(a) II({:);|ll((L)H'(I;)ﬁ;_][(/,)u‘(ajla_‘

Maintenant, la partie principal el
\ ant, li 2 ale de > ¢
I P fiz(z) e contenant que le seul

I 1 . .
terme o) & O immeédiatement
e (
O (e ey = WD BE@) | (@) 1) + H(8) Hi(a)
i e = ol
172 ( (=m0 = B(a) 6(d) i

< L @) Ot ) It

Vil

el, par cons¢quent, ces deux velations :

lX0) 8(z +@a) O(z+b)
Vi 02 (a) =

V) == 9(a) 6(0)9'(@) + [ 8(«) 0'(b) + 6(b) ©/(a)] o().

En y remplacant o(2) par sa valeur ()8 (2+até) . I
H(a+de@) °
simple :

— H(a) H(b) ¢/ () -+ [ H(a) W(B) + H(b) W ()] o(ar)

éerivai sous la forme suivante, qui est plus

H'(o)H(a~+b) 0(x +a) O(x —+-b)
() 0(6) 0% (x)
=_D.r&)(rzr—e—,af:~—1/)+[ll’(a\»_ W) e(z+a+b)
’ 6(z) H(a) u(b)J @y
W(o)H(a-+b) Uz -+ a)H(z+b)
0(a) 0(6)0%(a)
:”D‘l(~)(a:+a-+b)_hl:(-)’((t)_‘k ()’/_bl (Gl{@n s @ s )
6(a) 6(a) () CIE)

On en tive d’abord, & I'égar i
(el ; a I'égard des fonctions ), cette remar
e g s O, celle remarque que,
o - a+b-c+d=o,
onal'égalité (1)

H'(0) (e -+ b) H(a + ¢) H(b+c)= 0(a) 0(b)e(ec)o(d)
+0'(b)0(c)o(d)6(a)
+0'(¢)0(d) ()6l b)
= 0'(d)O(a)6(b)6(c).

1) Elle a éué ée par i
m(wzw ”anll:Lu tll(mn.cc par Jacobi, Journal de Crelle (Formule nove in
nscendentium ellipticarum fundamentales, t. 15 p. 199) 3
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Mais c’est une autre conséquence que jai en vue, et qu’on oblient
en mettant la premiére, par exemple, sous la forme

@ (@)= py —r'

o . . 0 (@ -+a=+b)
ot ®(z) désigne le premier membre, » la fioymotiorn 2=
H'(a) , B ()

fM(z) 1 ()
Si nous multiplions par e=#%, elle devient, en cffet,

0 (x)

el p la constante

® (@) et =— Doy e=1=),
don
/‘(l*(:r) P2 dw = — y e P=.
(e résultat appelle attention sur un cas particulier des fonc-
tions o (), ol, par suite d’une certaine délermination de ., elles
ne l'(f\\f&l‘i\\enl J)ll]'; [[lllllll [)L“"(llll(“,[l'e< O]I "Uit (lll’cl) I)()Si(lll

1)

H'(o)0(x + @) o T *
Vi H(a)6(z)

o(z,a)=

ce qui entraine, pour le multiplicateur p/, la valeur

Ta Wia)
—— —2iK'
K 2 T

>

lintégrale f?(:r,a) o(z, b) dz s'obtient sous la forme finie ex-
plicite. Un caleul facile conduit en effet & la relation

Hia-+0) _ Wl _ Wb

e e = (k=N
[g(z. ) o(@, b) de =—o(%, a + b) L Taw0 ~ T n‘/,,| ;
Ifaisons, en second lieu,
O
@)= ' (o) H(x+u);m d
B V' 6(a)6(a)
en désignant alors par v/ la quantité
_ima e O
wi=te Ofa)
el nous aurons semblablement
Wa-+t)  a) _ OW] . g
I:lha—r-l»y CITNRCICE

/./.(-‘% a) (@, by de =—v(@y a+0b)e
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On e tlutl}nl ms’emem qu'en désignant « et b deux racines, d’abord .
£ _— o 1 . '

de I«quauun' H'(z)=o0, puis de I'équation ©'(x)= o, on au

dans le premier cas,

2K [

f o(w,a)e(w,b)de =o;
o

et dans le second,

sous la condition que les deux racines ne soienl point ¢gales et de

signes contraires. Si U'on suppose & = — «, nous obtiendrons
2K i«
[ g(x,a)?(w,—a)da::-;,(J~ SN |
Jo \ snza H

A2R
[ a@manie —a)de =20 — EKsira).

On voit les recherches auxquelles ces théoremes ouyvrent la voie ot
que je me réserve de poursuivre plus tard ; je me borne i les imli‘» [
quer succinclement, afin de montrer l'importance des fonctions
s(x) ety («). Voici maintenant comment on parvient a les définir
par des ¢quations diflérentielles. i

Vv

Nous remarquerons, en premier lieu, que les fonctions o (z) et
(g o Stre rédul i AP :
I/;(.z) peu\clul étre réduites 'une A 'autre; leurs expressions, si
on yremplac iplica ! par sa va 3

yremplace le multiplicateur p/ par sa valeur, étant, en effet,

o(zy0) = H'(0) 0(z + ©) -

H(w)0(x) =
. Oiw)

o) = H (o)l{(:z--;-m)lrm’--._m,-— - { {
0(w)6(z) i i

on en déduit facilement les relations suivantes

oz, w +iK') =y(z,w),

72y 0 + iK' = o(z, w),
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dont nous ferons souvent usage. Cette propriété ctablie, nous
rechercherons le développement, suivant les puissances croissantes
de =, de 77 (iK' +¢), qui jouera plus tard un réle important, o
dont nous allons, comme on va voir, tiver I'équation diflérentielle
Tégalité

(ue nous avons en vue. Pour le former, je partiral de Pég

Il'(x—‘—Lu)#S'(:r) 0 (w)
M(z+w)

D.logy(z) =

d’ou 'on déduit
O (w =+¢2) H'(e) (-)’(m).

D:logy (¢K' +-2) = COEE O

Cela posé, nous aurons d’abord

B(wre)  O(w) _ o 6(w) 2 0(0)
O] | @) le@) e o)

mais, I'équation de Jacobi

o(z) I
—— = — — 2527
D. 6(@) K
donnant en général
0'(=) >
2 —__ D2 L2 sn*a,
Di (@) z

ce développement prend cette nouvelle forme

:(i — /.25||?m>
I

Doy A2 sn>w —

0'(w+e)  O(w)

Dé k2 sno —. ..

de M. Weiersirass

H(e) = I'(0) €™ Al(e)s,

en prenant la dérivée logavithmique des deux membres,

et nous aurons
Al'(e)

D; logy (iK' +¢ _Dmﬂfs"'ﬁv—---—lﬂ@)—]'
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dotl, par conséquent,

14 A2

t
+

Do k*snZ@ —. . (
3
\ 6

sns qu'il soit besoin d’introduire un facteur constant dans le
second membre, puisque le premier lerme de son d[':vclu])pcmenl

(98 A1 RO R . ~
osl 5, comme il le faut d’aprés la nature de la fonction 7. (). Cette

formule donne le r
(u'en posant

ultat cherché par un caleul facile ; elle montre

rer T
TAQLSES - —
4 " n oo
on aura
2 = Asnzo— E
3
Q= k% snwenw dnw,

7 —22k2+ 7/

=2kt sntw — —"U‘-:j'/“z)
3

sn?w — =
T3

En voici une premiére application,

Vil

Considérons, pour la décomposer en éléments simples, la fonc-
lion A2 sz (), qui a les multiplicateurs de 4. (2) et ne devient
nfinie quepour z =K’ On devra, i cet eflet, en posant 2 = /K/ -z,
former la partic principale de son dév eloppement suivant les puis-
sinces croissantes de =, que nous obtenons immédiatement en
multipliant membre & membre les deux égalités
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11 vient ainsi

Iren2(iK +c) 7 (IK +¢) = e%

etl'on en conclut la formule suivante

o2 snﬁull /().

krentz y () = ; D2y (@) + [,'[;(,,l

Elle monire que, en posant 3 = </ (), nous obtenons unc solution
de Iéquation linéaire du second ordre

Tsnw)y,

qui est celle de Lamé dans le cas le plus simple ot I'on suppose
— 1 — A%+ A*sn? o élant quelconque,

n=1, la constante %
puisque o est arbitraire; et, comme cette équation ne change pas
lorsqu’on change # en —z, la solution obtenue en donne une
seconde, y = (— ), d’oli, par suite, l'intégrale compléte sous
la forme

¥ =Cylx)+ Gy (=)

A ce résultat il est nécessaire de joindre ceux qu’on obuient quand
on remplace successivement o par » -+ Ko+ K o+ K-+ K,
ce qui conduil aux équations

454 = <<),I:2 2w — i — A2+

da?

2 k
ZT{ = <')zl:‘1 snte —1 — k24
dT;{ = (?_/;2 2z —1— kP4

La premiere, d'aprés Iégalité vy (2, 0 4 iK') =o (2, ©), a pour
intégrale

y=C¢(z)+Ce(—a);
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nous auroms, sous une forme semblable, pour la seconde
troisiéme,

¥ =Cu(@)+C (=),
y=Ce(z)+C oy(—a).

Les expressions de oy (@) ety () s'obtiennent aisément a I'aide
des fonctions O (z) =0 (z-+K), H,(2) =H (2 +K); on trouve
ainsi i

0 1 (o . T
ou(e, = oI Oilm0) = iGiu—in - 2
v 1(w
1w W
e ' (o) H, (= m)c-ﬁ,.r. i i

6, (w)6(x)

Nous allons en voir un premier usage dans la recherche des solu-
tions de I'équation de Lamé par des fonctions doublement pério- |
diques.

VII. |

Nous supposons & cet eflfet @ = o dans les équations préeédentes,

en exceptant toutefois celle ou se trouve le terme + qui devien-
SN2 w

drait infini. On obtient ainsi, pour la constante %, les détermina-
lions suivantes : ! {

h=—1—/2, h=—1

Ce sont précisément les quantités quion trouve en appliquant la
méthode de Lamé ; et en méme temps nous tirons des valeurs des { |
fonctions 4 (z), £ (z), @, (), pour w = o, les solutions auxquel- }

Jes conduit son analyse

H(z)

_ (@)
8(z)’ ¥ = [kE

O(z)

()

y =k
VA O

b} Y=\

ou, plus simplement, puisqu’on peut les multiplier pardes facteurs
conslants, I
¥ =snz, Y =cnz, y=dnz.

et, en introduisant ees nouvelles fonctions, & savoir

gz, 0) = (2, o+ K),

ioy(2, ) = o(z; v+ K),

Mais une circonstance se présente maintenant, qui demande un
cxamen attentif. On ne peut plus, en effet, déduire de ces expres-
sions d’autres qui en soient distinctes par le changement de signe it
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de la variable, et il faut, par suite, employer une nouvelle méthode
pour obtenir I'intégrale compléte. Représentons, dans ce but, Iy
solution générale de 'une quelconque de nos trois ¢quations, en
laissant o indéterminé, par la formule

y=CF(a,0)+ G F(—a, o).
Je la mettrai d’abord sous cette forme équivalente
¥ =CF (2, 0) -0 F(z, —w);

puis, en développant suivant les puissances croissantes de o, je

ferai

F (2, w)=F(2) +wl(z)+ v F,
ce qui permettra d’écrire

7 = (€+G") Fo(2) + (G — C)Fy(z) + w2(Ct C) Fo (@) +...,

ou encore

¥ = Cy () + C F (@) + 0l Fo(z)+. ..,
en posant, d’aprés la méthode de d*Alembert,
= @@ Ch= o= @),
Si I'on suppose maintenant » = o, on paryient & la formule
¥ = Co Fo(z) + Gy Fy(z),
qu’il faudra appliquer en faisant successivement
F(z,0)=7®), F(zw)=y(2), F(z0)=ea(2);

mais le calcul sera plus simple si I'on prend

H(:r«e—w)'3
o(x)

()

F(z, w) = »

4w
Hi(z +w) e O :
6(x)

Bz, w) =

LTI
I (@) =

O (@ + w) e
()
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ces quantités ne différant des précédentes que par des facteurs
constants. Observant donc que, pour © = o, on a

o(w) I 0i(w) T Hi(w) J
QUDTE =2 g ()R
Pogm) = & ©®B(w) K 2 D"‘u.n», K =0

nous obtenons immeédiatement les valeurs que prennent leurs déri-
vées par rapport 4 e, dans cette hypothése de w — o

H(z) JH(z)

BES s = o

B [ () I I T ()
B i Ko=)  °
LB (I —K) 0y ()
Fi(z) = 0@ KOG 5 @) @

La solution générale de 'équation de Lamé, dans les cas par
culiers que nous venons de considérer, peut donc se représenter
par les formules suivantes :

0 H'(z) J
=—1—A2 =Cs pi[f=——— =
h=—1—£k2 y=Csnz+C snar[ T(w) K x}],

5 T e ; Hi(z) J—J2K

2 h=—1, y=Cenz+ C cnz[ll,(w)_T ‘

v B 0j(x) J—K ]

2 =2 — &+ z| == ———

P b b y=Cdnz+ G dnr[e‘w) R 'aj
VIII.

Un dernier point me reste a traiter avant d’aborder, au moyen
des résultats qui viennent d’étre obtenus, le probleme de la rota-
lion d’un corps autour d’un point fixe, dans le cas oiil n’y a point
de forces accélératrices. On a vu que les quantités o (z), (@),
20(@), 74 (@) sont les produits d’une exponentielle par les fonc-
lions périodiques

H(0)o(z+w) H(o)H(z+w) H'(0) Oy(z + w) H'(0) H, (2 + w)
H(w)o(z) ~ ~ o(w)o(z) Hy(w)o(z) 61(w)0(a)

développables par conséquent en séries simples de sinus et cosinus

de multiples entiers de Z=. Ges séries ont été données pour la pre-

Ik
mitre fois par Jacobi, a I'occasion méme de ses recherches sur la
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rotation; et, comme l'observe Uillustre auteur, elles sont d'une
grande importance dans la théorie des fonctions elliptiques. Je vais
montrer comment on peut y parvenir au moyen de I'équation sui-
vante

2K 20K
f F(@+ 2) dz -;—f F(zy+ 2K+ ) dr
X0 0
20k

2K 2
_[ F(aru-‘-uil(’-=-x)(lx-f F(@o- @) da = 2%,
b 8

ol les quatre intégrales élant vectilignes, S représente la somme
des résidus de la fonction I (#) qui correspondent aux poles situés
4 P'intérieur du rectangle dont les sommets ont pour affixes les
quantités zo, 2o + 2K, 2o+ 2 K + 27K/, 20+ 2¢K’. Supposonsi

cet effet qu’on ait

F(xz + 2K)=p F(2),
F(x -+ 2¢K') = u' F(z);

on obtiendra la relation

2K 2iR
(1—;!)[ R ) dr (i ,A)f F(zy+ @) do = 2t
Jo b

et, silon admet en outre que le multiplicateur p soit égala Iunité,
on en conclura le résultat suivant :

2K

/“ F(zo+ @) do =
o

Cela posé, soit, en désignant par n un nombre entier quelconque,

iR

c

H'(0) 6(x +w)
H(wyO(x)

on aura

*Lll-li(‘)+'!ﬁl|\)
m =, H=e * B
et, en prenant la corstante zo dans des limites telles que le pole
unique de F(z) qui est & lintérieur du rectangle soit & =Kl
nous obtiendrons pour le résidu correspondant, et par conséquent

pour S, la valeur

= (0 2 ik
K

De i résulte, pour I'intégrale définie, Pexpression suivante,

A2k ey
4 D@ o
/ F(zy-+x) dr = o = =
I — T w2niky o B K
A Le AT sxnmvmfuul\’)

(W27 K)

>

et Pon voit qu’en posant I'équation
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H'(0) 0(2o-
H(w) 0(z,

o) N

E )

il

Ane

5

on en déduit immédiatement la détermination de A,. Nous avons

en ellet,
2K
2 KA = [ (@0 + ) de,
o \
et, ]Hll' "()n‘l"(!“elll. |

sin —— (w -+ 2 niK’)
2K
e ot » S & — 7 e I 0
L(Il umsllulxtf Xy l]ll’C Jat introduite pour plus de gunel'alllc, et
aussi pour éviter qu’un pole de F(z) se trouve sur le contour i
dintégration, peut maintenant sans difficulté étre supposée nulle.
Nous parvenons ainsi a une premiére formule de développement

r_[\ H'(0) 0(z +w) £
© H(w)0(z)

sin — (& + 220K")

2K

dont les wrois autres résultent, comme on vale voir. Qu’on change,

en effet, » en w -+ K/, on en conclura d’abord fi
oK H(o) H(2—+ w) — =2
= O(w)6(z)

K

5

si

n ».l\I"’ + (21 +1)iK']

puis en multipliant les deux membres par 'exponenticlle, et posant !
m=an-1,

imma

2K H'(o)H(z +w) @ 95
RO (G0 () <= S e
smm(w—,—/mh)
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Meltons enfin, dansles deux formules que nous venons d’établir,
w-+K i la place de K, et Pon obticndra les suivantes, qui nous

restaient a trouver :

2K H'(0) 0j(x + w)
= I (w)6(z)

(w=+2niK')
2K
i
2K H (o) Hi(z+0) W e X

= 6 (w)6(z)

e IS P
cos — (w + mi K"y
2 K

Voici a leur sujet quelques remarques.

IX.

Elles sont d’une forme différente de celles de Jacobi et I'on peut
s'en servir utilement dans beaucoup de questions que je ne puis
aborder en c¢e moment. Je me contenterai, sans en faire I'étude,
d’indiquer succinclement comment on en tire les sommes des

séries suivantes
imna imma

» eed)e W, femiye I

oil () est une fonction rationnelle de sin Sk el cos sans partie

enticre et assujettie 3 la condition /(s 4+ 2K)=—F(z). Il suffit,

en ellet, d’employer la déeomposition de cette fonction en ¢léments
I

simples, c'est-d-dire en termes tels que D7 » pour
sin
2

obtenir immédiatement la valeur des séries proposées, au moyen de

ces deux expressions

Enr 2K H'(0) 8(2+w)

1 ;
SD: ¢ L =Vo 2
(] x T H o(x
sin — (o +220K') (w)6(z)
2 K
«px ) L_'i’{i": o 2K H'(0) H(z +v)
Lotk = 6(w)o(x)

(w =+ miK")

Jajouterai encore qu’on retrouve les résultats de Jacobi, sil'on

2 SUR QUELQUES APPLICATIONS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 287
38, 87 {

réunit les termes qui correspondent & des valeurs de l'indice éeales
% & E Qh 6 5 Sigd. ;
et de signes contraires. Il vient ainsi, en eflet, en désignant par ne
un nombre qu'on fera successivement pair ct inpair
s

sin =" (@ -+ m(K') sin =
ST ul\)un)[\,(wm:ml\:

W
COS ——
2K

o — mikK')

employons ensuite les équations du paragraphe 35, des #uncla-
menta, qui donnent

mriK 1= gm
— = ===9
2K p |
>\ g | |
mmeK qm {

smT =

Ve

) i
I— 9. COs— 4 g2m i
4 K 9

Lo 2 =
sin ——(w + meK') sin — (o — mi K') =
AT )sin = (0 — mi K') = :

o
19 |
et nous parviendrons 4 cette nouvelle forme |
iTmy iTmax - |
T e AV gm(i-=gm sinem ! 1l
¢ Pt _ g") sin = ;
R SR >
‘mﬂ{m miK') smm(m—nul\) 1 —-_),qmcm]_\‘%-(/‘-'m {
43/ g7 (1— g™) cos 2 |
£ 2 I T |
- gam 2K i

Glest celle qu'on voit dans la lettre adressée a I’Académie des
Sciences et publiée dans les Comptes rendus du 3o juillet 1849 ;

car, en introduisant la constante b= i—(f, on peut écrire
I\
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el

E{0) £
1— 2.7 cos =+ 2= (1 — gtb) (1— gm=b).

Mais une faute d’impression, reproduite dans les OF uvres com-
pletes, v 11, p. 143, et dans le Journal de Crelle, t. XXXIX,
p- 297, s'est glissée dans ces formules. Les équations (3), (4),(3),
(6) renferment en effet les quantités
e P @ =y sas X

qui doivent étre remplacdes par

Vaa—q), Yeri—g%, ...

TRy P e @ a0 U=

s parvenir par d’autres méthodes a ces résultats

On peut d'ailleur
M. Somoff les obtient en décompesant la quantité

importants.

(;—r/o:)(l—thzl(l-—q;
G—nNa—q5)0—q'5

en fractions simples
Ay

3—1

Ie . Joubert m'a communiqué la remarque qu'on peul, en sui-

vant la méme marche, partir de ces expressions finies

_ g2n-1-b) (1 — g*ls) (1— 2+3). (1= gttt
(s *(/"”"‘")1l*1[5)(l—(]uz)...(l—([”"":l
-0 ((— q2+bz) (1—g*te S(1—gohs)
(1—g*3).- (T—q*"+'3)

sz—g=t) (s —g> ). . .(
uqn\:/ql‘)“

=14
(:—1/1(:—(]“)...(5"["'”')(‘ —q%)

:f;—‘/"ﬁ"’\(:*(/""l,

et faire grandir indéfiniment le nombre 7.
srnier lieu, je remarque qu’au moyen de la for-

4

qui a été le point de dépar
simplement démontrer les relations €t

Enfin, et en de
mule
2k

F(zo+ ®)dz =

¢ de mon procédé, nous pouvons ures
ablies au paragraphe 1V,

page 227 :

dz = o,

/"”‘ o(z+a)6(z+b)
b :(z)
2K
f ll(w—»—n)ll(z—v—b)dm:“,
5 CHED)

SUR QUELQUES APPLICATIONS DES FONGCTIONS ELLIPTIQUES 7‘{()
ol a et b désignent, dans la premiere, deux racines de I'équation
Hil(z)i= 05 et dans la seconde, deux racines de l"c’quation
0! (#) = o. Sil'on prend, en effet, successivement

,

F(x) = )
)= PLEEE OBl

0% (z)

e r i :
onaura p=r1 et pn’ différant de I'unité, sauf la supposition que

nous excluons de & = — @. On obtient d'ailleurs, dans le premier
cas,
_ (@) I(b) 4+ H(b) H'()

S
12(0) v

et, dans le second,

O(a) 0'(b)+ 8(b) 0'(a)

§=
(o)

Vi,

de sorte que, sous les conditions admises, les deux valeurs de S !
s'évanouissent. Cela étant, nous pouvons, dans la relation ainsi

démontrée,

2K

f F (20 @) do = o,

Jo
= car 'intégrale est une fonction continue
» non seulement dans le voisinage de cette valeur particuliére
P s |’y - ]
dans intervalle des deux paralleles a 1'axe des abscisses
e O < ity
i la méme distance K’ au-dessus et au-dessous de cet axe

supposer

X, "

Dans la théorie de la rotation d’un corps autour d’un point fixe !
0, le mouvement d’un point quelconque du solide se délCl‘lllil'Ié ‘
enrapportant ce point aux axes principaux d’inertie Oz/, 0y, Oz’
lrnlxx)o{Jl.lcs dans le corps, mais entrainés par lui, et d(mL’ on cinn:u;
la position 4 un instant quelconque par rapport a des axes fixes
O, 0)'.,0 5, le plan des zy étant le plan invariable et Iaxe O'. 1
]!f!l‘p(:ndllclllﬂil‘e de ce plan. Soient donc 2, y, z les com:d‘onn;cﬂ-

T'un point du corps par rapporl aux axes fixes, et £ =, { les (:aorj

H. — IIT.
29
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données par rapport aux axes mobiles; ces quantités seront lies

par les relations
z=at+bnt+cl
y=at+bncl,

z=at+ b1+,

et la question consiste & obtenir en fonction du temps les neuf
coeflicients a, b, ¢, .... Jacobi le premier en a donné une solution
compléte et définitive, qui offre 'une des plus belles applications
de caleul A la Mécanique et ouvre en méme temps des voies nou-
velles dans la théorie des fonctions elliptiques. Clest a I'étude des
résultats si importants découverls par I'immortel géometre que je
dois les recherches exposées dans ce travail, et tout d’abord I'inté-
gration de équation de Lamé, dans le cas dont je viens de m'oc-
cuper, ou I'on suppose n=1; on va voir en effet comment la
théorie de la rotation, lorsqu’il n’y a point de force accélératrice,
se trouve étroitement liée a cette équation.

Pour cela je partirai des relations suivantes, données dans le
Tome 11 du Zraité de Mécanique de Poisson, page 135 :

da da’ J ; &l o
32:[)’70(1‘ -«Jt—r:blfcq, —d;_hr—(,q.
db i av _ 0 v’ _ e
L e S e
de de' y : ol e
m:aq—f;p. I“a([‘b[]’ 76 =a'qg—0"p,

dans lesquelles p, ¢, r sont les composantes rectangulaires de la
vitesse de rotation, par rapport aux mobiles Oz', 0)/, 0z, Cela
élant, des conditions connues

p=aa’, P =

¢ =50

ot a, 3, v sont des conslantes, on lire immédiatement les équa-

tions
de” db" de” e
= v — e — (o —rr)clal — =(p— (618
“de 1= B)otet, — = (e=q)c'a, = = a)a' b,

dont une premiére intégrale algébrique est donnée par 1'égalité

)

a2+ b =1,
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et une seconde intégrale par celle-ci :

aa 4 Bb"2 4 yer=§,
4 élant une constante arbitraire. Ces quantités o, 8, v, & sont liées
. & 7 B¢
aux constantes Ay B, G, /i, £ du Mémoire de Jacobi par les rela-
lions

elles sont donc dusigne de / qui peut étre positif ou négatif, comme
représentant le moment d’impulsion dans le plan invariable. Dans
ces dc:_:x cas, (5 sera comPl‘i_s entre 2 el y, puisqu’on suppose B
compris entre A et C'; mais Jadmettrai, pour fixer les idées, que ¢
soit positif. On voit de plus que, & étant une moyenne entre «, 3, +
peut étre plus grand ou plus petit que 3: la premiére lx\-polinés.s;
donne B/i> {2, et Jacobi suppose alors A > B> C;Vdans la
seconde, on a B/ << 2, avee A << B <Z C; ces conditions prendront
avec nos constantes, la forme suivante : ¢

(I) < f<b<y,
(1) «>B>55 1,

et nous allons i $dis alr 3
. lm:ls unmedn'lemem” cnﬂﬁ\nc usage en recherchant les
RS v .
expressions des coefficients «”, 4", ¢, par des fonctions ellip -
tiques du temps.

XI.

Pelnome, 6 R I : ; g :
: bserve, en premier lieu, quon obtient, sil'on exprime o et
¢"aumoyen de 47, les valeurs

(1—e)a=q—3— (=B, (y—2)e1=3—a— (@ — )0,

Posons maintenant

puis

e (B=a)(y—3)

- B—a)(x—B)’ 2
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').g‘).
il yiendra plus simplement

Vi=— Uz, W2=1— A2U2.

A o o N,
Introduisons, en oulre, la quantité 22 = (8 — =) (y— {); l'équa-

Lty e St
&2 — (o — ) ¢"a” prend cette forme :
tion — (e —7) I
AU R
‘d_t = nVW,

et ’on en conclut, en désignant par ¢, une constante arbitraire,

U=sn[n(t—t), k], V=en[n(t—t), k], W=dn[a(t—u) i

o)

Jajoute que les quantités

sont toutes positives el que A% est positif et moindre que I'unité,
sous les conditions (1) et (II). A I'égard du module il suffit en effet
de remarquer que l'identité

(3—a)(y—PB)=(r—x) (B —=B)+(F—=)(v—2)

donne

e Q=00 = ?),
=) F—13)
de sorte que k2 et k2, élant évidemment p()silifsl. sun‘l par ccla
méme tous deux inférieurs a I'unité. Ce point établi, désignons par
<, <" des facteurs égaux & == 1 ; en convenant de prendre doré-

navant les racines carrées avec le signe +-, nous pourrons éecrire

et la substitution dans les équations

W ppre,  Dmaopee, o poaa,
dt

donnera les conclusions suivantes. Admettons d’abord les condi-

e ([ is diffé v ontne o)
tions (I) : les trois différences f— y, o —y, o — {8 serontnégative
et on trouvera

s =—c'¢", d=—c¢c"e,

mais sous les conditions (II), ces mémes quantités ¢lant positives,
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nous aurons

ainsi, en faisant, avec Jacobi, ¢ = — 1, on voit qulil

faudra prendre <" = —~1 dans le premier cas et la valeur contraire

"= — 1 dans le second. Cela posé, et en convenant toujours que

les racines carvées soient positives, je dis qu'on peut déterminer

un argument @ par les denx condi

cnw =

d'ott nous tirons

dnw
enw

ces quanlités satisfont en effet & la relation

dn®*o — keno = 42

comme on le vérifie aisément. Je remarque, en oulre, que cno et

dnow étant des fonctions paires, on peut encore a volonté disposcr

= A

ntw - 2—0 e R ¥ d
e 1Xeror @ e
oo y—a’ 2Ous fixerons ce signe de

maniére que, suivantles conditions (1) ou (1),

dusigne de ©. Or, ayant

n a f
oL uites c
X quirestunetonc.

lion impaive, soit égal & 4 ‘/;_;_; oua— :‘7 j Nous éviterons,
en définissant la constante o comme on vient de le faire, les dou-
bles signes qui figurent dans les relations de Jacobi ; ainsi, & égard
dea', b, ¢, on aura, dans tous les cas, les formules suivantes, ol
je fais pour abréger = n (¢ — Lo):

N cnu »  dnosnu ,  snwdnu
a’'= W= =

=— ——, > —
cnw enw Zeno

Enfin il est facile de voir que = ¢u, v étant véel; de la formule

iy, k) =

» on conclut, en effet, cn (v, £') = \/

i
valeur qui est dans les deux cas non seulement réelle, mais
moindre que I'unité.
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