SUR LES
DEVELOPPEMENTS DE F(a)= sn“a cnts dne

0U LES EXPOSANTS SONT ENTIERS.

Académie royale des Sciences de Stockkolm, Bihang III,
n® 10, 1875, p. 3-10.

Le mode de calcul que je proposerais résulte de la proposition
suivante :

Soit #(z) une fonction uniforme ayant pour périodes 2K
et 2¢K'; si Pon considére un rectangle dont les cdtés paralleles
aux axes Oz et Oy; soient AB=12K, AD=2K/, la somme S des
résidus de () pour les valeurs de I'argument qur répondenta

s I i
des points compris dans Uintérieur du rectangle est nulle. Cest
ce que donne, en effet, U'intégration de ¥ (5)ds suivant le con-

o ffix A
tour ABCD, car en appelant p pour un moment | affixe de A, on

obtient ainsi la relation
2K 2/K" 27 K"
f f(p+z)dz—+—/ £(/)4-'J.K+z)dz—f £(p+z)dz
¥ < 2K H
_f £(p + 20K +5)ds =2izS
0

ou bien

fﬁﬁ [$(p+3)—$(p +2iK'+2)]ds

_f“w[j(l,+;)—I(17+'zl(+z)]d!.:2;'7:5,
0

SUR LES DEVELOPPEMENTS DE F(2) = snez cnbz dncz.
¢t les conditions
£(z+2K) = 5(z), £(z-+-2IK') = $(3z)

donnent sur le champ
S =o.

Ce principe posé, je distingue a I'égard de F(z), d’aprés les rela-
tions
F(x +2K)=(—1)8t6 F(2), F(2 +2iK') = (—r1)t+e F(x)

quatre cas différents, suivant que la périodicité étant celle de snz,
cnzr, (]ll.TA SNz, on aura

F(2 +2K) F(z),
) {F(z—e—vzil(') - F(a), i
F(z +2K) =—F(z),
(a0 ; F(z +2iK)=—F(z , fi
F(z +2K) =T (x), |
(1ID) 3F(m+mc)=—lf(x),
- F(z + 2K) =+ F(z), -
19) F(z + 2iK) =+ F(2),

et j'en feral successivement P'application aux fonctions

£(z)= H . E(s) EF(z)
en(z—3) dn(z—=z) sn3(z—z)

Considérant d’abord le premier cas, Jobserve que toutes les

valeurs de = qui rendent le numérateur infini et le dénominateur I
|
nul sont [

3= iK'+ o2mK + 2niK’, =wt+amK+ 2K, I

m el n étant des nombres entiers. On a donc, a Pintérieur du
rectangle ABCD, qu’a considérer deux quantités qui peuvent étre I

ramenées & s =K', 5=z, pour en déduire les résidus corres-
o K c no. 1
pondants, c'est-d-dire les coefficients de < dans les développe-

ments suivant les puissances ascendantes de e, de F(eK 4= €),
F(a+-¢). Soit, a cet effet, en ¢orivant les seuls termes qui con-
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tiennent ¢ en dénominateur,

A A An
(= 20) = = = =3 et

ou sous une forme préférable
F(iK'+¢)=Aet+ & D=l ...+ A De=1.

S A e !
En multipliant membre a membre avec 1'égalité suivante :

— 0 = ksn(@—en=k l:«n:p—lD_rsnz—v
sn(x —iK'—e¢) . 1

! D sni ...

1.2

»
(1) ——— D sz +...
1.2...0

dans le produit des seconds

@ 1=

il vient, pour le coefficient de
membres, Pexpression

/\’(Asnm-ﬁ—x\,D,csnz—}—.,,+A,,D15n1').

— 2 élant évidemment — F(x),

[autre résidu correspondant a
la relation S = o donne la formule

F(z)= k(Ao + A Desne+...+ A, DI snz).

S\ 5 F(s)
Dans le second cas, ou ¥(z)= e —2)

, le développement

de s conduit 4 un calcul tout semblable; mais job-
“ en(x— iK' —

serveral que, ayant

e}

=— —;rifcl](l‘—— K),

on peut poser

i

—_—— / [cn(z—!{)f D, en((z — K)
en(z — K 1

D2 en(z — K)—.

multipliant membre avee I'égalité précédemment employcée

FIK +¢) = Ae-t4 A Deet+ A Diet+. ..

SUR LES DI

ELOPPENE:

s e I (2) = snez enér dnca,
Je résidu cherché s'obtient done sous la forme suivante :

il . ; :
XA en(z— K) == A{Dj on (@ —K) .. x4 A, D on (o — K)].

Maintenant, Péquation en(x — 3) = o donne la solution
5 =a—IK,

et le vésidu qui lui eorrespond a pour valear

F(x—K)
—g—

Ao la relation

F(a— K) = i[A en(@ — K)= A, D en (2 — K) ... ].

¢l, en changeanl z en @ + K,

F(@) = k(A ena -+ A, D e - Au D% cn).

Le troisicme cas, en faisant usage de la relation

1 ’ R
Tt = dn(r — K —iK'),

)

donne de méme
F(2)=—é(Adnz +ADydnw ...+ A, D2 dna);

mais la quatricme se présente dill'<.§1~e|11||1clll, le vésidu de la fone-

(3)

Lion YT O A= étant 17(z ), on oblient, en effet,

F(z) =—k*(Asn2z + A D,s

...+ A, DI sn2a).

Or, le théortme S = o, appliqué A la fonction 17(5), remplissant
acluellement les conditions

F(s+2K)=

F(z+20K) =

(=)

elquina quun seul résidu, fait voir que ce résidu est nul. Ayant
ainsi A = o, on parvient, en intégrant les deux membres, a la
relation cherchée

I'(2) = const.— A2(A; suz

= A:Dyesnzz . - A, Dt sna)

qui donnera comme les précédentes, au moyen des coefficients A
I, — T1IT.

19
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., le développement de F(z) en série de sinus et de cosinus,

point établi, je reprends I'égalité

F(iK —4-2) = Ae=l -+ A Dee-l. .+ A, DEel,

et, observant que les formules

i sn(iK'+ z) = ==

|

i e

i g I G e
(iR @) = 2 R

il sn( ¢

\

) K o 1

é‘ AN RO e = ).

i permettent d’éerive

K N\ [ RN 1

I l-‘(ili'—»-:r):(—_) (~) e e
I i ¢ k) \ik snaz 5nh(k'1‘, %) sne(ia, A')

1 :
je suis amené a m'occuper de développement de —— suivan les
puissances ascendantes de la variable. Or, un moyen simple de

| Pobtenir résulte de la formule suivante :

de sorte que

1, (k) =2+ 5
on en déduira

: R

= II, (k) = (— 1) ("),

B~

i g 1 s coefficients a en
et cette relation détermine les coefficients (3, v, ... au moye

1
de @ qui est donné d’avance par le développement connu defesi

SUR LES DEVELOPPEMENTS DE F (&) = sn%z cnla dnca.

Soit, par exemple, 2= 4; en faisant 1
k= cosg, ;
dolt
k= sine, k4 ik = ei?, l

onaura facilement
ORI, (&) -+ Ty (AT)]

=1632 =105 + 48y - (282 ++ 24 £ -+ (6v) C0S 4 = cos8o,

puis

k=241
k47

8

(ks ety

)=uacos$’._>+-;,?coq;_,_.‘, 1

cl, par conséquent, les équations suivantes : i

¥ =2(1632 1048 -+ 48v), |
B=28a -+ 2§ -+16v; | [
ot I'on tire

27 — 284 K2+ 186 k* — 28§ k5 - 197 A3 |
R 8)) g Mtk

I, (&) =

Le développement de —— me s >
PI stz e semble

tion particuliere, et je remarquerai en premicr lieu que, en posant

aussi mériler une atten-

1 1 | 1

ST + Py (k) + Po (k) @2+ .. b (L) arn—2q

le coefficient ®, (k) s’obtient au moyen de [T, (&) comme il suit :

(31 2 () = (272 — 1) [-af"fiu/.u-)—%(—xwu + fy,

7)

/«\'I. |

(st la conséquenee; en effet, de la relation

1 [F ; i
uip el [ D) I
N snz 1+ 2
8N - sn(h:ﬁ
2 2

clinyersement en partant de celle-ci

'zl),,_[‘ G5 i+ k) 2_[ e
sn&  sntxy Ik, 1—k 2
sn (—_ iz, *
2 1+ k
f
on exprimera 11, (4) au moyen de D, (k). /
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2.2 2 b £ Cl L] ) .
2 s R oCi s & X T r Iex 1 4 & . 3 oy
Voici le systéme des formules quu conduisent a ces résultats On est amené & rechercher |C)PI sion la plus genémlc des polly

nomes entiers () de degré n satisfaisant aux conditions
. ?

sur — et
28 sn&

1
Zlo(--) =0(x
cnw (In“(-‘7 | .(_T) e(@),
B sn&

o(i1—2) =(—1)to(r).

I+ cna i Supposons d’abord » impair; en
sna

lités et 2 = — 1 dans la premiére seulement, on en conclura

1= dna

=t ] 5 PNI=I0 () =l0;
sna
par ot I'on voit que o(z) contient le facteur
(14 cna) (1+dnz)
= snla 2 3 (2 +1) (22 — 1) (@ —2).
Soit done, pour un moment,
jlen lirerai cetle derniere counclusion () = (@ 1) (2.2 — 1) (= —2) U(2);
i k) L ; +/:_;' s — i le po'lvyv'nmnc de degré paiv () sera réciproque et vérifiera la
(——‘)—J.’ m) condition

Y — )= (),

+2(r+Ak2) =0,

car le produit (z +-1) (22 —1) (2 — 2) change de signe quand
on y remplace z par 1 — z. Le cas de 2 impair est ainsi ramené
i celui de 2 pair que je vais considérer en posant n = am. Job-
serve & el effet que, en posant

qui donne, pour Je calcul direct de @, (k), la relation

: £ ik : 01(2) = 8(2) — A2 — & + 1y,
(k= ik ) m} (1 + k)b, i

S S <| I.-> = (4 2) (k). ol A est une constante arbitraire, on aura encore
(=i ke () = d i

eitAd

1 st d’abord & faire sur la for gébrique des
Mais une remarque est d’abord  faive sur la forme algébriq e
polynomes @ (k). Les égalités - ° :

sn (/.‘I, Il)

montrent, en effet, que

Cela posé, déterminons A de maniere que 2, (2) admette

= ksna, racine # = 03 la condition

gi1(1— &) = ¢ ()

[ait voir qu’on introduira en méme temps la racine & = 1, de sorte
1 .o
L-i/:'l;,L<T_> = &, (k), (quon peut faire
A

B, (K) = (— 1)1 D (£): gl=ale el
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Or, on trouve 4 I'égard du nouveau polynome o(z) les relations 4 on aura les formules suivantes :

oy (1— 2) = %2 (£), (1+ l;)zu.p”('*
s +

3;:/11—3-%2(;_‘) =— 92(2)

SH( 1= 1§ k2 fetymsle( 4 L Ja)2n,

(1 -+ )2y, (l S H (16— 16 /2 fed ym I 4] Tev )2l

I

qui donnent pour z =1
T+

(k= k)2 Dp ( SH( 1 — 1 GR22 n3l( (kK" )20,

©:(1) =0 et @a(0) =03

qui permetient d’employer la relation

apoma(

done, comme tout a I'heure, ©.(z) admet le facteur z(1— ), par

ot Pon voit qu'on doit faire 1=

) =+ (14 I.")ﬁ'uh,‘(l

oy (z) = [2(1—2)] 93(2),

d’ou résultera )P (L)
’

e (1— ) = 93(2),

2m=6 0,(5-) = o3()-
& B (k) = A(u— k2 l'2)8 4+ BAR)Y,

Ainsi 5, (2) est un polynome de méme nature que @(z), mais et Phypothese particuliére

du degré »m — 6, de sorte que, €n raisonnant sur le nouveau k2=,

polynome comme sur le précédent, on arrivera de proche en d’'od Pon tire

yroche a l'expression cherchée
B puis

o(@) = A(22— @ 1)1 B(a?— @+ =3 (22— 2)?
x4+ )=t (22— @)

S Ve k=15 42, 16 — 1642 4= kr == 1542, 1 — 16424 16k =— 15,
...

- L(z2— = ) ap(xt—x)?r, (G Ik’

¢t enfin

(IR )2 = (GUll )2 = — 8 A

NG o 2 m : . ira & Péoalité
p désignant Pentier contenu dans = et Pon en conclut, en fai- conduira i I'égalité
153A 13828 = o,

sant = k2,

Soit encore 1= J; raleur N ; o
qs/‘(/{):;\((__kg][v-:)m..‘_]}(]_[;a/(";)mrul\s/\-'k - v 1; de la \alu}; By (k)= A(1— k2A2)2 qui est
eard 2) PO ~,
Gl Ry I ) 0T le.mun'connue] nous tirerons celle de II; (4) au moyen
de la rvelation générale 2
Cette forme, canonique si je puis dire, des cocfficients du déve- D A == TP D) (e (D = 220

! - . - o
' suivant les puissances croissantes de la variable,
STEr

loppement de

et lexpression précédemment calculée se retrouve, en clfet, sous

contiendra au plus, sous forme homogeéne, deux coefficients in- 2 :
la forme suivante :

connus, jusqu’aux limites 7 =10 et 2 =13, suivant que r el

pair ou impair. Et si I'on éerit pour abréger

127 — 284 k2 - 186 &% — 284 kS

@, (k) = SH(1— k2 k2)m=si(kk )2,




SUR UN THEOREME D’EISENSIEIN.

Proceedings of the London Mathematical Society, . VII, p. 173-
Read april 13 th, 1876.

M. Heine en donnant la démonstration du théoréme eélehre
@’ Eisenstein, sur les développements en série des racines des
équations algébriques, f(y, z)=o, dans le Jowrnal de Crelle
(1. 48, p. 267), y a ajoulé cette remarque extrémement impor-
tante, qu'on peut ramener les coefficients supposés commensu-
rables d’un tel développement, a étre tous entiers, sauf le premier,
par le changement de = en Jea (1). Cest une simplification de l
méthode employée par I'éminent géometre, que je me propose
d’indiquer en peu de mots. Considérons d’abord Pensemble des
divers développements ordonnés suivant les puissances enticres et
positives de la variable, quion peut tirer de I'équation proposce.
observerai avee M. Heine, que si deux ou plusiears d’entre ey,
commencant par les mémes termes, ont la partie commune

@+ b -+ca?i...+ kar,

la transformée
F(s,2)=o0,
obtenue en posant

y=a+baw+ cat+, ..+ kP + 3Pt

(1) Note added by the permission of M. Hermite. — This vemark had already
been made by Bisenstein himself: His Words are, Endlich kann statt @ immer
vin solches Vielfache von @ gesetst werden, dass alle Coefficienten der Reile
in ganze Zahlen ucbergehen (Sce Eisenstein’s note in the Monatsberichte of the
Berlin Academy for July, 1852, p. 4415 or the extract from il an carliex paper of
M. Heine's in Crelles Journal, vol. XLY, p. 283). H.-J.-S. Smith.

SUR UN THEOREME D'EISENSTEIN. 235 ! |

aura celle propriété que, pour z = o, toules les racines seront i
nécessairement inégales. Cela étant, et dé

ignant 'une d’elles sup-
posée commensurable par 5,, je raisonnerai sur I'équation !

F

—+ Sgy &) = 0.
qui sera par conséquent de la forme suivante :

MY == N T2 == iy &3 -

+ 3 (R 2+ Rzt +...)

les coelficients étant des nombres entiers et 2 devant essentielle-
ment étre supposé différent de zéro. Soit maintenant 5 = nu et
z=n2t; il viendra, aprés

avoir divisé par n*, { 4

myt -+ n2msl
(ARt Pyt |
WP R2pil i pa L)

= WP (s 4= sl ntsali4-...) =0, i

relation que j’écrirai ainsi

myl—= ntmyt®
IRt ==
Y o e

e A O eI

Lyt

w=

nispt—+...

= i ey
- AL == . ki
ou encore ;
w= Myt +Mst24-... .
G2 (P + Pyt + Pyt2+-...)
+ % (Q + Qe+ Qaet~+

S OIS

(S + Spt - Sy, i |

.

en observant que les séries infinies inteoduites dans le
nlmmbm ont toutes pour coefficients des nombres entiers.
aone

second

Faisant

W=yl ayl®—+ a3 +. .., I
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on obtiendra les relations

a;= My,
a»= M.+ Paj,

as= My 2Pa -+ Prai+ Qaj,

qui de proche en proche donnent les quantités @, @, g, ...
sients entiers de My, M., ..., P,

en fonctions entiéres et & coefl
P,, Pa, .... Nous démontrons immédiatement ainsi le résultat
découvert par M. Heine, que la série infinie qui satisfait a I'équa-
tion algébrique entre ¢ ¢ w a tous ses coeflicients entiers. Etsi
Pon revient aux variables z et 5, on aura cetle expression

a;

. Qs
s A

que je vais considérer i I'égard de la puissance fractionnaire du
e
binome (1 — &) ". Nous trouvons alors cetle conséquence (ue

m [ m m
- =+ f
no\n n

m(m - n) (nv == any...[m-+(E—1r]
= IO eats

a;

i1

dire que Uexpression
m(m = n)(m 5=on)...[m+(E— | ni-t
Bk

est toujours un nombre entier
Le procédé, dont je viens de faire usage, s'applique ¢également
rons, par exemple, I'équation

aux relations transeendantes. Consic

de Kepler

y = a-=+xzsiny;

@+ w, et on mettra la transformée

on fera )
w =z sin(a -+ ),
ou plutét
. 1 1 o
u= =zsnal1l —=-wtr — U —...
2 24

1
4z cosafw— Wb —ut—... )y
6 19;

SUR UN THEOREME D'EISENSTEIN. 235
sous la forme suivante :

D= Q) = @ — pp e E _ pECBE
> - a5

yus sommes ainsi amené A introduire, au lieu de z, la quantité
rina

1=z cosa’

¢ 0 % 3
€ pour un moment, l'équation

devient, en eflet,

[ G065

Jans les Annales de I 0ol ; S
l s les Annales de U Observatoire de Paris, M. Serrel avait
déji faitJa remarque, que la valeur weés simple ¢ — ¢, c’est-a-dire

donnait une solution approchée du probléme de Kepler, en négli
) L

geant seutement le cube de I'exeentricité.
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D'UNE

LETTRE DE M. Ci. HERMITE A M. L. KONIGSBERGER.

DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES

SUIVANT LES PUISSANCES CROISSANTES DE LA VARIABLE.

Journal de Crelle, t. 81, 1876, p. 220-223.

Je me suis occupé de ces polynomes rationnels et entiers par

! rapport au module, qui se présentent dans Jes développements des
fonctions sin amz, cosama el Aama suivant les puissances Crois-

santes de la variable, et dont les premiers seulement ont été cal-

culés. Sil'on pose

P,y @2t

—. e (=
( ) (Ol t

sinamz =u— |£

fl o0

Q¢
oS am®? = | — ——
1.2

Aama

vous savez qu'on a ces expressions

P = Py 4.t 220
Q= - it . o= Qg #2172
T = Ry . . . w2

avec les conditions

Ro=Qn—1, Ry = Q2 s

SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 237 |
237

qui rameénent R, & @, Mais ni la formule de Maclaurin ni les

relations tirées de la transformation du second ordre, telles que

celle-ci |

(7 -+ iz') cosam | (z — iz') @

-+ (2. — %) cos am [l’x +iz')a, =2z cosam(z, z),

que j'ai employée autrefois pour le calcul des quantités @, ne
paraissent pouvoir conduire & Pexpression générale en fonction
de m, des coeflicients des diverses puissances de z. Clest en sui-
vanl une autre voie que J'ai obtenu les résultats suivants, qui en
montrent la composition arithmétique. Considérant en premier lieu
le polynome 3, on aura

3ol _ S — 3, 1t

2t — (S — §)32mt

52m*—3am—17,

(32m2— 88 m + 30)32m+t

A l'égard de (D je trouve semblablement

tQ=32"— 8m —,

i
12 Qa= 52— (8Sm — 8)32m_. 3um?— [8m —q, |
i

Q= 72— (8m —16)52

(32m*—120m + 82)32m
T
—_ ?(u 56 m? — 288 m* == 320 m = 297),
Lnfin pour H,. on obtient () )i
1

Ry= o2m—2,

Ry = 2276 [a2m— Spp+ {],
R, 210 [ 32— (S — 12)020 4= 39— S8m -+ 31], |
Ry = o2m=ti[f2m_— (8m — 20) 32— (32m>— 152m — 148) 22 |

256m*—1728m* + 30S0m — goo)].

(*) Nous avons lieu de penser, d'aprés les calculs de M. Bourget, que
mules donnant €y et R; ne sont pas exactes; c'est ce que montre la considér

des cas particuliers m = 2, 3. B P
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Supposons que m soit un grand nombre; alors nous aurons,
lorsque le module est réel el moindre que Punité, ces valeurs

limites, & savoir

Wzl

2

Rozm—1

Il en résulte que les développements en série, de sinama,
cosamz, Aamz, lendent de plus en plus a se confondre dans

leurs derniers termes, avee ces simples progressions

(—1)m (
AR\

(— 1) o zim (
=

cl par suite seronl convergents, lorsque le module de la variable

moindre que K’
Voici, aprés les quantités .., @.,., #,,, deux nouvelles séries de
polynomes, 5,, et ©,,, définies par les relations suivantes :

G, i1

v (am—1)
Tt

152 .(200—2)

éL, comme J’espére vous le montrer.

¢l (qui présentent quelque inté
On a d’abord ces expressions

S,,=S)—S ) S, wan,

Tp=Ty— Te

e ()T e

el les coefficients qui sont toujours commensurables mais non plus
entiers comme précédemment, sont donnés. par ces formules ot By,

SUR LE

DEVELOPPEMENT DE

FONGTIONS ELLIPTIQUES. 239

désigne le n*"® nombre de Bernoulli

tm—1— ¢
B,
n

= (— 1) (o2m=t— B,

()" (8m—g)+ (8m—1f)(»*1—1)B

(=1 (32 m*— 28 m =+ 101 + 32m=1)

L 64 m2— 336 £16) (52
= i((u/m-— G+ 416) (22m=t — ) B,

m=1p,,

m

T, =9m—2B,,,

= (—1)2o2m=1 (e — 7)22"=C5B,,,

— (e — 2)22m=3—+ %(i",z* 20m —+ 26)22m=TB,,,

ces derniéres équations relatives a ©,, devant étre appliquées seu- i
lement & partiv de m = 2.

On 4, ensuile, en supposant que m Soit un grand nombre, les
('\‘[)I‘('S.\lﬂnﬁ lllIlIlCS
S

m 2

_ (=
(2 K)zm (2K )2m’

(am—1) o

<. 4 —1
(O K)

(=0 (§m—r)
(2 K )2

S@ur—)) =

Elles montrent que les développements de L

sinamaz”
conyergents, tant que le module de la variable est au-dessous de la
plus petite des deux quantités 2K et 2K/, ce qui est encore la |
conclusion, que donne immédiatement le théoréme de Caucl
Clestal'égard des polynomes S, et @, quon tire de la théorie
dela transformation de nombreuses propriétés que jevaisindiquer
suceinctement. Les premicres et les plus simples résultent des

équations
sin am (

L 1
sin?am (i@, %)

L . e
:) = zsinam(a, #),

sin* am (@, %) A




OEUVRES DE GIHARLES HERMITE.

qui donnent, en faisant

= 0(Z2), T = (),

w2 ||<l> =T (%),
3
N
,'-.‘mq,(l
\ %

D(x') = (— ) P(n).

les conditions

D(),

On en déduit aisément pour ®(») les conséquences suivantes
eL posanl /i =2/, nous

supposant en premier lieu que m soil pair
aurons celle expression canonique

)=

e @l =

Pb(z) = G(1— =+ Gy (1—

D (o AT TS

P87

2 @ —

< ot P @ .
oit p est I'entier contenu dans 5 Supposons ensuite n =
la forme analytique précédente nest modifice que par Uintroduc-

tion du facteur

(1 #2) (2 — #2) (1 —22%) = o(2),
el 'on obtient

() = () [H(1—

4 o n—
¢ ¢lant 'entier contenu dans =3
pav B, le mieme nombre de Bernoulli, les valears des premiers coel-
ficients G et H seront

'. Sinous continuons de désigner

Gy = 248—1—15.240=0B,,,

— o3n—16 ¢ (2401 — 745)2n—15 — (150 — 0495) "% By,

1
e g0 (30— 93)240-5By,y ;
22N+ 1

maintenant les propriétés algébriques remarquables aus-
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quelles conduit la transformation du second ordre, en partant des

relations

1% 1

= z
sinam(caw, 7' o 7 7 >
sinam (7

o 14z .
sinam|( —— Za,
)

1
sinam(@,z)
sin Zlnl(l

0
—
sinam (&, z) sinam (i, ')

auxquelles je joindrai encore celle-ci

1 :(l+cosﬂma~)(|+Aamr)
sin? ama 3

e
sin?am —
2

J'en déduis les diverses conséquences suivantes
S AT, o . ol ;
Soit d'abord, pour a])rcbel‘ 1’(:(tl‘lll|r07 i

— 1) II(%), W = (— 1)myp2my] (;)7

%

puis

y=

1)/ (0= )2 !l(

on aura en premier lieu

1My = 2271 (11"

"),
T0 = o201 (11" - TI),
(I +-10')

I, —

et il est aisé ir fi S 3 S s

: S alsé ‘dc voir que I'une ([uelcun([ue de ces C'qll'llion' uffit

pour déterminer sauf un facteur S es ients = 0ly-
4 v constant les coef] '

by (1) efficients du ])1]\

Je remarquerai i
e o querai Clllslllle que ®(2) se conclut immédiatement
clI(x); on a, en effet,

(2m —1)p2m—2

PR —

B(x) =

(I == T 117y,
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savoir

el les trois quantités suivantes, a
D= (= 1) (1+ z)ﬂmq,(

Dy = (17 )2m D (:—:—~

/
B = (% + ,‘,’)'mu])(

s’expriment par ces formules

(oM — 1)92m—2 i
Py = -+ oll),
e L

—1)p2m—2 ,
¢ = (0 ) (I =+ 2117),
l QM= |
2m—2

(105~
1

(2m—1)
b= =

11°).

, déterminer d’abord le poly-

Enfin on peut, d’'une maniére inve
nome ®(x), en employant a cet effet la relation

D)= Dy Py -+ Py

(22 =

i : se des précédentes on déduiva ensuite
ui est une conséquence des précédentes. On en

1
ke Sem—1dy — dyy),
) (200 — |)‘>,i'"—'(
puis.
o= (g — 2P),
= ————— (g —2P),
2
I e e )
i 2m—k

Ces résultats manifestent entre IL(z) et @ (%) une (lx:[)(:.ndan.m: véci-
ait guére faire prévoir leur origine; ils con-
: sui-

proque, que ne pouy
duisent aussi a remarquer

es deux combinaisons linéai

antes : ;
Bt () = (22at= 1) D7) —(2m— 1) 2=V (%),
01(%) = (2—'—1)® (%) — (2.m —1)2m=1II(%).
Nous aurons, en eflet,

) — (—1)mam O(%),

(==

S

[yl om 8y (%),

(1 +~;.)'=w(-a,<
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et de la vésulte, comme vous allez voir, une forme canonique pour

ces deux nouveaux polynomes.

Je cherche en premier lieu Pexpres

sion la plus
polynomes entiers ¢(z), de degré m en :

‘nérale des
2, tels quion ait

et je ferai d’abord cette remarque que, si o esl supposé s’an-
nuler avec la variable, il contient le factear 22—
clfet, dans Péquation (2), 2 = 0; on en conclut que o(z) s'annule
pour z =1 et admet par suite le facteur x2(1 —-I*): pu’isqu‘il ne
renferme que des puissances paires de la variable. O, ¢

2. Soit a cel

n posant
o(@) = 21— z2) (=),
I'équation (1) donne

PO L)) = =

: () == 0,
ce qui montre immédiatement que (z) s'évanouit pour 7 — ==
Jajoute qu'en faisant

Y(z) = (1 —22)y (@)

ou hien

o(x) = @ (1 — 2

on obtiendra i l'égnrll de 7i(z)
2~ i —_
% ”x(;.) = (=),

L ) (L=
(1= 2 )2m /‘(I+J')ﬁ

cest-icdive les équations caractéristiques du polynome
en y changeant m en m — 4.

proposé

Une seconde remarque va maintenant en donner Fexpression
générale. Soit pour un moment
91(2) = o(z) — A(1+ @),

¢lant une constanle arbilraire; on voit immédiatement qu’on

AR

B

s

Y

o

=550,
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2

PR = (),

(l—;—:r):"’w.( Mgy (@)

e que f.(;) sTannule avee @, on le

Or, en disposantde A de man|
avons \'||7 au I)I'Odllll (l'llll l)ﬂl.\'lllllnc ll(‘

l'}]ln("l“‘,, comme nous |
méme nature, de degré 2 m — 8, multiplié¢ par le facteur 2 L
Oln?runl donc sur ce nouveau lmlynmuc comme sur ‘I(: ‘l”""""‘]“.'“-
il est clair quon parviendra de proche en proche a I’ expression

(1—a*)%

cherchée

2 (11— w2)?

A1+ a2)m Ay (1 -+ a2yt
X Ay (1 @ )ym=trair(y

-k Aa (1 22 )m St (1 —

m - AN S
7 désignant I'entier contenu dans T Mais ce résultatne nous suffit

pas et nous avons encore a considérer les pnlynmncs qui satisfont

N

) —— gma(@).

aux conditions,

¢(z),

Or, en faisant

¢’est-a-dire

la seconde équation donne

z.;)(.'r) =y

de sorte que o(a) est divisible par 2% 42 —1, el par consé-
quent, aussi par T*— 22 —1, attendu que g(— 2) = 2(2)- Ayanl

(@2i-2@ —1) (@2— 2@ —1) =2*—0

faisons .
e ‘g(r)n(x‘—Gz‘?-:-I)l:/(J');

on rouvera aisément les conditions

— om=2 U(Z),
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qui sont celles du premier cas. Nous obtenons ainsi les expres-
sions canoniques des polynomes 0 (), 0, (z), et, par conséquent,
les valeurs de I () et ® (%) sous une forme algébrique semblable.

\lais cest trop m’étendre sur ces polynomes qui m’ont surtout
occupé au point de vue de 'usage quion peut en faive dans le dé-
veloppement en série des puissances et produits de puissances des
fonctions sinamz, cosamz, Aamaz. Cette question déja traitée

par M. C.-O. Meyer (Entwic

kelung der elliptischen Ilunctionen

" 2Ka s Ka 3
cos= am sin*tam dmhaiy 2
o

> K

A=ram -

2Kz

da,

nach den Stnus und Cosinus der Vielfachen von x, ce journal,
1. XXXVII) joue un grand réle dans la méthode de caleul des per-
turhations que M. Hugo Gylden a publiée dans les Mémoires de
Saint-Pétersbourg (Studien awf dem Gebiete der Stérungs-
theorie, 7° série, 1. NVI), et ol j'ai vu avec le plus vif intérét les
fonctions elliptiques recevoir une application heureuse et habile
i la Mécanique céleste. . ..

Lamothe-de-Meursac ( Charente-Inférieure), » octobre 187




SUR UNE FORMULE DE M.

et Q. Soit, a cet eflet,

= @ Q= e,

On sera ainsi conduit & I'identité

EXTRAIT

Dielvre — g pDm—1elp+D 4= my pEDm=2elp+ale — 4= (— 1) pmelp+aa !
¢

D'UNE

LETTRE DE M. Cu. HERMITE A M. Pici. MANSION.

Pt (apm - bpm=lq ...+ lgm).

Or, en elfectuant les dérivations et supprimant dans les deux
membres le facteur exponentiel, elle prend cette forme

(p = ) — By PP == Y e P (= g2 o o (— 1) pi

UNE

— apm- bpm=1 4. .+ lgm;

et le premier membre se réduisant a (p +q —p)", cest-d-dire

simplement & ¢, on voit qu’en effet les coefficients @, b, ... dis-

4-55.

Nouvelle Correspondance mathématique, t. I, 1836, p. 5 g 4 4 3
paraissent, sauf le dernier qui a pour valeur 'unité.

R
Pavis, 25 novembre

M. Delaunay, dans sa 7hése sur la distinction des maxima et

minima qui dépendent di calcul des variations (Journal de
M. Liouville, t. VI, p. 212) a donné, sans démonstration, la for-

mule suivante :

PD2 Q = DEPQ — my D=1 P'Q - ma DE 2 PYQ (— ym P Q,

ot P et ) sont deux fonctions de z, my, My, ... élant les coelli-
cients de z, 2, ... dans la puissance (1 + 2)™. On peut I'établir
facilement, si on observe que tous les termes du second membre

donnent, en développant les dérivations indiquées, des résultals

compris dans cetle formule

APGR Q < BPUn=1 Q-+ CPm-2Q ..+ LPQU,
Jeatcoethicients A B G iNd épend ant sculement de m. Leu
somme peut donc étre repr

nlée par expression deméme nature
AP Q + bPUn=1) Q' 4 cPU=D Q'+ .. LPQUD;

ients numériques «, Dy ooy U

et il suffira, pour obtenir les coeffi

de faire une hypothese particuliére conyenable sur les fonctions I




SUR

LAIRE I'UN SEGMENT DE COURBE CONVEXE.

Nouselle Correspondance mathématique, t. II, 1876. Question 95,

Tutonimi. — AMB étant un are de courbe plane, convexe, on
projette A sur la tangente B en B, et Uon projetie I sur la
tangente AB en A. Cela posé, si U'on néglige les quantités du
CINQUIEME onDRE, (e segment AMB est équivalent auw  de lo
somme des triangles rectangles AA'B, BB'A.

SUR UN EXE

DE

REDUCTION D'INTEGRALES ABELIEN

AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Annales de la Société scientifique de Bruwelles, 1" année, 1876,

p- 1-16.

Dans une Note du Tome 8 du Journal de Crelle, p. 416,
Jacobi, en généralisant un résultat obtenu par Legendre, a montré

que les deux intégrales abéliennes de premiére espéce fy—
R(

f

sds ST
——, ol 'on suppose
R(=)

R(z)

2(1—3z)(1—absz)(1+as)(1+ bz),

peuvent étre ramenées, aux intégrales elliptiques, par la méme
substitution
I ==

VI— A2 sinZo 4

Y 1— Bisinto

dont on déduit les relations

Les valeurs des modules &, ¢ et de leurs compléments &, ¢ sont
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données par les formules suvantes, ou je pose pour abréger

) :\/(| —+a) (1 + b), A savoir :

De ce résultat, extrémement remarquable, ne semble avoir éé
liré jusqu'ici d’autre conclusion que celle indiquce par Jacobi lui-

le et le coefficient de i,

méme, et qui consiste & obtenir la partie vé

dans lintégrale f

quantité par A + B, Fillust

;\:5}\/“—‘1—;—, r;ﬁh[—/ﬂ,
. VR(z) VR(z)

Si Pon représente celle

eéomelre en conclut, en eflet, les

expressions

<o

en prenant pour les paramétres @ et b, qui figurent dans Rz), les

et pour les facteurs g et /i, celles=ci,

1
, 2
—oe-nll e,

e if

Y=

Je me propose de faire voir qu'il a une portée heaucoup plus
étendue, et quil ouvre une voie nouvelle, méme aprés les belles
découvertes de Clebsch, dans la vecherche difficile des intégrales
de différentielles algébriques, qui peuvent se véduire aux fonetions
elliptiques. Il offre, en eflet, le premier exemple, et le seul conuu
jusqu'ici, de la réduction dun type d'intégrales qui content
essentiellement deux fonctions de premiére espéce, obtenue en
introduisant deux intégrales elliptiques de modules différents. Vi
rencontré récemment dans une recherche, ot je ne présumais
point devoir le trouver, un second exemple qui a appelé mon

RALES ABELIENNES AUX FON
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2

L1PTIQU

attention sur les formules de Jacobi, et que je vais indiquer suc-
cinctement.
Soit

Gz —b);

on aura en premier lieu

f @ T
VR(z) 2

en prenant

el, st 'on pose ensuite

dy
i\/\,fj'i—‘;ctyfl»

On estainsi, par induction, conduit a croirve qu'il existe pour les
irrationnelles algébriques, dontle nombre caractéristique, ordinai-
rement désigné par p, est supéricur & Punité, des cas de réduction
deleurs intégrales aux fonctions elliptiques, danslesquelsles y fone-
tions de premiére espéce seraient exprimées par autant d’intégrales
elliptiques différentes, au moyen de p substitutions. Sans insister
sur intérét et la difficulté des recherches qui se présentent afin
d'essayer de confimer cette induction, je me propose, dans cette
Note, d’achever, si je puis dire, la réduction aux fonctions ellip-
liques des intégrales abéliennes considérées par Jacobi, et d’arriver
par li & une sorte de jonction entre la théorie des sinus d’ampli-
wie et eelles des fonctions de Gopel et de M. Rosenheim, ol le
rapprochement des formules ct des relations qui les concernent
pourra donner, ce me semble, des observations utiles.

Iin posant pour abréger & = .-'in?';, Jje reprends la substitution

de Jacobi sous cette autre forme, donnée aussi par le nd
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géomelre,

(G
U= e o) )
et d’ou l'on tirve facilement
(1—z)(1—abz)
(t+az)(1+bz)

1—r = ————‘/[sz)ﬂ
T )= 0R)
et, par suite,
G T
5 e eli—yabz
) e 8 = I )k' “azpE(i+ba)

si Pon écrit pour abréger

Az k)= (1—a)(1

Ceute relation conduit comme conséquence, en y changeant le
signe du radical V@b, ala suivante :

e(1+/abz)

(B) INES [)m\/“(i)rmv

ot le nouveau module  est déterminé par la condition

Or, ayant
dz. ct(1—abs?)
@ - I as)= ez

on en tive sur-le-champ les deux égalités
c(1+yabs)ds
VETE
_ c(1—/abs) ds
VR(s)

Je me propose maintenant d’en poursuivre les conséquences,
et, conformément a la nature des intégrales abéliennes de pre-
miére classe, je chercherai i réduire aux fonctions elliptiques la

somme des deux intégrales semblables

ff(Y) dY
V

ABELIENNES AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES. 253

REDUGTION D'INTEGRALES
en prenant pour X et Y des fonctions algébriques de deux va- {
riables indépendantes z et y, et pour f(X) et f(Y) les mé
fonctions rationnelles de X et Y. On y parvient en considérant |

1CS

I'équation
F2(s)— R(s)=o, U

oit F(3) est un polynome de troisiéme degré en z, déterminé de

telle maniére qu’elle admette comme facteur, d’une part le poly-

nome du second (legl'é

®(z)=x(1+a3)(1+bs)—c?s,

avee la condition (A), i

(1 az)2(1+bz)*

c(l-—\/a—b,)

VR(z) = A(a, k)

et, en second lie, le facteur semblable

@, (3)=yp(1+as)(t +bz)—cz,

etavec la condition (B),

@z )2{1 —‘0:)9‘

RN
v et c(1+yabs)

yus allons voir, en eflet, que les quantités X et Y seront les i
racines de I’équation du second degré en s, représentée par le i

quotient entier
F’f-")—“(:),” il
lll(;)l‘)l<;) S . i

11.

Je ferai usage, a cet effet, du théoréme d’Abel, en supposant la

fonction rationnelle f(z) réduite simplement i » 0l g estune

-
&
constante indélerminée, et jlen déduirai la relation suivante.
Soiénl 5 — zy,

= x, les racines de I'équation
z(i+as)(1+bs)—c?s =o0;

puis 2 = yq,

s celles de I'équation semblable

y(l#ﬁﬁ:)(l—f—b:)—c”;:o; |
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On aura comme on sail

1 IONF[.;;«:-\ R day _j‘ dx,
VR(g)  F(&)—V/R(g) / (20— &)WR(@o)  J (@1—g)y/R(ay)
iy / E 4y i / - dy
") (o— WVRGW) . (1—&)VR(G)

j dX _j' dy
DR )N o (BT &y

Maintenant on va voir que les deux sommes d'intégrales
/ % dxy / > dry
(2o— &) VR(2e) J (21— g)yR(z)

”' dyy )_]‘ dys
J (o &) VR(%0) (11— &) VR(1)

s¢ réduisent aux fonctions elliptiques.
Considérons, en effet, la premiére qui se rapporte aux racines
de P'équation

®(3)=a(1+a3)(1+bs)—c*s =0

ct ou lon se rappelle qu'il faut prendre pour chacune de ces

racines
(1= as)2(1

(= Vabz)

bz)?
VR(z) = A, k) 03)E

Je transformerai d’abord comme il suit cette relation. Aprés Iavoir

mise sous la forme
= A(w, k) (1 +a@s)2(1 + bz)2 (1 — /abs),

VR (z) cl1—yabs
.
je multiplie membre & membre avec la suivante :

(1—/abz)

Il (+Fa=)(1+63)

ce qui donne, en simplifiant,

/R(z) c(1 — &

On introduit ainsi, dans le sccond membre, la quantité

= A(z, k) (1 +as) (1 + bz) (1— yabz).

dd

e =(1+az)(1+bz),

REDUCTION D'INTEGRALES ABEL
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ce qui permel d’écrire

VR(Z) c(1— i) = Az, &) (1 —\'E:\#.
“elen

Or, il vient en différentiant I'équation d(

ot on conclut facilement, en divisant membre & membre,

ds c(i— R2a)de

(SJA[.T,/.IV

VR(s) (fabs—1)a

puis
dz o elt-— l2z) dx
(s —g)VR(= (Vabzs —1) (= — g) /() A(, k ).
.\'upposnul mainienant 3 — Zo, puis iSi=—a NeL ainul:ml membre

amembre, on est conduit & caleuler la fonction .s‘ym(:ll'ir[ue

— e
(Vaba,—1) (wg— &) (w0) (Vabaxi—1) (v,— & D)

desracines de 'équation ®(3)= o, qu'il est aisé d’obtenir. Ecri-

vons, en eflet,

1 I
(=G =) '\\"ns’—l)(

et la valeur cherchiée résaltera de la formule élémentaire

2R ! 1
P(x)  (— @) P (2)) i (@ —ay) P (ay)

en faisant successivement @ — g et 2= —_. Ce caleul, fort simple

\/ab 3
conduit & joindre a la constante g une autre /, qui en dépend par
la relation

2 o
C28

e
(1+ag)(t+bg)

de sorte quion a

(1= ag)?(1+ bg)?

/R(g) = A(h, &
v 5 8
th) (‘(l —/abg)
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De cette manicre on obtient

Je ne chercherai pas ici 4 la rapprocher des expressions données
par M. Weierstrass, et qui sont Pune des plus belles découvertes i
de lillustre géometre; je me bornerai i remarquer qu’il est facile :

dag y da, _a- b+ Jabe abg

(71— g)VR(@1) c(1- ax) (1-+bg)

(@y— &) y/R

(en conclure la réduction aux fonctions elliptiques des intégrales

plus générales

{7
f(Y) LY &
VR(Y)

el, par conséquent,

day /' day 5 a--b--y/ab--aby / e
| omavies ) mmaviey | i en(=t8) ) Tah

4y dr
2 /(;,-:/,;A(r»

y- au licu de @, et qu'on change le

[iflectivement, toute fonction rationnelle /() s’exprime lir

-

ment, d'une lmrl, au moyen des quunlil(%

If .
—— de leurs dérivées |
g

par rapport & g et de Pautre par les puissances entitres de la

infin, si 'on met la vaviable

: ; — ; ; ) 3 ; variable. Or, on obtiendra ces derniéres intégrales A
signe du radical \/ab, on aura la réduction aux fonctions ellip- ces dernieres intégrales qui appar-

. B . - tiennent a la catégorie des fonclions de premicre et de sec
tiques de la seconde somme dlintégrales, a savoir ; 8 clions de premicre et de onde | A
espiee, en ¢galant dans les deux membres les coefficients de leurs |
d dyy ’ dyy __ a+b—yabrubg / dy développements suivant les puissances décroissantes de 4, Clest le
Go— VR J (=& c(i+ag) (-+0g).) Ayl caleul que je vais faire afin de parveniv aux valeurs des fonctions !

2 dly inverses de nos intégrales abéliennes,

= l)aip

xprimées par des fonctlions

g O
VRCE). algébriques de sinus d’amplitude,

Les quantités X et Y, qui ont été obtenues par emploi du
théoreme d’Abel, ont done le role que nous avons anponeé, ¢l le 1
résultat auquel nous venons de parvenir s'accorde bien avee la

e¢s abéliennes de  troisicme Considérons d'abord le terme

nature logarithmique  des nté

ur-y/ H(_:\, on obtienl cetle

espece, car, en lnullipli:ml par le f
F(g)+yR(g

Iz )—\/lu;r) g |

- 3
formule Qe bt A G

2) dY que j'éeriral ainsi

/‘ VR(g)dX / v’”n’
(O =

X—g)/R(X) &)V R(Y)
R (2 VR LR Rl
i /; ol T Neh

Nous avons dit précédemment que I (g) est du troisie

/'_.\(/r./.)([r / A hy I')_:I_,:__
= @ =TT k) | ) (=R A)

ou les constantes A et B ont pour valeurs

en g elycomme R(g) est du cinquiéme, on voit qu’elle s'¢
pour ¢ infini. Passons ensuite aux intégrales \

/ ) da / Al Uy dy
(r'—h)_\(\,l. (¥ —=0A(y, )’

e (e »/E +-abg \/

A= y
e ag) (- b«r
- b — Jab 4 abg
e sl e GRS G 3 : 2 {
(g (1+bg) ¥ la formule /= m‘—%’)’ donnant /o = _(’:{: pour g infini, |

H. = M1, -
7
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fait voir que ces quanltilés sont dans cette supposition I'unc el
Pautre finies. De la relation proposée, vésulte donc, aprés avoir

i e 1
divisé les deux membres par \/R(g), que les termes en = el en =
z

sont les mémes, dans les développements des quantités

[’ dX “‘f dY
J X=a)VEX) J (X —g)y/RY)

@+ b+ \/ab [

c(i+ag)(1+bg),

et

a-+b— dy
T eV

AL

suivant les puissances descendantes de g. On obtient ainsi les
relations auxquelles nous voulions parvenir, a savoir :

I XTI /" LA 8 f Latl D [f by
JES VRO ¢ Az, k) & o NGO

RREC o pgele S f e f dy
f,/u(x) VR(Y) oy M@ K)o yfabJ K51
h

Qu’on définisse donc les fonctions inverses de nos inl

abéliennes, en posant les ¢quations

e(14y/abX)dX | c(1+ JabY)axy _
2 /R(X) 2 /R(Y)

c(|—¢ﬁx)<lx+ *e(1—y/abY) dY 2
'),\/RTB o 2/ R(Y)
On voit qu’on aura
SR S MR cylh
i ./A(-n/:)’ ~ Al

Par conséquent, les quantités X et Y, fonctions algébriques dex
fonctions algébriques de

et y, s'expriment en « el ¢ par des
sin am(x, k) et de sinam (v, 0).

Cette conclusion donne beaucoup d’intérét au calcul des valeurs
de X et Y, et je terminerai cette Note en indiquant succinctement
la marche que jai suivie pour Ieffectuer.

Revenons, a cet eflet, & I'équation

F2(z)—R(z)=0,
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eta la détermination de F(z) par les conditions posées au para-

graphe I. Ce polynome étant du troisi¢me degré, je lui donnerai
5 v a P S ;

la 'fmme suivaute, ou P, Q, R, S sont quatre coefficients arbi-

traires

(ERa

F(s)= o

b3
“D[Pabs +Pa-+ )+ Q] + (R + ).

Cela posé, ces coefficients devront étre déterminés de maniére
4 avoir

F(3) = /R(z),
en prenant pour 3, d’abord les racines de I'équation

z(1+as)(1+ bz)—

avee la condition

/) = A, ) e G o
c(i—yabz)

2 S ; Ao
qu'on transforme facilement ainsi

VR(3) = A(z, /;)C;('—\/(l_[ls)

z(1— ka)

B

puis en second lieu, les racines de I'équation
Y-+ az)(1+bzs)—c2z =o,

avec la condition correspondante

VRG] = (g, 1) Easl (L bo
o(1+/aba)

ou plutor

/R(z) = ! es(i+/abz)
ViRGz) = a(gr, o) S )
R

bz)

Or, en remplagant dans le premier membre (fi=s

cz
" par —,
etz* dans le second membre par ¥

I 2
;5[—(“’?"1))3—“9%],

on obti ‘quali 1
obtient une équation en z du premuer degré, qui doit étre par
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conséquent identique, et donne les égalités

A(z, k)
Sg—P=—7———
V),
Ratg e (a -+ b+ ab) A(z, k)

Vab (1 — k2x)

En opérant d’une maniére semblable, avec les conditions con-
cernant le second facteur, avec la variable y, on trouve

INGA)
ot piEEie ) B
7 Vo= ).,
YD) 7
e e DI,

Vab (1 —y)

Ces équations entre les coefficients P, Q, R, S, sont simples et
donnent aisément les valeurs suivantes, ou jécris pour abréger :

Az, k) =4, «=a- b+ ab,
N7 ) =15 ‘3:tt+1)f\/7[)‘,
o= Ly)A+x(1— ko)A
= Vaba— ka) =L (7 =)
N (cts c3)(1—12_;')1\+(LﬁrJ.‘c’*)(l—/r“:r)A,
R Vab(i— ko) (1— 1'y) (¥ — =) ’
a(i— L2y)d+ 31— k),
5 m(l—-/{z‘l’)(l—lé_}’)(.}’fz),
(1—By)A+(G—=Kkz)b
T Vabl— k) i— Ey)(y — =)

P

S =-

le polynome F(s) étant connu, j’emploierai I'identité

F2(z) — R(s) = C[z(1+a3)(1+b3)— ¢*3]
< [y(1+az)(1+ bz)— 23]
< [(z = X)(s— V)]

ot l'on trouve que le facteur constant C a pour valeur
1 (Pab\?
Gl ( ’) ;
Ty c

et je feral successivement z égal aux diverses racines du poly-
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nome R(z), dern[lamere a obtenir les combinaisons des quantités X
el\. que M. Weierstrass, en les considérant comme fonctions des
\-anvahies wet ‘v, représente par al(«, ¢),, avec un indice unique

Ce calcul m’a donné pour résultat les formules suivantes :

e = L= Ry)A—a(1— ko)A,
Y(—Cy)i+a(l—z)b,’

ab(l—X)(r—Y)

= (/@) (=)= )8 — (14 V) (1 — 2y 1= k) o,
(11— By)8 +2(1— kim) 4,

e .
Vio—2)(1—7)
/(1—abX) (1 —abY)

_ (=vab)a—)(1— y)a+(i 4“‘/%)(“:)“—7\'1.7:);
yO—2y)8 +z(1— kxz) A, !

S
Vi —=)(i—y)
b(r—aX)(1—aY)

= (Va8 (= 2y) s —(Va—/B) (1 —kiz) A,
yU—ECy)s+a(1—Fkz)a, vy,

Vali—6X) (1 — 6Y)

_ (Va+vB8) (1— 2yya + (Va — /B) (1 — k2
Vb)(1—ka)A
yU—Cy)i+az(—kz) 5 U

Elles ou\:rcm la voie & des recherches sur lesquelles je me propose
de revenir dans une autre occasion. ; o

s
e

7%

A
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