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EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. Cu. HERMITE

SUR L’ INTEGRALE [ (—mee=s

by

Nouvelle Correspondance mathématique, v. 1, 1874, p. 33-35.

Permettez-moi de vous adresser une seconde détermination de

Iintégrale de Po

qui offre lapplication la plus importante du théoréme de M. Liou-

ville, dont vous avez donné la démonstration.

Soit, pour abréger,

@)=

Je d¢

gne par ¢ une constante telle que la série

eJ(z)

2 (@) ot €2 (T A

soit convergente : elle aura pour somme

cf(z)

ce qui conduit A chercher la valeur de I'intégrale

s f(#)

/‘ da
——
by =CH#)
dont il suffira ensuite d’effectuer le développement en série, sui-
vant les puissances croissantes de c. Or, en faisant pour un mo-

1 < md
SUR L'INTEGRALE —_— 7.
e L/O‘ ( 2@ COST + a-)

ment cosz = 3, la décomposition en fractions simples de la fraction

-ationnelle

‘f(:i‘)

e{1—52)

I—2as5+at—e(l— =

VOus VOyez (ue nous sommes ramenés a ]’imé;;mlc connue

i

o
Cela posé, on oblient, en résolvant I'équation du second degré

1—2az+a—e(1l—32) =0,

V=

comme il est facile de le véritier en élevant les deux membres au
carré. Mais il est nécessaire, avant d’employer ces formules, de
choisir les signes == de maniére que les radicaux aient bien les
déterminations qui leur conviennent dans les relations

/‘" dr [ g jle

Joi & 1005 Jy h—cosz VI
Revenant, 4 cet effet, a la condition de convergence de la série
fm(z), jobserve que le maximum de f(z) est Punité pour

a1, et ’:; pour & > 1; on doit donc supposer ¢ << 1 dans le pre-
mier cas et ¢ << ¢ dans le second, de maniére & avoir e f(r) <1,
pour toutes les valeurs de la variable. De Uinégalité t — ¢ f(x)>o0,
résulte que I'équation

1—e flwz)=o0




IS‘ OEUVRES DE CHARLES HERMITE.
n’admel aucune racine réelle par rapport & »; cependant on peut

toujours supposer g et /i réels, en prenant dans les deux cas, ce

qui est permis, ¢ moindre que la plus petite des quantités 1 et a’

Effectivement le radical /(1 — ¢) («*— <) sera réel, et, si I'on

admet que « soit positif ainsi que ¢, I'équation
1—2as5+ a>—z(1—32)=o0

fait voir que les racines seront, I'une et I'autre, positives. De i
résulte que, dans les relations précédentes,

/‘“ dx o T fﬂ dx S
o C"S‘T*\/g-——l’ 5 Ir—cos.z'~//,-.’_l’

les radicaux ont le signe +; par suite, on doit prendre

ay'i € V. ®—¢
== e

Jo—0—cli=o

B

dans le cas de @ > 1. Ayant toujours d’ailleurs

‘/m= (l\/lﬁi—:- /azﬁs’

€
on obtient, dans le premier cas,
.

s . [ b
_ =3[ — 14 (1—¢ 2J
fu I —2aC05% + a*—esina ( » 2l

et, dans le second,

= i
i esinz dr ; € 3
_ ==+ (1= .

Jy 11— 2acosz + at—esintc a? k|

Vous voyez que ces formules donnent bien le résultat de Poisson,
en faisant usage du développement

i
2

(1—¢) 2=1+

V-

EXTRAIT
D UNE

LETTRE DE M. Ca. HERMITE A M. BORCHARDT,
SUR LA

TRANSFORMATION DES FORMES QUADRATIQUES

TERNAIRES EN ELLES-MEMES.

Journal de Crelle, t. 78, 1874, p. :

Permettez-moi de répondre & une objection trés fondée quia
éé faite par M. P. Baclmann, a mes formules pour la transfor- G
mation des formes quadratiques lernaires en elles-mémes, dans i

1 1 1 & i > /r . . (SC 2 Tor—
son travail intitulé : Untersuchungen. iber quadratische Ifor

A i
men, ome LXXVI de votre journal, page 331. Lanalyse indirecte {hn
dont J'ai fait usage ne prouve pas en effel quelles comprennent, | | it
Sans aucune cxcepliol\. toutes les substitutions qui reprudmsuut THL

une forme donnée; or un point aussi essentiel demande a étre
complétement éclairei, et c’est ce que je vais essayer de faire.
Désignant la forme proposée par f(z,, 3), et posant Ja condition

D) =SNG,

je l'éeris de la manitre suivante :

caf a4
ol ay s dz
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Cela posé, je joins & cette condition la relation identique

joute les deux ¢galités membre & membre; ce qui donnera

(%)

dx dX
ou bien
e BN o
dX
Soit maintenant

c s df AR
U =2—X, U _E;+l_1i‘

el el
Voy—Y, V=toge

ST Loy d
W=s—12, \V—(Tz—rdy"

Vous voyez que des expressions de 2, , = en X, Y, 7 résulte-
ront pour ces diverses quantités des fonctions linéaires de ces
\rois indéterminées, telles quion ait identiquement

610) VV 4+ WW =o.

Cherchons ces fonctions, et pour cela considérons un premier
cas dans lequel nous supposerons qu'il soit possible d’obtenir
V, W. Il est clair que ks VW
ires en U, V, W, et un calcul facile

solution de Iéquation proposée, les

inversement X, Y, Z en U

seront alors des quantités lir
donne sur-le-champ, pour la

formules
Ut =9V — W

(1) { V' =AW —vU,
([ W'=pU —XY,

o), ., sont des constantes. Or on en Lire les relations suivantes:

1’s— vy A.—(l'f = pnZ—vY 7%,
! o daf CeieT df
| (1) / I.T—l\q-:*w—/X4/.L = =0
o, S R )
/ IF (- er 4/.\—;L)s~-(—[z,
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d'une forme bien différente de celles que javais d’abord obtenues

asavoir

et qui résulteraient des équations
U =9\ — miv,

V = 2W'— U,
W= U/ — AV

Mais un de ar S M, o 3
s le mes éleves, M. Zannery, agrégé de I'Universi fait

la remarque ingénieuse qu’en remplacant X, u, v p(\ri ’{_‘*”, 1 de
5 il D dn' D dy’

| dg 5 - g 5 b |
T O g(h, ) désigne la forme adjointe de f (% pyv), D '
00 Alf-lu‘nimaul, et changeant X, Y, Z en - X, —Y, — 7,
équations (1) donnent les velations (11).

les

\5\n|npnsons, ensecond lieu, qu'il ne soit pas possible d’exprimer

(7 e VARV isi alors Y s gl

DiRgle L Vo W en fl(,.slgﬂ:lﬂl alors par 6, ', §” trois indé- |

terminées, je proposerai d’une part .
=),

V=0, W=a0—050

et de l'autre

U = A0+ A0+ A0,
V' = BO - B0’ B"0",
W= €0+ C0/+ C"07.

Cela étant, la condition proposée UU'+ VV/ - WW' = o donne
les velations ’
A +aC =o, B'—bB' = o,
¥t = IS (0

A+B+aC—bC=o.

B i 2
tin I,Cm}i]:l(:.lll[ cette derniére par les deux suivantes ou ¢ est une
indéterminée 4

A'+aC = e, B = B0 =,
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on conclura

B=6C—e¢
+ B =00,
Al=—al’, 18} = (5O,

et il en résulte que
— @) ==
(G0 G

C70") 0 =cV —aW,
0y —c0 = bW —cU.

Ayant ailleurs W— aU— bV, il est clair que la nouvelle solu-
Lion obtenue se déduit des équations (1) en permutant Woe WY
Or les relations auxquelles elle conduit entre 2, ¥, 5 €L X, Y, 7,4

sayoir
A e e
cw - ;7}—[[:[-376\— —zi_f+bd7’
af af

d A
Ao = ;E—CY:V Doty D

Uﬁ—--ll‘y—ﬁ::[(.\'AbY——Z,

car I'équation
A@ 4+ py +vs=AX+ wY 2
s'en déduit comme conséquence.

Il ne reste plus qu’a examiner un dernier cas dans lequel U, V,
\V dépendraient Qune seule indéterminée au lieu de deux, de
sorte qulon aurait U=oW, V=W, et par conséquent
aU BV + W/ — 0. Nous aurons alors les relations

o dlf

= WaN — @’

a
=9

6

qui en remplagant 2 et & par =, & donnent les formules
i

« ( A, oG df),

2 =X — ropay\cax ¥ TTdZ
51 ¢ A o
f*“.———f-u,a,w(“ﬁ # +1i)

S A L ﬂ)
“#L_j'(«,,’inO(“dx =

SUR LA TRANSFORMATION DES FORMES QUADRATIQUES TERNAIKES 18
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Je I-TIQI\' il‘l‘l‘i:"L(: un moment pour observer qu’en désignant la substi-

Lution ainsi obtenue par S, on aura S=' =3, d’ott SF— 11, @t civ-

constance lln'a\'ait fait penser un instant qu’elles conalituom/ivnl

une (.:xcc[)lluu au type général, mai J'ar ensuite remarqué (’u‘c i(‘i

velations (I) donnant la suivante : [ ;
y af gl af ar df

A= == e
@y "

o = \ — = D
ds DR TR T G

il suffisait pour les obtenir de poser X

o7, — ek Ca I
o I : av, = Py, puis de faire v
infini. Je pense, mon cher ami, avoir ainsi rempli la lacune que
présentaient mes anciennes recherches. :




EXTRAIT
D'UNE

LETTRE DE M. Cn. HERMITE A M. BORCHARDT,

SUR LA

REDUCLION DES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES.

Jowrnal de Crelle, t. 79, 1874, p. 17-20-

guds, M. Korfine et

Deux géométres russes extrémement disting
es de Mathe-

M. ZolotarefJ, ont récemment publié¢ dans les An nal

matiques, de M. Newmann, des recherches approfondies ayant

pour objet, entre autres choses, le théoréme de Seeber, sur la limi-
tation du produit des coeflicient
formes (uadratiques ternaires réduites.
rend peut-ctre utile de multiplier les poin
et, aprés la méthode de ces deux auteurs, je pro-

s des carrds des variables dans les
L’importance du sujel
ts de vue sous lesquels
on peul le traiter,
poserai la suivante.

Soit
D = aa'a"+ 208 6" — ab?— &b — aby
il sagit d’établir dans deux cas distinets que la condition
add < 21 est vérifice, le premier supposant les conditions
g b>o0, b'> o, =0

(I oo . , .
@2l Z a3 20" < @, 206' < a, b < @y

¢t le second cet aulre systeme

b <o, b'< o, B0}
— o= @, — i Z @,

2(b -+ b+ b")>o0.

(11 Wa <oty —ah L,

a -+ a'-

Considérant a cet ellet &, @’ et &' comme constants dans l'expres=

sion
D= dalal= adalai—= 400 b —2ab— 2ab2—2a"0",
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vobserve qu’il suffira de prouver qu’ it ‘
jlobserve [” prouver qu’elle est positive quand on
atribue a 6" par exemple sa plus i a
TR 1(] 5 ]d : plus petite et sa plus grande valeur.
Meclivement dans les deux cas que nous avons a traiter, 4" par-
court des valeurs 1 : S1g) it '

: % vs-toujours du méme signe, positives dans le pre-
mier, négatives dans le second, & partir de 4" = o. Or I’expression
est un trinome du second degré en 4 dont le terme du second
P ~ - 2 o o o
té d'un coefficient négatif, et, si le terme constant

degré est af

2 A i e e 3
quiest donné pour 5" = o est positf, ses racines seront réelles et de
signes contraires. On voit par la qu’a I'égard d’une série de valeurs

du méme signe, il sulfit bien de vérifier que I'expression est posi-

live aux limites, pour étre assuré qu’elle Iest aussi pour les valeurs
intermédiaires. Cela posé, faisons en premier liea 0" =o et 4’ — <
y : 2

dans Pexpression de oD — aa'a’. Je remarque que les quantités
auxquelles on sera conduit, et qu'il faut démontrer étre positives
seront a I'égard de 0’ des tri s S : ;
; ] b dcs.lunmn(.s.du second degré dont le terme

ond degré sera encore négatif, et que cette variable sera de
‘rie de valeurs de méme signe,
2édent leur sera applicable. Sans

du s

méme assujellie & parcouriv une

de sorte que le raisonnement pré

le répéter davantage, on voit clairement que notre objet ¢st main-
tenant de donner les limites de ces intervalles (]u(‘t parcourent
b, b, U, sous les conditions (L) et (1), et de calculer les v Im/u-s
correspondantes de 2 ) — aa’ @ Or elles sont pour le premier cas :

ada &,

aa'*

aa'a"—

Gy

T

s
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Dans I'autre cas on aura ce second Tabieau :

! { b =0, ad a',
. . 213
b'=o D aa
add — —>
2
b =o ol latal
AT "}
%
a aal atd
=" A — e —
5 2 2
D atal
(Il == ———"")
2
a e aial
=) (=" =
o 2 2

a—a
=,

et a [)l‘clﬂi&l'e vue on l‘CCOHh‘di‘. (lllC ces quamilés sont !)(\SiLiVES

sous les conditions
ald<lda.

Mais cette démonstration toute ¢lémentaire est loin de I'élégance
et de la profondeur de celle que Gauss tlire dans le premier cas,
par exemple, de cette identité

2D = ad d+ ab(a' —2b) + &b (a—2b)+a'b(e— 2b")
s b(a—28) (@ —25") + b (a'—20") (a"— 2b)

b (a'—2b)(a — b))+ (a—2b) (¢ — 20") (@' — 2b)-

celle étonnante transformation Jai fait L

En réfléchissant a
cul étre généralisée de celle manitre :

remarque qu’elle p
"D = (2ad’a’—1)ad « +zab(a — 244 b) + 2@ b (' — 222b)
ot (@ — 20’ b") +ab(a — o by (@ — 24 D)

b — 2a7b") (@ — 22D) + b (a"—20b) (@ — 24'b')

+(a—240)(a'— 2a" b7) (& —22D).

24

nt en cffet que le second membre s évanouil si
un changement de lettres on conclut qu’il
" — o3 la formule est donc démontrée

On vérifie aiséme
I’on fait o =w0; par
s'annule aussi pour o/ = o0 etz

i : Cae
SUR LA REDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES. I(‘)S
engénéral; puisqu'elle coincid
coincide avec celle de Gauwss
e e e » €én supposant
b je r i
: Enfin je remarque qu’en permutant z et y par exemple dans la
5 : 0 NS i 5

bonne, prO]y)oscc, ce qui revient a échanger @ et @’ d’une part

et U/ de 'autre, Pinvariant conserve la méme valeur. Il en ré[)uh;
que cette seconde relation donnée par Gauss ‘

D =add -+ ab(a"—20) -+ a' b (a—2b') + a"b'(a — 2b")
+b(a—2b") (a"— 2b') + b'(a'— 2b) (a — 26")
o' (a'—28") (a'— 26) + (a—28") (a'— 20)(a'—2b')

est simplement une conséquence de la premiere et quelle se géné
ralise de J]a méme maniére. ¢ géné-

Saint-Sauyvy yréné 5
veur (Haules-Pyrénées), 25 juin 1874.




EXTRAIT

D

LETTRE DE M. Cu. HERMITE DE PARIS A M. L. FUCHS
DE GOTTINGUE,

SUR

QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

Journal de Crelle, v. 19, 1875, p. 32

Jai pris en eflet pour point de départ Vintégrale suivante

/(z o) (5= Z )l (5 — Ep )bt (@ — S)P ds,

ipti 5 je tire
qui comprend les wanscendantes hyperelliptiques, cll donl‘jc l"
2 1 inéaire d’ordre n -1 analogue a celle
facilement une équation linéaire d ordre n + g
qui définit la série de Gauss.

Soit en eflet

f(3) =(5—z0) (5 —51)--- — S,
puis pa S(3)
fi(z)= 5 —an

on trouve aisément la relation

i Ry e D RIET) o it L
£2) s+ B @) o+ S (O g

du—l)/g(pvl)(ll)—

e
— iy — =0 i) D=0 i T2

— s (p—1)(p— 2 (p—1) (53— Fo)Wa(5— A )l oo (B —En)b(

T=z)

SUR QUELQUES EQUATIONS DIFFE

ENTIELLES LINEAIRES. 195

- -5 e positifs, le second
Suy ety s1 on convient de
signer par Z I'une quelconque des n quantités z,, z,

2) ..

Or, en supposant les exposants iy, u, .
membre s’évanouit pour

3 Ry ey

dé

o) By

les diverses intégrales ;

i Z |
{ S @ @—syra, fl
0 1

ol j'at écrit pour abréger

$(2) =(5 = so)to (5 — 2 W=t (2 — 2, )pamt, i

satisfont & I'équation linéaire sans second membre. Mais il est un
autre point de vue que celui de Lapplicalion de vos théoremes !
généraux sous lequel cette équation me parait encore offrir c|uc|quc

mtérét. Ces rapports de la théoric des fractions continues

avec
certaines équations du seeond ordre que nous ont fait connaitre les
belles recherches de M. Heine et de M. Christoffel se
en effet susceptibles d’extension, et vous allez voir

trouvent i
comment, il
I'équation linéaire d’ordre 7 + 1 se lic aux modes nouyveaux d’ap-
proximalions simullanées de plusieurs fonctions, dont J'ai donné
un premier exemple en considérant les quantités e4r, ebz

[Sur la fonction ezponenticlle (Comptes rendus, 1873)]. Soit
d'abord, en ellet, en supposant 72 un nombre entier positif,

et

P=Mm-+n-u;

on sera conduit & I'équation

dyy e : dn—1 | |
[4.r)(17“—| = f* (a:)m — ;(m + ) (m — 1) £ () (drﬂ 7: i
dn—2 K

- ﬁ(m +n)(m+np—1)(2m - p- 2)(@))

Tort T =0

dont 1 solutions représentées par les intégrales

7 i i
J(2)
e @ —spi® |

slobtiennent comme il suit sous forme finje explicite. Dans la for- t
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mule élémentaire

damvV
[U Az

o dn=\V. dU'dr=ty
O=U et dz dzm?
je fais

Ve e—t—s

Zz— 232

U = f(e),

SO :
imi Nk 6 @ s’évanouit,
el observant qu’aux limites 5 = 24, 2 = £ la quantité (€] ;

puisque la dérivée d’ordre m — 1 de f™(z) contient jcoe Je fac-
teur f(z), j'en lire en négligeant un coefficient numérique
Lam fm(z) ds

dz ;

e=—"73

Soit pour abréger o

®(z) =

Az

on pourra écrire encore

(@) —®

: s
de’ sorte qu'en désignant par &;(x) lintégrale

e

& — 3
o

qui est un polynome ;
au degré de @ (), les expressions cherchées sont

yi= ‘l’(z')[” rf—‘{zz—d'l(z).

— ®y(2),

ri=@) [ = — ta(@):

N TR
i tdi ant 3 égrale
Cela posé, on voit immédialement, en vevenant & l'intég

Ny
([ (@ —a)"+!

entier en # d’un degré inféricur d’une unité

SUR QUELQUES EQUATIONS DI

ENTIELLES LINBAIRES. 197 |

dont elles ont été déduites, qu'elles donnent des développements i

suivant les puissances descendantes de la variable commencant

par un terme en |
1

Zmt

Les fractions de méme dénominatear

©, ()
Dz)’

Dy ()
()’

(e Pu(@)

b(z)

représentent done les quantités

T — 3
log——,
T — 3y

aux termes pres de ordre

1
mntmat

ou si I'on veut de lordre de

1 ¥
®(2) (/b (a) (N

afin de nous rapprocher de Pacithmétique, et elles doivent étre

regardées comme analogues aux réduites de la théorie des fractions '
continues. Pour le mieux faive voir, supposons que P (x) repré- | |
sente le polynome le plus général de degré mn; tous les coeffi- i
cienls se trouveront déterminés sauf un facteur constant, en s'im- |
posant pour conditions, que les développements suivant les puis- ‘
sances descendantes de la variable des 2 fonctions ‘

B 5
(I>f'r)[ 'r[4~: il q,(r)f
2 - &
2

= ‘v(x{f::’

ne contiennent aucune des puissances f

i
o

gne les parties entieres de ces produits qui sont de Ul
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198
degré mn — 1, par
P (2),

@y (2), Po(@)y ..o

on alleint précisément, mais sans la dépasser, Papproximation que
) I 2 |

nous avions obtenue pour les quantités

i ) [

dont les déve]oppcmenls commencent par un terme en

Zm

| on voit done que celle approximation est bien en effet de 'ordre
| le plus élevé possible, en supposant
] Jachéverai enfin de mettre en évidence le lien de I'équation diffé-
renticlle avec ce nouveau mode d’approximation des fonctions,
en c¢lablissant que @ () en est une solulion, el ce sera aussi en un
point essenliel compléter son analogie avec le polynome X, de
Legendre. Remarquons a cel eflet que, rien ne spécifiant, & I'égard
de lintégrale
Z fn(s)ds
(z—

Je chemin suivi par la variable entre les limites z,, Z, on est

) maitre d’introduire dans une des solutions, telle que

o) [

o

- — &u(@),

les délerminations multiples du logarithme. Or on obtient de nou-

velles solutions, dont se lire immédiatement, par différence, le

polynome P(z).
Des résultats semblables aux précédents s’oflrent dans des cir-

conslances un peu moins simples, lorsqu’on fait la supposition

suivante :

| 1
1 o= P1=--o= fp= Nt =

SUR QUELQUES EQUATIONS DIFF

ENTIELLES LINEAIRES.
el ‘

{
/7:’“ = U == 1, i
m étant encore un nombre entier positif. L'équation différentielle
est alors

+ (n.

1
i _ﬁ(,;):r/:)(r)z —5—1;—[)(-}."; 0w

dnet

J(@)

e (m==n)(m—n)[f(z) :[”_
' da’

W\ o diy
;) ) dzr

et elle admet pour solutions les intégrales

Posons

dzm

d.c sm-u',- que ®(=) soit un polynome entier de degré mn; la rela- bl
tion suivante

z
[ bz A - A |
¥y [ ) = b(a) / “ = f/ P(@) — P(3) dz {HTLEE
. ) V@) ey (& —2) /] (5) ©—=z /73 ! HHH
(g . ; }
mel en ¢vidence les intégrales hyperelliptiques Tl [
| i |
/‘ dz o /‘l"l'(m)—‘b(z'» dz | | ‘
ey RN “—3 i) e
que je vais exprimer par leurs éléments simples. T !
Aceteffet et en considérant d’abord la premiére, soit ! i

— At
- Ayttt

=
Aps?-F ol i Apay;

< 2=

posons ensuite pour abréger
(L i
Me(=) = (2k 1 — R)Agsha= (2k — n)Ayzh-1 5
4 (24— 1— n)Aqs - (k41— n)Ay ‘ B
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i un développement suivant les puissances décroissantes de z
)

el
commencant par le terme

|
] pe+-1 %
i on aura, comme conséquence du théoreme sur I'échange de Par- %
gument et du parameétre, Supposons ensuite successivement
7 -
f Vfix)ds Zi= = =
s @ =S en observant a I'égard des rel i insi
s ) ; N it n. gard des relations ainsi obtenues, que le déter-
= [Z]5—1 2 - [Z]n— .. [Z]o =0 ’ minant
o V@) o V) Gl | iz i3
Zilor [l [Fae
Quant & la seconde, ou figure le polynome entier [s2]o [s2li ... [B2)ans
A=), (Balh (Gl oo [1Boll
r—23
: sk y n'est point nul; on en conclut By
J elle se raméne au moyen des réductions élémentaires connucs i : linnsl ! que le développement des » fonc-
1 une combinaison linéaire de : .,
P(z) Ao dz

= — Gy
L T, i) Dy (),

el sera par conséquent de celte forme 7 P(@) [h(x)dz
Vi) S (@)

L o(z) —@(3)
f r—3

¢ [Z1e, [Z0% e [Z]ts

ds

5 = (2]t #3(2) - [Z]nms P2@) - [ Lo Pu2),

&, (z), P2(x), .- ®,(z) étant des polynomes entiers en o de

degré mn — 1. Ces résultats donnent la transformation cherchée . :
commence de méme parv le ter lesl ex NG
e par le terme ST Clest exactement a | cgurd

LNz s ®(x) Dy @l ] | L
E_ o (20| Lots — @, (z) des transcendantes
[ (@—=)V/(3) LVIT@) S V@) '

t s P(x) [Th(z)dr ]
S| e e R
[£) [m‘ Vi) Y
Ao (HT) i e le résultat obtenu par la quantité log > el il en résulte que
12 [m L[ﬂ —ﬁﬁ ,,.;,“(_T)], les intégrales ]1}'|mrellipti([ucs 4

/‘" Yo dz /‘"‘i.(x)(l.r : “n—i(z) dz
Joy VE@) Loy @) S ke

dont voici les conséquences :
Remarquons d’abord que le premier membre conduit,
on le voit, si on revient & I'expression

comme

sont représentées par les expressions

1
A L :
{ A s)ds Dy () Py (2
! =) 2 SND) s @y
! [ (=T 3@ @ G @, q‘((;))\/f(,r_y
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aux quantités prés de Iordre

Relativement a I'équation différentielle, je remarque enfin que les

solutions données en premier lieu par les quantités

ont é1é mises ensuite sous la forme

) / Nel(@)ds gy,
v/ («)

Yk

V= e

ot il est permis d’introduire les déterminations multiples de I'in-
tégrale

Nl @l
e

conduit & la nou-

ot celte considération, précédemment employ:
velle solution purement algébrique

1
dm f7 E(n.)‘

o(z) P
HED ou, si 'on veut, T
dw

VI

comme un élément nécessaire de intégration

in rencontrant ainsi,
s approximations des fonctions

de certaines équations linéaires, ce
s analogues aux réduites de la théorie

par des fractions rationnelle

des fractions continues, jai di songer & chercher a leur égard un
algorithme semblable 2 la loi de formation de ces véduites. Mais
et pour m’éclairer sur la ques-

avantde m’cngagcr dans cette voie,

tion, je me suis proposé, dans le cas de ces équations, d savoir

q
z ;—{ —m(m 1)y =0,

rales définies qui y satisfont, e

de tirer divectement, des inté
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3 f (

relations propres aux fonctions X, dans le premier cas, et aux
> 3 {

sin m(are cos ) 1 1 5
dans le second. Pour plus de généralité,

quantités
V1

remplacerai ces équations par les suivantes :

i }
S )‘m(m+|)/"(;r))»:u_
s RSN g
ey ) = S =) i (@)=,

olt je suppose

f(@)=(z—a)(z—b), i
L% |
de sorte que les solutions seront i

1
n—z

b m(z) e
— i s HED) o
/ (1._;),“”‘ » i '/“ ‘l__&)mﬂ(/m ! ||
Cela posé, je pars de ces identités faciles a former : {
d [ f(z) Jm+t (2 ;
OECHE o nfpioys ‘
Griare (s r
(-4 |)(z.t—u—[)‘,“ 7;}/3“ :.,(mf‘-n( Fr(5)

fri(s)

(& — z)m

+ m(a— b)? -m(2x—a— b)

¢tjelesajoute membre a membre afin d’éliminer le terme (

AT, i

</

Il vient ainsi

B

)

[ (5) i |
£ (m—+1) =) 5 |
=7 (z— 5)m+2 !

+(2m 1) (22 —a—Db)
(@

En intégrant entr. imi
g entre les limites s = «, = b et posant

l ) i
Lt Y (=) 5
) (@ — ;)mu‘“ = U i
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on en tire Ja relalion

1
(m 1) s = (m - ) (2@ — a — b)tm— = m(a— b)Yty
3 4

(Cest bien le résultat connu lorsqu’on suppose
(@) =)

pour le polynome de Legendre; mais on voit de plus qu'en

faisant

- x 1
wy=Xplog —— — P,

elle se partage en deux el que P, comme l'a trouvé M. Chris-

toffel, satisfait a la méme équation.
Je considérerai en second licu les identités suivantes :

1
5 £ ‘/""_5(:,‘)
F [m]:~(21)1+1)(————1_;)‘/r

| pmwre |
d'_:[————(z*s)"‘ ]42”1(:(‘—-

+ m(2a —u—b)(‘”_f—)(;‘—‘- (znz—é)(a#b)ﬂ(l

@ — 2 )t

I’¢limination de -——
(@ —3)"

e
-+ m
o T

m

i S e )
= (a—b)? (m )(J =7
1
) ’(')

+m(2m+1)(22—a— b>(‘z—_-)m_+7 W”l(m_l)m
— —5

met

m

Intégrons de nouveau de z—w 4 s=~0; on en déduil, e

SUR QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.
posant

;
¢ e ()l i

T el W

@

Oy = (20— a— b)!’,;.v— b (u — b)) 1,

d’oti encore un résultat connu dans le cas de

flz)==—1.

Je viens maintenant au cas général, en me posant celle question :
wouver un algorithme qui permette de calculer de proche en

proche les termes de cette série
2 $(z)ds zf(z)f(s\a’z "j-(:,)/'/-(;,)c(;
ot -

5 5 A2 ) AR O
., @— Gyt & (@ —z)m+r2 ’ (@ — g)m+k+1’

o

ol je suppose

$(8) = (& — Zg)Ho—1(z — 2z =l .. (5— 3, )in],
f(3)= (5—&0)(5—31) ...(5—3,).

Soit pour abréger i

F(z) = £(2) fh(a)= (5 — 50 )o(5 — 51 ). ..(3 — & )"» | |
SR

m -+ k=p,

de sorte que le terme général devienne

Y Wi a)dks

e e | |
(z— z)PH 1$i1e

Iz

je remarquerai qu’en intégrant entre les limites z =1z, et =17

les deux membres de cette identité

i[ F(z) ]: Py | T®)

(z— =) (e—z)prt * (x—3)P

on en conclut

2

P Biends F(s)ds
./(xAZ)"*‘_ P.[ (@—ap’
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et, par suite, d’aprés la formule et clest ce quion reconnait sur-le-champ; car la diflérentiation
donne, aprés avoir multiplié par ‘l{(:)’
v -
i e (%)
s — 2,

£<—j§ = (2 —2)0,(2)— p 8(=) f(z)

Fi(= f(:):|
F(z) X

— (o — =)&) () +0(2)

v. % F(z) ds Y

L e

5 L
et on a précisément le nombre voulu de 272 + 2 constantes arbi-

L

s, pour identifier les deux membres, qui sont des polynomes
De celte manicre U'intégrale proposée est décomposée en a1 entiers de degré 22 1. Ce point établi, jobserve qu’en suppo-
autres qu’on peul représenter par sant

on obtient e

01(30) =i f(2) 0(5),

et que par suite 0, (5) se déduira de ©(z), qui restera seul & déter-

¢ désignant successivement Jes. racines zo, Biy - - - Suy-eb illen :
0 ; miner au moyen de la formule
sera de méme de celle-ci
| ) J(z) (s :
(2) f(z) s . B1(2) = voBCs0) Lk vy e LD o 0(ay)
; 2 i—zn

S =

5
), n 1T 3 p2 1 1
Pour obtenir maintenant ©(s), aprées avoir déduit de la relation

qui est le terme suivant dans la série, et qui aura pour éléments 1 ci-dessus proposée la condition
les quantités 4 0
“F(z)/(2) dz d 9(1):-—7»1 L
o 5—§ (z—3)rHt ] 0 TR o : <5 3
je 'écrirai comme il suit
Or ce sont les éléments ainst définis qui donnent lieu & un systeme i f(=) 01(5) P
de relations récurrentes, faciles & obtenir, comme yous allez voir, 4 Pe—25) o) 0(z) [ink

en suivant, sans y rien changer en quelque sorte, la méthode que 1
ct de cette forme nouvelle, je conclurai en remarquant que la

fraction 212 n'a pas de parti iér
4 : : ) p partie enti¢re, que le polynome cherché
f ) i doit étre tel que les parties enti¢res de ces deux expressions

Jai appliquée aux intégrales

5 PR R ()RR
[Sur la fonction caponentielle (Comples rendus, 1873).] @(“)[r v TJ)] + 8'(z)
Effectivement il suffira de démontrer qu’on peut toujours satis- ; 5

ire a la relation suivante g B 77(Lo) RN
fair —

F(s) f(s) dz 0.(z) F(z)ds 6(s)F(3) B oinci S - 5

f——z = =‘[ __/1(5) = T=ap" oincident. Soit donc pour en faire le calcul
P e

en prenant pour ©(z) et O, () deux polynomes entiers du degrén, =7 " WEy -5
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en posanl

8(3) = apsl + oy ZP 1k oA
nous aurons d’abord
“”f‘)l i i
= = 0 Sg 31— 059 | B3 %2 S0 {009
Ol® )[I—ﬂ 19E) 2
—+ %Sy = oS
- Sy
Soit ensuite
Co R b i e ety
(z—=08)(=—#)

ot nous obtiendrons les équations suivantes, au nombre de n, i

savoir :

1= ay(So—+ 1),
P1= (S0 — 1) %S4,

Pr= aa(So—+ 1 — 2) = %151+ %o Sz,

..................... o
Pr—1= @p—1(So==1) -+ Gn—a51=. o doSu—2.
Elles déterminent de proche les coefficients o, &y, Ooy « ..y Gt

et quant a o, qui seul reste 4 obtenir, c’estla condition précédem-

ment remarquee

:f(z)
s =
qui en donne la valeur. Revenant maintenant 4 la relation
F(z) f(=) 0.(s) E(2)d= _ 0=)E(z)
f z—C (1—H)J'<l /( Z) (z—z)l' (z—3z)F

nous en déduirons d’abord

z) ds

“oy(z) F(z)ds
T (a,-_z)hﬂg

J(z) (@—2)p

en fractions simples,

= b 01(3)
puis, en décomposant /'(;)

e ds . G fUEE) ¢k
I z—C @—=z)r = f(a) z— 2 (@ —3)P
¥ 0,(z1) F(z) dz

T, 2=z @A
04(%n) (3) _ds
+f’(zn) Zn ('c*Z)"

SUR QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

Mais on a

9i(zp)= -, f'(5:) 8=

elsi I'on éerit © (2, L) au lieu de ©(z) afin de mettre en évidence &,
qui entre, comme il est aisé de voir, au premier degré dans o, au
second dans «,, et ainsi de suite, nous obtiendrons sous forme
enlicrement explicite

(=) f() ds

z—C (z—z)r+t

s ds
= v 6(30, !)‘/‘ T

F 5 ! I
v ds ‘ i
e /w(m\)/‘ «7% (r_”” i

v, d'applications de ce résultat; j'ob-
serveral seulement qu’en considérant I'intégrale

Je ne ferai point, pour abré

on obtiendra, pour les éléments de décomposition, I'expression
suivante :

7
S s

() et I () étant des [)Olv\'lmmcs entiers. On voil ainsi que le

5 Z ) T
),m'x)[ m——d_“f—u,(x), i |

développement de I'intégrale suivant les puissances décroissantes ¢ ¥
o Ll . . 1 '
de la variable commence par un terme en =m0 G il est facile de {

reconnaitre que c'est ordre le plus élevé quion puisse obtenir
pour un degré donné de I (). Quant au facteur

/(@

=

)

)

o
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jl se trouve amené par la relation

A un facteur constant pres (1)

Les Sables-d’Olonne, xo octobre 1874

S ar s sur Iintégrale
(') La lettre d’Hermite se termine par quelques remarques sur l'intég

ous ne les repr ons pas, car les résultats ne nous ont pas paru cxacts.
N les reproduirons pas, car résulta e ont pas p
h

=

EXTRAIT
D'UNE

LEITRE DE M. Cn. HERMITE A M. BORCHARDT

SUR

LES NOMBRES DE BERNOULLI.

Journal de Crelle, t, 81, 1876, p. 93-95. Hil i

..M. Clausen et M. Staudt ont découvert en méme temps sur les |
nombres de Bernoulli une proposition extrémement remarquable,
qui donne pour B, cette expression

1
1 1 1 1
1)PB, = Ap+ I—r—;——: E—: 4..—»—?

(

dans laquelle, A, étant entier, les dénominateurs des fractions

]
Py — |
) % > il
soient diviseurs de 7. Ce beau théoreme dont M. Staudt a donné {#ii
ladémonstration dans le Tome XXI, page 372 de ce journal |
(Bewelis cines Lehrsatzes, die Bernoullischen Zahlen betref- |
fend), conduit i rechercher directement les
tiers A,

¢ 2—1 B—r A —r1
sont tous des nombres premiers tels que R B

nombres en- f
n, au moyen des relations qui servent au calcul des Hett
nombres de Bernoulli. Employant a cet effet I'équation

(').rzv:-l)g]§,~(2n-'-1);l§¢ !

+(2n+1)sBy— . 4 (— )*=1(2n +1),,B, = u—~%:

OU (2 == 1),, (2714 .nn désignent les coefficients de @,

z¥, ... dans le développement de la puissance (1 )2+, on {
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en tire d’abord, en substituant les expressions det BiaBay By

(21L+1)3(A,~_—;+ .l_)

I 1 1
4+ (2n 41| A+ =+ 5+ =
0 3 5

—+(2n + |)G(1\3-4— l} Co ;)
> 7

—+ (')IL+I)2-:(

1
+n---
2

0.

Cela posé, les Llermes contenant en facteur = sont

;[(2,l+|)_}+(2“ et (20 Dan— 1],

et comme on a

(2n + 1)+ (21 + oot (20 + 1)z =220 —1,
ils se réduisent au nombre entier 22=4 —1. Mais considérons, en
général, ceux qui sont affectés du facteur %; ils proviennent des
nombres de Bernoulli dont l'indice est un multiple de ;(p—h,

et donnent celle somme

1
Sp= = [(27 + 1)pm1-F (20 = 1)p—2+ (20 D)sp=a -
PETD, £

que je vais montrer étre aussi un nombre entier.
nant par o les diverses racines

Jobserve pour cela que, en dési
. ! 2 . 9
de Iéquation zP~' =1, la somme Z(l -4 w)3# Tt a pour valeur

Bl

(p—1)[1+ (20 + 1)p—1+ (20 4 )ap—2= (20 + )3p-3=+
Or, les racines , prises suivant le module premier p, sont les

nombres entiers
Ny 2y 8y coay WIIE

les quantités 1+ « seront donc

6y &y My svoy B OF
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il en résulte que 2([ 4 )*F 1 est, en lui ajoutant Punité, la

somme des puissances 27+ 1 des nombres 1, 2 P —1,qui

y & %) Ll AASEOH ) — 9 |
est un multiple de p, attendu que lexposant 22 -1 nest pas

stu st pa
divisible par le nombre pair p — 1. Ayant ainsi

Z(l-e—w)“"’-i— 1=

(modp), |

on voit immédiatement que S, se véduit bien & un nombre entier
et Anous obtenons pour le calcul direct des nombres A, la relation
suivante & | '

g

S

ST

(210 A1+ (2n + 1)i Ag+...+ (20 +1)s, A,
=83 —8;—...—5,

===

o

U les ités S, SRS 3
o Csl qua.uhlw‘s‘., S, S, se rapportent A tous les nombres
premiers jusqu’ic 272 1.

Symt, par exemple, 2 = {, les nombres premiers jusqu’a g étant
3,5, 7, on aura : ;

g

1
Sy = 5 (30126 + 84 +9) = 85, b fif

et, par conséquent,
36A -+ 126As-+ 84 As+ gA, = — 255, |

ou, en supprimant le facteur 3 commun aux deux membres
) S,

12A 4+ 42 A+ 2873+ 3A, = —

Pour n = i
ur2 =1, 2, 3, nous trouverions successivement

A=—1,
2A 1+ Ay =—3, !
3A I+ 5A,+Ay=—0, :

et ces équations 1
t ces équations donnent facilement les valeurs

Ai=Ay= A=A =—1;
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d’ou

1 1 = Ly
B;= 9—-9—;; 6
1 | __ 3617
By= {)J—V*‘—?)’*‘? 17 510
L3 1 1 ! X _['_Nﬂ,
By= ’(";_2_7 9 798

Vous remarquerez cetle nouvelle fonction numérique attachée au
nombre impair 27 —+ 1

Sy Ss+...+ Spy
a laquelle conduit le théoréme de M. Clausen et de M', S(al_ldl;
elle vient se joindre & toutes celles dont la théorie des fonctions
elliptiques a donné origine et les propriétés et peut €lre gencra-
lisée en substituant & S, la somme suivante :

gt [(an+0)pm | (R4 Dspe Qrti)sp=y ]
Sp= e — zp1 & T @I

c > : ; . . ;
qui coincide avec S, pour &= 1. On démontre, en effet, o
5, est un nombre entier pour toute valeur entitre

plus haut, que al
bre premier quelconque, non supéueur

de @, p étant un nom
aan-+1.

LEITRE DE M. Cu. HERMITE A M. BORCHARDT

SUR LA

FONCTIO

DE JACOB BERNOULLI.

Journal de Crelle, v. 79, 1875, p. 339-344.

Je viens au sujet d’un Mémoire de M. Raabe, sur la fonction de !
Jacob Bernoulli (v. XLII de ce Journal, p. 348) vous présenter !

quelques remarques. Soient B’ (z) et B'(z) les coefficients de
D Aem+
:L

dans le développement suivant les puis- !

; B ey
s croissantes de A de la fonction &
c

D 1 7

» de sorte que Pon ait

1
. (2m) 1;,1-?'”'-_;' (2m); Byarm=iy

r
=(2m +1) Bz

S (2m—+=1); Byz2m—2

I
i

Léminent géometre donne parmi beaucoup de résultals entie- i
rementnouveaux et d’un grand intérét, cette expression sous forme (]!
dintégrale définie de B’ (), & savoir ‘[

R 2m g, |
(=)t (2m) 2+l B () = sinan f e L O R [l
iy GUAE G =D (LHE !
), Al i - . i 1
Peut-étre n'est-il pas inutile de remarquer que la proposition im- } !

portante démontrée par M, Malmsten (sur la formule f

I
Rty = Ay — = hAty + . . .,
2

LXXXYV, p. 55) ]

que ce polynome ne change qu’une fois de signe, |
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entre les limites 2 = 0, @ =1, estim médiatementmise en évidence
dans Pexpression de M. Raabe. Effectivement, 'intégrale

e w2 du
e e RU e [COS 2GR

est une quantité essentiellement positive pour loutes les valeurs
de 2, de sorte qu'entre les limites considérées, B’ (2) aura le signe

. If
du facteur (— 1)™+'sinawz, et ne s'annulera que pour z=-.
2

Clest ce quim’a engagé a en rechercher une démonstration directe
et en méme temps i oblenir une expression analogue pourle poly-
nome B/(x), qui mettrait aussi en évidence sa propriété caractéris-
tique, d’étre toujours de méme signc de v =0 a2 =

Jemploierai dans ce but, la forme suivante que prend la fonction

e —1 ety i R b
et en changeant A en 27 A5 S1 on pose
sinh 4= sin (2@ — 1)k
T)= —————————
ff( ) 2 SInA 2
cosh — cos(ax — 1))
Way= 22—,
" 2810 A
on trouve, en eflet,
e2dx — |

S = (@) i4(@),

et il en résulte que B'(z) et B'(z) peuvent étre définis comme les

i’ (— 1) 2 — i)y (2 )t §
coefficients de - ) et de (ORI qons Jes déve-
e m 1.2...21n

loppements de o () et g

de . La considération de ces fonctions suffit déja pour démon-
wer plusieurs des théorémes de Raabe, au moyen de ces relations

(2) suivant les puissances croissantes

enticrement élémentaires, i savoir:

ol —z)=1—g(a),  Y—2)=Y(=),
e .~in(';,nf—|)i
T —— ) = -n -+ T

) o) A
2 5in —
n

b8
cos(‘ul;qu)K

T[N R 2 C OSIAY
) = 25inA

SN
2510 =
n
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Mais c'est leur expression sous forme d'intégrales définies qu'il
importe surtout d’obtenir, et voici comment 'y suis parvenu:

~ . S s . 0 o 5

Soit f(¢”) une fonction rationnelle quelconque de e, et

(@) = emz flex).

Je ferai usage de la valeur de I'intégrale f ®(z)dz, quise dé-

—»

rmine faci Voir §
termine facilement comme vous allez voir. Ayant posé d’abord

A 7
c;rt:{‘y£7 + 1 S Ay
| @ a@ (ex— a) (ex— a)x+t

peul se mellre sous cetle nouvelle forme

af ”_a> f:x,r)_,( efa) ﬁ:ﬁ..ﬁs.‘oz(_*’”"a).

73 =
© ex \ e —

Nous aurons en conséquence

b )= enx H(a‘)*ﬁ\( i > i e e e R ema
+ ,1),( a) i\al)“( )

ec—a o

et celte décomposition enticrement analogue 4 celle des fractions

rationnelles en fractions simples, raménera intégrale [‘l’(?;)(lz‘

i la transcendante [ Stdz ‘intégra e Ge 4
—=— > et lintégrale définie proposée ala

quantité /

dax

en
2 o ) - E: D
= Avant d’en chercher la valeur, je remarque

que laconstante « doit étre supposée négative quand elle estréelle;;

on est amené par 1a & poser : Gard it o
6 e M

hs0it compris entre lljes limit —6 1 2k C"ndf“m‘ s

mites — = et -, sans atleindre ces




i
{

!
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limites. Cela étant, nous aurons

IO e G t= emxdz
[‘ e I f S g

= ex—g—ihi1’
Jk o S

puis en remplz\ganL Z par s + g

e emx e ema dy
- = ené
ex—&~th | o 7

et cette derniére quantité se détermine comme il suit :
Considérons I'intégrale d’une fonction quelconque eflectuée en
suivant le contour d’un rectangle ABCD, dont la base est sur 'axe

des abscisses, Porigine étant au milieu de cette base, et faisons
OB = a, BG=b. Si I'on désigne par ® () la fonction et par Sa
somme de ses résidus qui correspondent aux valeurs de z, comprises
a lintérieur du vectangle, on aura comme on sait

At b
J D(z)dz -+ zf & (iz+ a)dz
—a 0)
+a b
~f l]l(z‘-:—[b)(l.v:-—if @(iz—a)de = 20%S.
—a o
ems

, et je suppose la hauteur 4 com-

Cela étant, je fais ®(5) = —
J G ¢

. oo N Pinpde: g I
prise entre = et 3, de maniere qu'a Pintérieur du rectangle,
Péquation e + 1 = o n'ait que la racine 5= ix et @ (z) le seul
résidu — eim, Raisons maintenant croitre indéfiniment la constante

@; les deux quantités @ (iz +- @) et @ (iz — a) tendront évidem-
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ment vers zéro si m est inférieur en valeur absolue a l'unité, et
I'on obtiendra ) et {
|
[ i [ | |
[ At *f @ (@ + ib) dz = — 2 eimn,
dout ]

e
f D (2 + b)) de = —— - simeinmn— ECAET v
s sinmmw sinmms 2 1 !

el par conséquent

Mais on peut poser: b= 2= — k, / étant compris entre — = et |t
¢l nous trouvons ainsi

f T omz g = eimh .
W €M1 — sinmm .

ems —

Soit, en second lieu,

B ()=

les constantes nv et s élant moindres que I'unité, de sorte que :
@ (iz - a)et O (iz — @) soient nulles pour « infini. En supposant ‘
b:\ la fonction proposée restera finie a intérieur du rectangle |
etl'on aura S = o, d’oi, par conséquent,

+ +- 0
f ®(z)dz ‘[ P(x -+ iz)dz. A
- i J %

&

Mais nous avons

i ¥ p 1z
B(z + in) = — eimm 2 e YT
€% == | et 4|

et de cette expression résulte immédiatement la valeur connue

eimm

sinm:] :z(coln:—cnlm:). | g

?aym\'e maintenant a mon objet en appliquant les résultats qui
précedent & la détermination des intégrales,

a5 . -
./‘ ez sin h dz o f*' (emz— e=m2) (1 4 cosh) ds

e = - .
+-€¢—*+ 2cosh | w  (eF—1)(ei+ e~ + cosk) H
|
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A I'égard de la premiére, la relation

rcosh 20

sin /i 1 l

donnera

L [ eimh
I_>in mmw

S+ gcosh 2l

+omz__ g—mz
f ——ds=—2

Ja valeur cherchée

cosmh — cosmw

T (emi—e-mi)(14-cosh) o
dz = -
»[‘ (e=—1) (es+ e 3+ 2cosh) Sin mw
Ramenons encore ces intégrales d avoir pour limites zéro et I'in-
fini, on obtiendra ces formules
sinmh I * (em= - e—m=)sinh

—_—ds,
eit+-e¢=+2c0sh

sinmm

o

T =

cosmh — cosm ) (1 cosh) ds

(e —1) (e* 2 2c08h)

[

: : ; S
ou figurent des fonctions paires de la variable sous les signes d'in
tégration.

Elles donnent le résultat auquel je voulais al

ver en [aisant:
D & I (1 — 2a), de sorte que ). soit compris enlre —%
éro et Punité. Il suffit, en effet, de remplacer s

et -+ = el x entre

par =3, pour avoir

—)h

sin A - sin (¢
@)= 9 sini

P 8

dz,

¢TE ¢ T:— 2C0S2TX
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cosk — cos(a2 —1))

(@)=

2 sin

2 (em=-
- [ (em>—1) (e

et Uon voit immédiatement que le théoreme de M. Raabe se tive de

de la premiére égalité en égalant les coefficients de )27 dans les

deux membres. Mais on parvient, enoutre, a étendre de la manicre
suivanle, les importantes propositions de M. Malmsten a I'égard des
polygones B'(z) et B(z). Remarquant que les dévivées d’un ordre
quelconque par rapport i %, des deux intégrales

soul essentiellement positives si ) est lui-méme positif, nous en
concluons, en effet, qu’en supposant % compris entre zéro et m, si
T'on fait croitre = de zéro a 'unité, les dérivées de la fonction 2 (x)
1

par rapport X, seront loutes positives dez = 0 a4 # = - ¢l néga-

: i : ; A
lives de v =-d 2 =1, tandis que la fonction ¢ (a) et ses déri-

® & 82 = 1o

vées par rapport 4k seront Louljours n(':gali\ es de

Je rattacherai enfin les développements en séries de sinus et de
cosinus des arcs multiples de 2m@ que Raabe a donnés pour les
fonctions de B”(2) et B'(z), a ces formules connues, et qui

subsistent entre les limites z =0 etz =1:
I n{nz 3cinbra ]
o(z)= —+ = S
9 472 4
0y 1 5 1 N cosbmw
Y(z) = = coth — —= — 7k g Gl
2 ¢ 2L

Il suffit, en effet, pour y arriver, d’égaler les coelficients des
mémes puissances de . dans les deux membres.
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