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LA FONCTION EXPONENTIELLE.

Comptes rendus de I'Académie des Sciences, t. LXXVII, 1873,
5-233, 285=203.

p- 18-24, 74-79; 2

I. Etant donné un nombre quelconque de quantités numériques
Oy, U2y ..., %y, 0N sail qulon peut en approcher simultanément
par des fractions de méme dénominateur, de telle sorte qu’on ait

A
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2, -..; 0 ne pouvant dépasser une limite qui dépend seule-
ment de 2. Clest, comme on voil, une extension du mode d'ap-
proximalion résultant de la théorie des fractions continues, qui
Or, on peul se pro-

Gyy O

correspondrait au cas le plus simple de 2 —
poser une généralisation semblable de la théorie des fractions con-
tinues algébriques, en cherchant les expressions approchées de
n fonctions 2, (), ©2(2), - . ., oa() pav des fractions rationnelles
Dy (2) Do) O, (2)
D(z) O(z)’ T D(a)
ic suivant les puissances croissantes de la variable coincident

, de maniére que les développements en

§
jusqu’a une puissance déterminée . Voici d’abord, a cet égard,
un premier résultat qui s’offre immédiatement. Supposons que les
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fonctions o, (), 22(2), «.., @,(2) soient toutes développables en
séries de la forme o 2 4-... et faisons

.J.Z'-y'-“’.

B

()= Az Bam—1+.. .+ Ka+ L.

On pourra, en général, disposer des coefficients A, B,
maniére & annuler dans les 2 produits ¢;(z)®(z) les termes en

M M= M=t
M ) e = te]

pi Glanl un nombre entier arbitraire. Nous poserons ainsi un
nombre d’équations homogenes de premier degré égal précisément

i wgy el on aura

9i(2) D(2) = Di(2) + e 2+ 4 2,42 |

&1y 82, ... Clant des constantes, ®;(«) un polynome entier de
degré M — p;. Or, cette relation donnant
Di(@)  egaMH g aM i

?i(f)ﬂm'*'—q)w—y

ie de la fraction rationnelle
¢t de la fonction seront, en effet, les mémes jusquaux lermes
en 2", el, comme le nombre total des équations posées est

on voit que les développements en s

it == == b, 1l sufffie dassujettir & la seule condition
B pat. o Uy =M

les entiers Wi v

stés jusquici absolument arbitraires. Clest cette
considération si simple qui a servi de point de départ a étude de
la fonction exponenticlle que je vais exposer, me proposant d’en
faive I'application aux quantités

@) =ea%, = oy(z)=ielz, | ...,  eu(z)=ch2.
1. Soit, pour abréger, M — n = 5 Je compose avec les con-
stantes @, 0, ..., Jile polynome

(=)= sH

— @) (s =), . (35— I)bn,

de degré T T
définies

« b h
f e () dz, f e—*T(z)dz, s f e=3xF(z)dz,
o 0 o

M, et jenvisage les 2 intégrales
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qu'il est facile d’obtenir sous forme explicite. Faisant, en efiet,

F(z) F'(z) | F(3)
T

J(z) =
nous aurons

fe*“’ F(3)ds=— e’=1‘5(z),
et, par conséquent,

f"rulf(z) 5= §(0)— e-ix §(a),
6

o
f e~z F(z)dz = §(0)— e-¢=5(b),
0
Or Pexpression de §(z) donne immédiatement, sous forme de
. . . I
polynomes ordonnés suivant les puissances croissantes de =) les
diverses quantités §(o), §(«), 5(b), .-, et si l'on observe qu'ona
F(o)=o, F'(0) = o, Hooh Flg=1(0) = o,
puis successivement,

F(a)=o, F'(a)=o, G668 Fw-(a) = o,
F(b) =o, F'(5) =

00)

nous en conclurons les résultats suivants

5 Dz 5 P (¢ Pu(@
o) = ;gli?" J(a): .z.l»ffx)’ SiEee 'ff(h)='?‘l(+il-)’

ou le polynome entier ®(z) est du degré M — p=um, el les
autres Oy (2), Pa(2), ..., Pu(x), des degrés M — i, M—uy, .
M — .. Cela posé, nous écrirons

e P(z) — Py(x) = x““e"ff :e-ﬂ F(z)4dz,
o

b
ebx B (z) — By(2) = :r“"-'e‘rf e~ F(z)ds,
o

4
D (2) — D (@)= z-\l+lell.rf e~ F (z)dz;
o
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or, les intégrales définies se développant en séries de la forme
4+ b +y@ 4 ..., on voit que les conditions précédemment
posées comme définitions du nouveau mode d’approximation des
fonctions se trouvent entiérement remplies. Nous avons ainsi
obtenu, dans toute sa généralité, le systéme des fractions ration-
by (z) Pa(z) Pu(x)
(=) B(=) T B(z)
sentant les fonctions e, %, ..., ¢t¥ aux termes prés de
M1

nelles

» de méme dénominateur, repré-

I'ordre 2

11I. Soit, comme application, n =1, et supposons de plus
W= = Ny ce qui donnera

M=om, F(z)

Z— )

les dérivées de F(z) pour 5= o se tivent sur-le-champ du déve-
loppement par la formule du binome

m

F(s) = sm— 2 somei mm=1)

— =2 (— ),

et 'on obtient

Fm=k (o) _ m(av—1)...(m—k 1)
BTk DEDRGIE/G

(S

d'ou, par suite,

P
‘_lgz% =a2m(2m —1)..(m+3)—(2m—1)(2m—2)...(in+1) %a:

m(m— r)x2

“(2m—2)(2m—3)...(m +1) =5

— (D).

Pour aveir, en second lieu, les valeurs des dérivées quand on
suppose 3 =1, nous poserons z = I + /&, afin de développer sui-
vant les puissances de % le polynome F (1 - &) = A7 (h—+1)™. Or
les coefficients précédemment obtenus se reproduisant, sauf le
signe, on voit qu'on aura

(@) = B (= 2).

Ces résultats conduisent 4 introduire, au lieu de ®(z) et ®, (z),
les polynomes
D (2)

Uz)= 1.2.3...00 @)=

()
1 30
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dont les coefficients sont des nombres entiers; on aura ainsi

21
-—-———c-"[
2.3y Jy
a2 ml f‘
i 0D oy

etl'on meten évidence que le premier membre peut devenir, pour
une valeur suffisamment grande de »2, plus petit que toute quan-
22+
0N 3R
a zbrc  limi il e le méme de I'intégrale, 1 antité
azeéro pour lumite, et 1l en est de meéme de lintégrale, la quantite

1
ell(z)—1l,(x) =

(5 -—1)nds

tité donnée. Nous savons effectivement que le facteur

. : S . . N
(I ﬁ:))’" étant toujours inféricure & son maximum (;) qui
décroit indéfiniment quand m augmente. 11 résulte de la qu'en
supposant # un nombre entier, I'exponentielle e ne peut avoir

. 50 5 b .
une valear commensurable; car si on fait e*— 7 ©n parvient,

aprés avoir chassé le dénominateur, a Iégalité

21

1
/‘ exli—=) 3m (1 — z)ym dz,

bll(z)— all(x)

dont le second membre peut devenir moindre que toute grandeur
donnée, et sans jamais s’évanouir, tandis que le premier est un

que la seule démonstration, jusqu’i ce jour obtenue, de Pirration-
nalité du rapport de la circonférence au diamétre et de son carré,

a tiré ces importants résultats de la fraction continue
e — ev% 47
e e
=P 7t
il Zie
d=t...

i laquelle nous parviendrons plus tard. Laissant entiérement de
¢oLé le rapport de la circonférence au diamétre, je vais maintenant
tenter d’aller plus loin & Pégard du nombre ¢, en établissant 1'im-

possibilité d’une relation de la forme

N +¢N;+ ¢t Ny+...+e:N,= o,

nombre entier. Lambert, & qui I'on doit cette proposition, ainsi -
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a, b, ..., li étant des nombres entiers, ainsi que les coeflicients N,

IR N

IV. Je considere, a cet effet, parmi les divers systemes de frac-
Py(x) b ()
D) b ()
, ¢ce qui donne

F(z) = f(5),

by (@)
>
D(x)

tions rationnelles > celui qu'on obtient

lorsqu’on suppose u. = .

m=np, M = (n4- 1) et

en faisant

—a)(5—0b)...(5—h).

Soit alors, comme tout a I'heure,

Py (@)

e WG] 0

(2) = : I, (z)= S

Pulx)
435

ces nouveaux pol_)'nmues auront encore, |101|1‘ lﬁl1l'5 Cﬂcfli(‘.i(!nls,
des nombres entiers, et conduiront aux relations suivantes :

eaell(w) — Iy (z) = ey,
(A) b=l (2) — Uy (2) = ¢,

ehx2ll(z) — I, (x) =

en ¢

vivant, pour abréger,

f =P () ds :f
o o

b
xl"(:)d::[ et

2Nl pax

2) 1
= ) s

L Su ()l pe

Cela pos¢, j'observe en premier lieu que ¢, €2, ... deviennent,
pour une valeur suffisamment grande de w, plus petits que toute
quantité donnée; car, le polynome f(s) ne dépassant jamais une
certaine limite % dans Uintervalle parcouru par la variable, le fac-
SU(z)atntp

L2

teur , qui multiplie exponenticlle sous le signe

B bR . (hant b
( lIl[cgl‘lelO]l, est constamment mf(',l'xeur a lIl qllﬂllllll} ~l———;

ool
qui a zéro pour limite.
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Je suppose maintenant z =1 dans les équations (A), et, dési-
gnant alors par P;la valeur correspondante de II;() qui sera un
nombre entier dans Phypothése admise & I'égard de @, b, ..., I,
elles deviendront

esP — Py = ¢y,

DHP— Dy =5,

P —Py=cy,
et la relation supposée
N + ¢¢Ny+ ¢4No+...+ e"N,=.0
donnera facilement celle-ci,
NP + NP+ ...+ N, P, =— (N;z;+ Naga+...+ Nuen),

dont le premier membre est essentiellement entier, le second,
d’aprés ce qui a été éabli relativement a ¢, €z, ... pouvanl,
lorsque 1 augmente, devenir plus petit que toute grandeur donnée.

On aura donc nécessairement, & partic d’une certaine valeur de u
et pour toutes les valeurs plus grandes,

NP +N,Py+...+ NP, =o.

Supposons, en conséquence, que, y- devenant successivement
w1, w42, ..., x4+ n, Pise change en P, Ppy ooy P on
aura de méme

NP’ -+ NyPj, -...-=N,P}, =o,
NP’ 4+ N;P| +...+N,P;, =o,

Ces relations entrainent la condition suivante :
R Py oo 155
Pl PA R
PR a8 e

P Py ... P

En prouvant done que ce déterminant est différent de zéro, on
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démontrera 'impossibilité de la relation admise
N + e#N; 4 e¢No+-. ..+ e!N,= o.

Jobserverai dans ce but qu’on peut substituer aux termes d’une
méme ligne horizontale des combinaisons linéaires semblables
pour loutes ces lignes, et que Jindiquerai en considérant, par
exemple, la premitre. Elle consiste 4 remplacer respectivement P,
D B sooy Boogy Py e P— @Dy @@P=ec"18y 00,
e ¢P,_, — e P, e *P,; il est alors ais¢ de voir que, si 'on mul-
tiplie toutes ces quantités par 1.2.3...p, elles deviennent préci-
sément les intégrales

a v
e =fv(3)ds, e—=fl(z)ds, ...
ke el
h ®
e-2f¥(s) dz, e==fV(z)dz.
[ Frayds, [ e
Maintenant les autres lignes se déduisent de celle-la par le chan-

gement de p. en p-1, g2, ..., pn, et le déterminant
wansformé sur lequel nous allons raisonner est le suivant :

‘/;”e‘:fll(:)rlz, ‘[I,e-{/'u(z)(lz, s [xc—=_[1ﬁ(z)dz

e ./D‘“c':/!/'“(z)ds, /1‘6—1_/'!“‘(:)({;, coo f&aﬁfﬂ“l(z)d: .

“a

&

f“ e-=fb+r(z)ds,

0

fme”ff”“(ﬂ)dz

I

V. Nous devons supposer, comme on l'a vu précédemment,
que p- est un grand nombre ; ¢’est ce qui conduit a déterminer, au
moyen de la belle méthode donnée par Laplace (De intégration
par approzimation des différentielles que renferment des fac-
teurs élevés ade grandes puissances dansla Théorie analytique
des Probabilitds, p. 88), l'expression asymptotique des inté-
grales

.fome—:fﬂ(z)dz, f"e*/(l-(:)rlz, o o) fme-{fl-l(z)d:,

@ &
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afin d’en conclure pour A une valeur approchée, dont le rapporta
la valeur exacte soit I'unité pour p. infini. Admettant, a cet eflet,
que les nombres ‘entliers a, b, ..., i soient tous positifs et rangés
par ordre croissant de grandeur, de sorte que, dans chaque inté-
grale, la fonction e=2 f¥(5), qui s’annule aux limites, ne présente,
dans I'intervalle, qu'un seul maximum, je considérerai en pre-
mier lieu I'équation

dont dépendent tous ces maxima. Or on sail que ses racines sont
réelles et comprises, la premiére =, entre zéro et @, la seconde =

entre « et b, et ainsi de suite, la plus grande s, étant supérieure

a fi. Envisagées comme fonctions de w, il est aisé de voir qu’elles

croissent lorsque y augmente, et quen désignant par p, ¢, ..., s

les racines de Péquation dérivée f'(s) = o, rangées par ordre
i

croissant de grandeur, on aura, si 'on néglige l

1
£ g
et, en dernier lieu,
a+b+...+h
z,lﬂ:(n—rl);x+—n—ul 2
une approximation plus grande n’étant pas alors nécessaire. Cela
‘posé, si I'on écrit pour un instant
f (=) ;
VS2(E) — /G (=)

P(z) =

les valeurs cherchées seront

mais ces quantités se simplifient, comme on va le voir.
Considérant la premiére pour fixer les idées, jobserve quenous
avons

SUR LA FONCTION EXPONENTIELLE.
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ot p satisfait a la condition f'(p)=o0; onen conclut f(z,) = /(p),

) I ) .
en négligeant seulement = Par conséquent, si I'on pose

puis d’une maniére analogue

?(:1)=9(1)>(1+

on aura d’abord

o€
S (3y) =./'H(}J)(|—if =
et l’'on en tire aisément

S0 80 =)o) (1

Ainsi, en négligeant seulement des quantités infiniment petites
par rapport au terme conservé, nous pouvons écrire

S s

et I'on aura de méme

%ﬂ"’fy‘(lf)T(P),

S SEs) 9(s)-

Mais la derniére intégrale f e=F f¥(2) ds est d'une forme ana-
“h

Iytique diflérente, en raison de la valeur Fnpi= (4 1)p qui
. o . . . & . D
devient infinie avee w. Pour y parvenir, Jje développerai, suivant

les puissances descendantes de la variable, I'expression

logle=2/#(3) 2(3)],

en négligeant les termes en

-+ ce qui permet d’éerive

logf(s) = (w-+1)logz, logoz = log Bii

— = log

‘/( r—1) 220 Ea

\/il—i—l’
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el, par suite,
log[e—2f#(5) % (3)] = (ap + 1) logzs — s — zlog(n+1).
Apres avoir substitué la valeur de 5., une réduction facile
nous donnera, en faisant, pour abréger,
0(p) = (np+ p+0)log(rn+np— (R +1)p— tlog(n —+1),
cette expression semblable i celle des intégrales culériennes de

(e

g

premiére espéce

Maintenant on va voir comment les résultats ainsi obtenus con-
duisent aisément a la valeur du déterminant A.

VI. Yeffectuerai d’abord une premiére simplification en suppri-
mant, dans les termes de la ligne horizontale de rang 7, le fac-

>

teur \/ puis une seconde, en divisant tous les termes d’une
[T

méme colonne verticale par le premier d’entre eux. Le nouveau
étermi insi obtenu, si Pon fait, pour abréger,
déterminant ainsi obtenu, sil g

P =f(p), Q=f(g)y - S=/()

sera évidemment
1 ! 1 1
bl P Q S eburn- 0cp.)
Pr Qr St elpan-0

Pe Qn Sn 8p-rn) 0t

Or, on voil que w ne figure plus que dans une Acolo;mc, t};)’n)l les
termes croissent d’une telle maniére que le dernier e(e+r)=0) est

infiniment plus grand que tous les autres. Nous avons, en eflet,

12
0/ ot )= () e ) e Dy

=0(gx)+i|:7[; +(n—+1)log(n -+ l)y._]

2 1 =1
+—(— =+ o
2 o *
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et, par conséquent, si 'on néglige

0(p—+¢) — 0(p) = é(n+1)log(n+1)p,
dlow
Ol =0 — [(r2 = 1) |élat1),

En ne conservant donc dans le déterminant que le terme en wde
ordre le plus élevé, il se réduit simplement i cette expression

1 1 1
P Q S
[(n 1) et | p2 Q2 S2

Pa—1 Qr-i Sn-t

Il en résulte quion ne peut, en général, admettre que le
déterminant proposé A s'annule, car les quantités P = f(p),
Q=/(q), -, fonctions enti¢res semblables des racines p, ¢, ...
de I'équation dérivée f'(z) = o, seront, comme ces racines, diffé-
rentes entre elles. Glest ce qu’il fallait établiv pour démontrer
Pimpossibilité de toute relation de la forme

+ ¢aNy+ 8Ny~ ¢ Ny = o,

et arviver ainsi i prouver que le nombre e ne peut étre racine
dune équation algébrique de degré quelconque a coefficients
entier.

Mais une autre voie conduira & une seconde démonstration plus
tigoureuse; on peut, en eflet, comme on va le voir, étendre aux
fractions rationnelles
P (x) Dy(x) D)

5 o LRt

P () ¢ () ' D(a)

le mode de formation des réduites donné par la théorie des frac-
lions conlinues, et par li mettre plus completement en évidence
lecaraciére arithmétique d'une irrationnelle non algébrique. Dans
cet ordre d’idées, M. Liouville a déja obtenu un théoréme remar-
quable qui est Pobjet de son travail intitulé : Sur des classes trés
etendues de quantités dont la valewr nlest ni algébrique, ni

H. — 111, &
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méme réductible & des irrationnelles algébriques ('), el ]
pellerai aussi que Iillustre géometre a démontré le premier la pro-
position qui est lc sujet de ces recherches pour les cas de I'équa-
tion du second degré et de 'équation bicarrée [ Vote sur Uirra-
tionnalité du nombre e (Journal de Mathématiques, t. V,
p- 192)]. Sous le point de vue auquel je me suis placé, voici i
premiére proposition  établir :

rap-

VII. Soient I'(z), I'1(5), -5 Fayi(5) les polynones déduits
de Uexpression
S (5 — a)a(s— b)¥a. . (5 — lu)bn,

lorsqu’on altribue aum exposSants g Pay <« Py M= 2 systemes
différents de valewrs enticres et positives. En représentant, en

ifo s, 4 s .
général, par 'M(:r; les fractions convergentes vers les exponen-

tielles, qui correspondent & I’ un quelconque d’entre ewx Iy 3),
on pourra towjours déterminer les quantités A, B, C, ..., L
par les équations suivantes :

Ad (@) + BP! (@)= Cd2 () +...+ Lovti(z) =o,

A (x) + Bl (@) -+ GO (@) ...+ I () =)

A, (2) + BdL(2) + C0j(2) +. ..+ LEiH (7)) = o-

Mais, au lieu de conclure de telles relations des polynomes
() supposés connus, notre objet est de les obtenir directement
et @ priori; je vais élabliv pour cela quil existe, entre les inté-

:

fﬂ swF . ,(z)ds,

grales indéfinies

"/‘s*:ﬂ*’(c)(l:,' [

une équation de la forme

==F(2)ds,

& fg—:»vlf(;;d:-Lxsa.er-:-nF1(:)d;+...

—A—JL/‘(:

(1) Comptes rendus, t. XVIIL, p. 883 et gio.

=2 Fyi(7) 3| = e7220(5),
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les coefficients <b, vh, ..., £ élant indépendants de =, et 6(z) un
polynome entier divisible par f(z). Sil'on fait, en effet

o ol
-

=
Sr(s)=

on aura

cl,'/l wl(z)ds + llb]’e* E, (=) s L [C‘:"‘[“"n(z)zlz

= — o= [ (=) b T (e {“«5’7,;4-1(:)j,

8

@

ctil est clair que les rapports 1!',
A

minés, et d’une scule maniére, par la condition supposée que’ le
polynome

P
B i pourront étre déter-

8(2) =— [JoF(5) + W& (3) ... LFyir(2)]
EOIlLiCIll‘A(‘, comme fi cteur
S(5)=2(z—a)(z—0)... (s—k).

Nous concluror e la e rena nté imi
. 15 de i en prenant les intégrales entre les limite
s=0els—=a, par exemple,

e'z.z-F(z)zi:-e—Ul,f G ) T
0 0

@
+{f e=22l,i(=)lds =0,
3

Maintenant, les relations

-
f @ Z=11(e) dh= E D) =)
o ewx

M

5
(G = 2 i)
o

o VAT

donneront, en éo; g ] a zé e iy e e
3. nta zero le term gébr
5 , en égalant scparcment 1 € nlaubliqll et |
coellicient de I'expor ie @z g Il 1 G '
I nentielle ¢ , si Pon fait, pour :\bl‘chi‘,

b o
B= 9900 e

= = ==
Mt e aml?
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les égalités suivantes :

A® (z) 4+ B! (2)+...+ Ldrti(z) = o,
Ay (@) -+ BDL (@) ... L+ (@) = o.
Or, on aura de méme, en prenant pour limites supérieures des
intégrales 5= 10, ¢, ..., &,

A @, (2) + BOL(2) 4. ..+ Lot (z) = o,
2(2) 5 ()

Ady(2) 4+ BOY (@) ...+ LI (2) =0,

et il est aisé de voir que les coefficients A, B, ..., L pourront éue
supposés des polynomes entiers en z. L’intégrale

g

qui figure dans Ja relation précédemment considérée (p. 134),

sz gm(s —1)m dz,

241

exll(z)— () = )

1
/ e—=xzm(5 — 1) da,

A

nous servira d’abord d’exemple.

VIIL. Dans ce cas facile, ot 'on a simplement
f(z)=5(s—1),
je partirai, en supposant
0(5) = @ frHi(z) + (m 1) fm(z) f'(2),
de Pidentité suivante :

dle 20— osefo'(2) — 26(5))
22 [— g2 fm+(5)  (m 1) fm(2) f'(3)

= m (1) fo=) f12(8)],

=€

et jobserverai que
fa)=fat—4a+1=41(3)+1, [fla)=2
ce qui permet de I'écrire ainsi :

dle—=0(3)]
dr

= ¢ e[ — g2 fmri()

= (2m 1) (2m =+ 2) /7 (&) + m(m -+ 1)/ m=1(z)]
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Nous aurons donc, en intégrant,

f :"f"""‘(s)d:.+(217L+()(2111—+~'1_)[c
+m(m+[)fg fm=1(z)dz,

e *0(5)=—=

- (z) ds

el ensuite, si nous prenons pour limites s =0 et 5 =1
L

1
x[e’”f”‘*“(z)d:;=(2m+|)(zm+z)f €

s s

= m(m+-1) [‘le'-llf"lfl(:)d:,
o

Soil maintenant

Z2m+1px L
S =—r——= e=xsM (5 —1)" ds,
o

1.2...mm
et cette relation deviendra
e = (47 +2)ep 2o, .

Dy o : . o
Cest le résultat auquel nous voulions parvenir; en y supposant
successivement m =1, 2, 3, ..., les équations qu'on en tire

ex= Gey—+ z2¢,
€3 = 10€3-~ 225,

& = 1{ey—+ 22y,

donnent aisément la fraction continue

etil suffit ’employer les valeurs
1
= zezf e~3irdz — e — 1,
o

1
51:z35xf e*5(5 —1)ds=e*(2—a)—2—2a,
o

_1
i
o

I
i
o

i

|

BN i T N kbl NS i,
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d’ou ’on conclut

@FSE 0
rremmt 2
20 er—1

)

@ ‘
» le résultat de

pour retrouver, sauf le changement de' z en.>

Lambert (')
EXm | T

Fn abordant maintenant le cas général et me proposant d'ob-
tenir, a I'égard des intégrales définies

@

un algorithme qui permette de les calculer de proche en proche,

I

[ ezfm(zs)dz,

o

o
fm(z)dz, /‘ e—=fn(z)ds,
o

pour toutes les valeurs du nombre entier j'introduirai, afin de
rendre les calculs plus symétriques, les modifications suivantes
dans les notations précédemment admises. Je ferai

f(z)= (32— 3¢)(5 — z1)-..(5—3a),
au lieu de
f(z)=s(5— a)(5—D)...(5— k),
de maniére i considérer le polynome le plus général de degré n+1;
désignant ensuite par 7 Tune quelconque des quaulilc?s Eiy P 200
Byl Je raisonnerai sur I'intégrale
YA
/‘ esfn(s)ds,
ok

qui donnera évidemment toutes celles que nous avons en yue, e
faisant o= o. Cela étant, voici la remarque qui m’a ouyert la voie
et conduit 2 la méthode que je vais exposer.

(*) Mémoire sur quelques propriciés remarquables des quantités transcendantes
circulaires et logarithmiques (Mémoires de U Academie des Sciences de Berlin,
année 1761, p. 265). Voir aussi la Note IV des Eléments de Géometrie, de Le-
gendre, p. 288,

e

SUR LA FONCTION EXPONENTIELLE.

IX. Enintégrant les deux membres de la relation identique

fn(2)]

= ems[mfii(2).f1(2) = f (e,

on obtient

== (5) = nz(/‘c-l‘/"l—l(:)_}"(:)zl: ~'/ e

cl, par conséquent,

Z )

wfm(z)ds = uz./

o 2o

ou encore 8

dapres la formule

Fusy _
T

z— 2z

Or ce sont ces nouvelles intégrales

—_r_—) dsz

/s S— %

e~3fm(z) o .
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ot les coefficients (ik), ainsi (ue leur déterminant, s’obtiennent
d’une maniére facile, comme nous verrons.

Clest donc en opérant sur les éléments au nombre de n-ti,

zZ

dans lesquels a été décomposée l'intégrale f e =fm(5)dz, que
nous parvenons 4 sa détermination, au lieu de chercher, comme
une analogie naturelle aurait paru I'indiquer, une expression

7
linéaire de f ¢~ fmtnti(5) dz, au moyen de

ooty /Le = fm+a(z) ds,

'3 2 %

[Zc s fn(z) ds, fl

Mais soit, d’une manitre plus générale, pour des valeurs en-
tieres quelconques des exposants,

F(s)=(5— 3V (2 — 21 )"1. — T )V

en intégrant les deux membres de Pidentité

dle=2F(z)] _
ot

d

=[F'(s) — F(a)],
on aura
e2[(s) = [ —2[F'(z) dzs— /‘e' s F(z)dz,

d’ou

n
Z— 23,

donne la décomposition suivante,

f’mmdw o f

G &)

Le-:F(z)ds

g,
z —2,

SUR LA FONCTION EXPO!
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qui conduira pareillement au caleul des divers termes de la suite !

v[‘c 2F(z)dz, f

%

z
e==F(3) fk(z)ds; |

eflectivement, les éléments de décomposition de 'un quelconque
d’entre eux s’expriment en fonction linéaire des quantités sem-
blables qui se rapportent augterme précédent, ainsi qu'on va le
montrer.

e R S N L i O TS

X. Jétablirai pour cela qu'on peut toujours déterminer deux |

polynomes entiers de degré n, ©(z) et ©,(3), tels qu’on ait, en il
désignant par { l'une des racines 5, 5y, ..., s, la relation sui- LT
vante il

e‘:l’(:)e.(z)d: : | J!‘_

[ =.f J(=)

En effet, si, aprés avoir différentié les deux membres, nous mul-

f(=) L 'ﬁ.‘

F(z)’ il vient

SRR ),

BisiC

tiplions par le facteur

Sf(5)

§=1

F'(3)
F(z)

f(z):@,(z)+|:(—- ]f(:,)e(z)—f(z)(-)'(:)A ';‘!

Or, /(3) étant divisible par 5 — &, le premier membre de cette
égalité est un polynome entier de degré 22 -+ 1; Je second est du
méme degré, d'aprés la supposition admise & Pégard de 6 (s) L
et 0,(z), e, puisque chacun de ces polynomes renferme ainsi
n+1 coefficients indéterminés, on a bien le nombre nécessaire
¢gal & 22+ o de constantes arbitraires pour effectuer Iidentifi- | Y
cation. Ce point établi, j'observe qu'en supposant i

F'(=) 7(=)
F(z)

5= %

la frac-

tion rationnelle a pour valeur p; f'(5:); on a, par con-

séquent, ces conditions i e

01(30) = po f'(50)0(20), {
01(21) = p1 f'(51)0(z1), L |

= pn f'(3a) 0(3n),

qui permettent, par la formule d'interpolation, de calculer immé- i fl 1
diatement 0, (z), lorsque ©(s) sera connu. Nous avons de celte !

i S O e I S S e
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manicre, en eflet, Uexpression suivante,

01(3) _ poB(30)  m8(z)

3 —3

CIED)

S — %

dont nous ferons bientot usage. Pour obteénir maintenant ©(z), je
reprends la relation proposée, en divisant les deux membres
par f(z), ce qui donne

CHED)

el je remarque (ue, la fraction 7

on est amené A celle conséquence, que le polynome cherché doit
étre tel que la partic enticre de Pexpression

- ](—)(;)we":)

Al

ao=llap P R
—+pig -+ p gt
+ pa 4+ paln=?
== Py
ou plutor
same Gy

en écrivant, pour abréger,

L= Gl pr¥it-i-po 2

Soit encore

9(5) = @al+ ay A Va2 4. .+ Ay,

o I(E) o .
et développons la fonction — (=) snivant les puissances descendanles

I(s)

SUR LA FONCTION EXPONENTIELLE.

de lavariable, afin d’obtenir la partie entiére du produi

Il viendra ainsi, en posant §;== U5 - Uy 54 4 o

el, par conséquent,

F'(s ,
J—F(_’)H(;) = qgses" L+ oSy [ B2 assy | B2
= %oy S Gy
g8y

Les équations en %, %, %a, ..., auxquelles nous sommes amend
par lidentification, sont donc

= iy,

o=

1= ay— 29(So+ 1),

e
i

= tp— o (Sg+ n— 1) — %5y,

= ay— %y (So— 1 — 2) — %S — %gSa,

Elles donnent

ay=1,

ay= L+ so+ 1,

dy = Lo+ (So+n—1)%;

so+ 1) (So+ 1 —1) =+ 8y,

)

et montrent que <, %, %, ... sont des polynomes en £ ayant
pour coefficients des fonclions entiéres et & coefficients entiers
de sy, Sy5 Say ... €L par suite des racines 5g, Sy - -+, Sp- On VoIt
de plus que o; est un polynome de degré ¢ dans lequel le coeffi-

cient de £¥ est égal & I'unité; ainsi, en posant pour plus de clarté
2= 0:(¢),
el éerivant désormais ©(z, {) au lieu de 0(:),vaﬁn de mettre £ en
é“idcllcc, nous aurons
8(3, ) = & 0y (§) 52 0y(Z) 5831, . .4 0,(L)-
De I3 vésulte, pour le polynome 6, (z), la formule

L n0En 8

1
J(&) 5— 5—3; s —an

9uls) _ 100(50,8) | 1051,
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¢t l'on en tice immédiatement le résultat que nous nous sommes
proposé d’obtenir. Il suffit, en effet, de prendre les intégrales entre
les limites z, et Z dans la relation

fe’-"b‘(;)f(z) /‘e 2(3)0,(5)
e ds = ds — e~

f(=)
ce qui donne

F(s)6(z),

() SE) 4,
=5 A fE)

7/
= 11 6( 30, &) f 2

Clest surtout dans le cas ot l'on suppose
o= =...= [p=m,
que nous ferons usage de cette équation; si 'on fait alors
me(z;, z;) = (th),

et qu’on prenne { successivement égal & 34, 2, ..., Z,, ON en con-

clut, comme on voit, les relations précédemment énoncées, qui
résultent de celle-ci,

‘[ zf‘;—ﬁ;i(:lzl::(iu)‘[z

Zo o

Jia) o

pour i =o, 1, 2, ..., n. Je resterai encore cependant dans le cas
général pour établir la proposition suivante :

X. Soient A et § les déterminants
0 (%0, 50)
0(29, 1)

O(%0, 5n) O(21y 8p) ..

@G ) oo
©(21,51) ...

6(ap, 30)
O(2n,31)

O(Zn, 2n)

o

SUR LA FONCIION ENPONENTIE

el

1 1 I
[ 50 & . <n

=2 z2 =2
& 5 52|
=g 30 S0

e dis gu’on a

! 4 N= 08

[ffectivement, Pexpression de ©(z, C) sous la forme

0(5,8) = 3%+ 0y (L)sn=1+ 0, (L) sn—24. .. 4 0,(L)

montre que A est le produit des deux déterminants

1 1 e 1
So S Sn
55 i 33
s sF ... sl
et
1 1 1
00(20) 0i(s1) ... 0i(50)
03(50) 02(31) 02(51)
0,(30) 04(31) 0.(2n)

Mais 0,(%) étant un polynome en ¢ du degré ¢ seulement, de
sorte qu'on peut faire

04(6) = it miimtot st

celte seconde quantité, d’apres les théore

mes connus, s¢ réduit
simplement & la premiére, et I'on a bien, comme nous voulions
I'établic,

Cela posé, soient

= ———
TeRininy
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la relation établie page 167

Z m( z
ffl(;)a’;:m/‘ (—/—(—)d:

z—3

o :fm(:',[ :

deviendra plas simplement

— )
Em=m

et celle-ci,

mt (z) v
~ dz = m (59, 7)

7 9 g
,.,,"(.)(5]_:)/‘ L’“fa)({:fi—...

1
Z
»‘-m(‘)(z,,.l_)/i

f7(2) 4

— 0

en supposanl successivement {— :r, nous donnera la

substitution suivante, que je dés

S0y Fy

gnerai pav Sy, & savoir

i1 = 0(S0, 30) 8%+ O(51, 50 )&y =+ ..+ O(34, S0) €0,

2hen = 0(50, 51 )l —+ 0(51, - 0(3,. 51)€em.

i = 0(30, 30) 2+ 0(51, 2p )2k +- - -+ 0(30, 21) €
Si l'on compose maintenant de proche Si, Su, ..., Sy, o1

Ak . 0 o
en déduira les expressions de <5, e/, ..., ep en el ef, ... el que

je représenterai ainsi :

B, "

&

o o
em = Loe§ -+

et le déterminant de cette nouvelle substitution, étant égal au pro-
duit des déterminants des substitutions composantes, sera 53071,
, -+, € par leurs valears

Il nous reste encore & remplacer f,
pour avoir les expressions des quantités &), sous la forme appro-
priée a notre objet. Ces valeurs s'obtiennent facilement, comme

on va voir.

EXPOD

SUR L\ FONCTION TIELLE.

XII. Japplique a cet effet la formule générale

en 5|l||pu~;|||1

¢est-a-dive

F(s) =

Il est ais¢ de voir alors que §(z) devient une expression entiére
en s et §, entiérement semblable 4 ©(z, ), de sorte que, sion la
désigne par ©(z, L), on a

#(5, - 22 (D)= 0+ 9 (1),

5P 0, (L) sh-1-

e
0i({) ¢

b un polynome en £ de degré ¢, dans lequel le coefllicient

de est l'unité. Ainsi on obtient, en particulier,
C-Epy+7n,
C+(pr+n—0DC+pr+(n—1)py+n(n—1),

et l'analogie de forme avec ©(z, ) montre que le délerminant

P (50, 50) P51, 50)
P(20, 51)

P(5,. 50)
D(2n5 51 )

P(5n, 5n)

P(31, 51 )

P(&1,50) .-

est encore égal 4 62, Cela posé, nous tirons de la relation

L2) gz = e~z (2, 0) — oL (Z, L),

en supposant { = 5, la valeur cherchée
2 20D ( 59, 5i) — e L D(Z, 55)-

i

Or, voici les expressions des quantités =/,

Soient

qui en résultent.

N = Ao P(Z,350) + A1 P(Z, 5,) +.
W = By D(Z, 50) + By D(Z, 51)

st Ap (L, 50),
P (7

L =Ly O(Z, 50) + Ly B(Z, 3,) ...+ L, D(Z, z,),
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cb convenons de représenter par by, g, «..y £ les valeurs obte-

nues I)()lll‘ Z =— Sy, On aura
£ — e LA,
el — e,
e =e — ety

Dans ces formules, 7 désigne 'une quelconque des quantités z,,

..., Sy; maintenant, si nous voulons mettre en évidence le

résullal correspondant a 7 = z4, nous conviendrons, en outre, de

représenter, d’'une part, par <Lz, Wby, ..., £z, et de Pautre par 4,

8y .oy 7y les valeurs que prennent, dans ce cas, les coefficients 4,
ks k > >

b, oL i et lesiquanlilés el , e} . On obtient ainsi les

équa

ns
ey — e Sk oy,

Zothg— e =k by,

nh=e=RL o— ey,

qui vont nous conduire & la seconde démonstration que jai
ibilité d’une relation de Ja forme

annoncée de Iimpos

ezNo-+ e =

les exposants 34, 5y, ..., 5, ¢lant supposés entiers, ainsi que les
I 05 <1 2
coefficients Ny, N, ..., N,

XIII. Je dis en premicr lieu que ¢!, peut devenir plus petit que

toute (uantité donnée, pour une valeur suffisamment grande de m.

Effectivement, I'exponentielle e=# étant toujours positive, on a
» OULRY

comme on sail,

H(z)ds =

— 1),

Z
() [ ezdz=F(@) (o

[ (=) étant une fonction quelconque et & une quantité comprise
entre les limites 3, et 7 de 'intégrale. Or, en supposant

fm(z)
9

ENTIELLE.

SUR LA FONCTION EXPON
on aura cette CX]]I‘CSSiD]l

f=ie)

it
Sm=

qui met en évidence la propriété énoncée. Cela posé, je tire des

équations

nh = ey — ey,
la relation suivante,

eand Ny +esndNo+. ..+ ez N,
= e=%(ea N, + e3]

— (b1 Ny +

oo 23N, )

coet fouNa).

Si lon introduit la condition

2% Ny—+ e N+ e N, =0,

elle devient

ZanON
eovt e, Np

=— (AopNo+ foy Ny .. .= b, N, ).

Or, en supposant que ,, 3, ..., 3, soient entiers, il en est de
méme des quantités O(z;, 54), Oz, 34), €l, par conséquent,

de gy oy, ooty by Nous avons donc un nombre entier 4

fog No—+ Moy Ny—+. . Lop Nory

qui décroit indéfiniment avec 7%, 4}, ..., 7%, lorsque m aug-
mente; il en résulte que, & partiv d’une cerlaine valeur de m, et

pour toutes les valeurs plus grandes, on aura

JogNo+ Aoy Ny +. ..+ by Ny = 0,

ct, comme on obtient pareillement les conditions
Uho No -+ it

1 Ny- + b, Nyr=o,

LoNo+LiNi+...+ L, N, =0,

la relation
em Ny~ esiN ...+ e:N, =0
N, — III. 12
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a pour conséquence que le déterminant

. db ase

By By coo

!
) & %y ooo

doit nécessairement étre nul. Mais, d’aprés les expressions des

quantités dog, Wy ... gy A est le produit de ces deux autres dé-

terminants

AGEATE

Bha B mﬂ
|

ko Ly soo lbp

D(z0,20) P(31,%0) oo P(5w, 30)
@(3,51) P(51,51) oo P(3n,51)

| @20, 20) @(51, 30) --- ©(5a, 50)
dont le premier a pour valeur 321, et le second 62. On a donc
A=32n, et il est ainsi démontré, d’une maniére entiérement
rigoureuse, que la relation supposée est impossible, et que, par

suite, le nombre e n’est point compris dans les irrationnelles algé

briques.

XIV. Il ne sera pas inutile de donner quelques exemples du
mode d’approximation des quantités auquel nous avons éLé con-
simple, ot l'on

duits, et je considérerai d’abord le cas le plus
ne considére que la seule exponentielle . En faisant alors
f(5)=5(s—x), nous aurons

x
—_— f e=izm(z—x)" ds
o

@
e = — [ e=3zm=1(3 — z)" dz,
o

A G ol —

et

i
e = ez (s —z)m—1ds.

SUR LA FONCTION EXPONI

Or on obtient immédiatement

)

0(5,0) =s+={+2m-+1—z,

Lot

6(0,0)=2m

—x, O(x,0) =

0(o,w)=2m—+1,

20+ 1, ]

O(x, z) = 200 -+

ct, par conséquent, ces relations

el = (2m—+1—2)eh + (am +1)cl,
ehpy = (200 + 1)l 4+ (20 + 1+ @)sh,.
Jobserverai maintenant qu’il vient, en retranchant membre & 1

membre,
Elut1— Eley = T () +ely),

de sorte que, ayant

=%+ 2k, {
on en conclut
Bl O e {
Shrt — Ehpy

Joignons i cette équation la suivante : it

el Ghe 8
St 1 T St = Emrt )

nous en déduirons les valears

St Ty

e e &
Sy = > ’ e =

et, si Pon y change m en m — 1, une simple substitution, par
exemple, dans la relation

S 1

m—+1—x)eh,+ (2m -+1)eh,

donnera le résultat précédemment obtenu (p. 163),

em1= (- 2)e,+

Soient, en second lieu,

ot

S(z)=5(s—1)(s—2)

on trouyera

2

0(z,7

)=

+(C—1)5 + (3 — 1)+ Smla+ L+ 1) + gm’,
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SUR LA FONCTION LEXPONENTIELLE. 181
et, par conséquent, 4 S f
ce qui donnera ()
0(0,0) =gm2+3m -+ 00, 1)=9gm2+ Gm, 0(0,2) =qm -+ gm-+1:
O(1,0)=9gm2+6m=1, O6(1,1)=9gm>+ gm-1, O(1,2)=9gm>+12m-3,
0(2,0) =gm2+gm+3, 6(2,1)=gm2+12m+4, 6(2,2)=gm3+I1dm+;.
lin particulier, pour » = 1, nous aurons
e e) = 6a72 — e=#( 925922+ 1518 Z + 6272),
o LR ; 7032 — ¢~ (10381 Z2+ 17027 + 7032),
15e) -+ 19el + 25¢3, A
U 9%1 i 1946Z ~+ 8040),
20 el - 31ed; i
192 +-24¢l +31¢e}; diont
e s 3 . 516672 + 21344), |
dailleurs il vient facilement
el, par suite, 64
2N e 2D (2 i) 3 2
®(z,8) =2+ (L —1)= e |
; 21344 | 3
ce qui donne ! 4
P V= 7 2y 5 - AR 4
e (et L Fevveur portant sur les dix-millionitmes. L
el= —e—L72 ! H
&1 9 |
ef=1—e¢t(L2+Z+1); : Y i R N e
(') Daos le texte d’Hermite, on trouve au dernier terme du sccond membre | B
on en conclut de la troisiéme ligne le coefficient 75. M. Bourget, cn refaisant les caleuls, a ;
sl (e 2o wouvé le coefficient 3; celte rectification a amené des modifications assez impor— |
e§ =34 — e %(50Z>+ 8Z + 34), tantes dans les valeurs de e ct de ¢?, dont I'approximation monte, de ce fait, aux j
el = 4o — e~"(59Z2+10Z + j0), dix-millioniémes. 105 12,
&2 = 50— e—%4(742*+-12Z + 50). i

De la résulte que

=) +elt+cj=2—e%4(322+2), b § ‘

et, si lon fait successivement 7 =1, Z =2, I'expression de z, ] e — : 4

fournit les valeurs approchées i Ritii!

ot Ierreur ne porte que sur les dix-millicmes. En supposant en-

L S

7




