je vois qu'il sera démontré que we est un polynome entier en z,
st un polynome entier de degré n,

SUR I’EQUATION DE LAME (*). de degré n, si je prouve que 3
puisque «2 et ¢* sont des valeurs particulieres de s; je pose donc
s = y*, et je cherche la transformée ¢n s de I'équation de Lamé,
b g i " 5 ou, en me placant & un point de vue plus général, de I'équation
Extrait des feuilles autographic¢es du Cours d’Analyse de ['Ecole
Polytechnique, pav M. Hermite, 1'¢ Division, 1872-1873, 39¢ lecon.

Ay 2N y' =By,
dans laquelle A et B sont deux polynomes entiers quelconques

en . Jaurai

Dans la théorie de la chaleur, Lamé a été conduit i considérer
I'équation diflérentielle suivante :

- = (az+O)y,

)
SIOR\S
2N T

dans laquelle X est un polynome du troisiéme degré de la forme B7R= g By =28 ) =F

).

ou

X=z(l—a)(1—
el, comme

2 élant un nombre entier, il se DT =

Dans le eas ot @ = n(n--1)
2N Aa— Bz = (A 2.

trouve qu'on peut satisfaive i I'équation de Lam¢é en prenant pour y
un polynome entier de degré 2, pourvu que b ait pour valeur un

2 B , : 2 En différentiant de nouveau
certain pnl;nomc entier ug‘u[(‘mcul de dcgl'u n. Nous ne traiterons
[2Az"+ A5 — Bs| =8A )"+ {A )"

pas celte question etnous nous hornerons a supposer a==n(r-+1)K'y
=y (GA Y +2A'y),

4 vestant compléetement arbitraive.

5 5 5 g 87 . el comme
En appelant « et ¢ deux solutions particulicres de I'équation de

GAY +oN y =By,
"+ Als'— Bz]'= 2By,

‘5'— B3] =Bz

LLam¢, la solution la plus générale de I'équation est

A

o =cu+cy,
¢ el ¢ étant deux constantes arbitraires. Telle est la transformée en z. Si maintenant je développe le

Je dis ques si w et ¢ sont convenablement choisies, le produit a¢ premicr membre, il vient

2A5" +3A "+ (A"—2B)s - B’z =o.

(1) Nous avons retrouvé dans les feuilles lithographiées destinées aux éleves
de I'lScole Polytechnique, une legon faite par Hermite pendant Phiver 1872-187
sur I'équation de Lamé. Nous reproduisons cette lecon, qui, & notre connais
fait connaitre les prem recherclhies de Hermite sur une question qu'il devait

approfondiv quciques années apres. D 19

Je différentic n fois cetle équation, et je pose

drs

Azl

w=
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Il vient, en supposant A du troisiéme degré et B du premier degré,
comme dans I'équation de Lamé,

, . n(n—i)(rn—2) A
e

2AW" + 2N | W +-n(n—1)A" | @ wW=0"
Eanal|l s +3n =l
e N - n(AT— 2 B)

EE R

Considérons le coefficient du terme en w et effectuons les réduc-
tions dans ce terme. Il vient

—n— = q
n.\‘"I(——" ”3‘" ﬂ—»—?—“l_) ])+|J——(7.n+l)l¥’,

nA"” ) b ) l)‘(.?'" ih) — (on-+1)B".
3
Or, on a

A=a(1—a)(1— Ka),
d’ott
NI IEER 169553

B=n(n-+1)Kze+ b,
d’ott
B'= n(n-+1)K2.
On voit done que le coefficient de « se réduit a zéro. Par suite,
Iéquation transformée en « est satisfaite quand on donne & w« une
valeur constante quelconque. Donc

dis

dan =
En intégrant n fois, on arrivera pour la valeur de 5 a un polynome
entier de degré 1, ce qu'il fallait démontrer. Donc le produit ue
s convenables de 'équation de Lamé

de deux solutions particuli
est un polynome entier en = de degré n,

e =15 (@),
Nous allons maintenant chercher & déterminer w et ¢. Considé-
rons le déterminant fonctionnel

s=up—uv'.

SUR L'EQUATION DE LA

=u'y— uw',
4A 3" = o< AW — w < fAY,
=o(Bu—oA"w)—u(Bo—2A'¢

A est le polynome figurant dans I'équation de Lamé. Par suite,

2X3'+ X5 =o.

Le premier membre est la dénivée de Xz2;
X const.,

il en résulte que

" ' ¢
wo —v'e=—- |

VX
On a d’ailleurs, puisque we = (),
wo—+ o'u=F(x).
Dot les deux équations
i (o 2 e
n v F(x) \/X
F'(a)
& L)

En intégrant

Loguw = Log {/F -+ ’.f('dx_y
P 3

Logy = Log /F — " /‘(‘Zz[x,
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Nous avons donc la solution compléte de I'équation de Lamé au
moyen des fonctions elliptiques, puisque X est un polynome du
troisicme degré.

Si l'on posc
o = sinZaml,

I'équation prend la forme sous laquelle Lamé I'a éladice.

On aura :
dr . I,lmn aml)
—= = 28INAM e
dt dt

Or, en posant y
o w = sinamf,

on a
du ———
== = (@ w?) (1 — K2u?).
dat
Done
e ouy/(1—u?) (1 — 2 = o /ur(1—a?)(1— K2e?) = 2 y'X.
dt

FFormons maintenant la transformée en £, On a

G @hy 1

ar =2 ==,

da i dx dt /X
dr

A2y 0 dy
= — - o
dz §X dt

Or

’on

A% _“,4’7;7 ! '/V:[n/n ) K2 4 2]y,
TR @Z Ry G <
ou enfin
d2y

= [n(n -+ 1)K2sin2amt—+ 2] y.

ON AN APPLICATION

OF THE

THEORY OF UNICURSAL CURVE

Proceedings of, the London mathematical Society, t. IV, p. 3{3-345.

Bxtract from a letter to Prof. Cayley (Read May 8%, 1873

Prof. Cayley communicated Lo the Society a letter, dated
28" March, 1853, which he had received from M. Hermite. In
connexion which some investigations on elliptic functions which
Prof. Cayley is engaged with, M. Hermite calls attention to the
question of determining all the quantities

5 UK = f K
SEN ———
n

in terms of the 2 -1 roots of the modular equation
T (1, 9) = o,
without, as said Jacobi, the resolution of any equation. Is it neces-

sary, for this purpose, to make use of the singular equations indi-
cated by Abel between the quantities

3 4 i 5 ]
smamT(imI\J—1"”]\’; for V= 11y P coon =N
7

and the n" roots of unity ?

And after referring to a remark on the employment of the
theory of unicursal curves in his Cours d’Analyse de U Ecole
[)0[,)’1/%']:/11?/110, and noticing that it is not only in the commen-
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cement of the Integral Calculus that these find an application,
M. Hermite proceeds as follows : I have remarked that they give
vise to a method of integration of equations of the form

treated of by MM. Briot and Bouquet, in the Journal de UEcole
Polytechnique.
Suppose, in fact, that the question is to determie the integral
when it is an algebraic function of the independent variable.
The question is easely resolved in all the cases where the number
=o; thatis, if it

which determines the nature of this function

is possible to take rationally
w=o(e), = =u0()
In fact, from this hypothesis, it follows that

du _ ¢(t)

p

dz — V(0

is also rational in ¢; wherefore it is necessary (although not suffi-
cient) that, assuming
du
=

the curve
F(o,u) =0

should be unicursal. Deriving then, from this relation the rational

expressions
¢ = ®(1), w=o(l),

we obtain

and thence

But this integral can always be obtained rationally, and, in the
case where the logarithms disappear, gives the value of  in the
assumed form.

In the case where w is of the form

u = v (langz),

ON APPLICATION OF THE THEORY OF UNICURSAL CURVES. 129
o being rational; making tang = ¢, we obtain

duw ; N
2 g+

therefore the equation

I (o, ) = o,

must give an unicursal curve; and asolution of this form presents

¢'(1)
Sige

arc tang .

itself when the integral

reduces itself to

Again, lastly, assuming

amaz

o denoting a rational function of the sine-amplitude, and its

derived function (this being the hypothetis of MM. Briot and

g d
= osinamaz,

du

Bouquet); it is clear that, writing sinamz = ¢, the derivative =
as well as «must be a rational function of ¢ and of the radical

V=) — ke

Consequently, the equation
F(e,u)=0
denotes a curve of the species (deliciency) 1.
Thus the example XI of these authors,
03 (B—r1)vi—aw(w*—1)* =o

du

» denoting —
© @y

3 44 o
)7 (whcrc a ) on \\‘I‘l[lllg

A o = (u2—1)¢,
gives




126 OEUVRES DE CHARLES HERMITE.

If then

we have

then 0=

whence

whence

Consequently the question is integrable by elliptic functions
The other examples are contained in the type

©3-+-3Pv?+ fQ =0

(with the condition P?+ Q = R*).
P, Q, R being integral functions of « of the degrees 2, 6, 3.

But this equation may be writen

(¢4 2P)2(0— P)=— (P¥+ Q) =— {R?,

and on wriling
2 R
o-+oP=—="—
w
becomes simply
w3—3Pw—9R =o0.

And this transformed equation being of the degree 3 in w, «,
these two quantities, and consequently also ¢, w, can be expressed
as rational functions of ¢ and of an elliptic radical.
d2u

u 5 & Erar Sio
=5 u) gives rise Lo sumilar substitutions.
dz*

The equation l*‘(

SUR LTRRATIONALITE

DE L\

BASE DES LOGARITHMES HYPERBOLIQU

Report of the British Association for Advancement of Science

(43" mecting, p. 23, 1873).

2

On reconnaitra volonters que, dans le domaine mathématique,
la possession d’une vérité importante ne devient compléte et défi-
nitive quautant qu’on a réussi a I'établiv par plus d'une méthode.

A ceu égard Ja théorie des fonctions elliptiques oflre un exemple
célely

présent i tous les esprils, mais qui est loin d’¢tre unique
dans I'Analyse.

Je citeral encore le théoréme de Sturm, resté comme enveloppé
d” une sorte de mystére jusqu’a lamémorable découverte de M. Syl-
vesler, qui a ouvert, pour pénétrer au ceeur de la question, une
voie plus facile et plus féconde que celle du premier inventeur.
Telles sont encore, dans I’ Arithmétique supérieure, les lois de réci-
procité en tre deux nombres premiers, auxquelles estattaché le nom
a jamais illustre d’'Eisenstein. Mais dans cette méme science et
pour des questions dua plus haut intérét, comme la détermination
du nombre des classes de formes quadratiques de méme invariant,
on a ¢té moins heureux, et jusquici le mérite de la premiére dé-
couverte estresté sans partage & Divichlet. Enfin, et pour en venir
alobjet de cette Note, je citerai encore dans le champ de I’ Avith-
mélique, la proposition de Lambert sur I'irrationalité du rapport
dela circonférence au diamétre, et des puissances de la base des
logarithmes hyperboliques. Ayant été récemment conduit d m’oc-
cuper de ce dernier nombre, jai honneur de soumetire & la réu-
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nion de I’Association |§riluuni(|uc une démonstration nouvelle du
théoreme de Lambert, ou n'intervient plus le Calcul intégral, et
ment élémentaire

qui, je l'espere, paraitra enti¢ Je pars simple-

ment de la série

T =1 4

el posanl pour un instant

IR({e) =0

ce qui permet d’écrire

=) _ 0 @ zh

P

L+ 2.k

il sulfira, comme on va voir, de prendre les dérivées d’ordre n
des deux membres de celte relation. Effectivement, on obtient
d’abord

cd(z)

= v

ou ®(z) est un polynome i coefficients entiers da degré 2, dontil
n’est aucunement nécessaire d’avoir Pexpression qu’il serait dail-
I'égard du

leurs aisé de former. Nous remarquerons ensuite,

l‘(.‘r)

Lerme » que la différentiation, effectuée n fois de suite, fait

c||~|).u"\|lrc les dénominateurs des coelficients, de sorte qu’il vient

() élant un polynome dont tous les coeflicients sont des
nombres entiers. De la relation proposée, nous tirons donc la

suivante :

(k+1)(k+2)...(k+n)xk
n—+1

erd(x) — Priz) _
2l S

>

0

ou bien sous une autre forme

S (kA1) (k+2). .. (k -+ n)ak
Lk 2n41
gl St (o D(k4+2)...(k=+ IL).T/"
a1

er P (o) — Dy (2) = an+l

I.

o 5 o) W=1.v+ 2

SUR L'IRRATIONALITE DE LA BASE DES LOGARITHMES HYPERBOLIQUES.

Or je di
ne peul

129

s qu’en faisant croitre 2, le second membre qui jamais

s'évanouir deviendra plus petit que toute grandeur
Y

donnée. 1l en est effectivement ainsi du facteur l'

» el d’autre
n

5 O (A1) (k+2)...(k+n)a* , .
part, la s finie \ ) c¢lanl mise sous
n41.0+2. 2n -+
5 3 1.2...k=+n 3 s
la forme ¥ » on reconnait qu’elle
-2k K

a pour limite supérieure e®

est inférieur a lunité.
De la vésulte qu’en supposant z un nombre entier, ¢* ne peut
s o i b :
¢lre une quantité commensurable o> car on aurait
4

bd(z)— ad,(x)
ot NS 7 ol o

e d () — P (x) = =

et cette fraction dont le numérateur est essentiellement entier,
d'aprés ce qui a é1é établi a I'égard des polynomes @ () et @ (@),

iy 1
ne peuly sans étre nulle, descendre au-dessous de =
[expression découverte par Lambert

er—

Gl G

que jévite ainsi d’employer, n'en reste pas moins un résultat du
plus grand prix et qui ouvre la voie a des recherches curieuses et
intéressantes. En supposant par (-\cmplo &= 2,0n peal présumer
quiil restera quelque chose, de la

si simple des fractions
mll;nlnlcs ayanl pour numérateurs le nombre constant 4,
fraction continue ordinaire équivalente, dont les
seraient 'unilé.

dans la
numérateurs

I eflet, il parait que, de distance en distance, vicnnent alors
Sollrir des quotients incomplets continuellement croissants. Clest
du moins ce quiindique le résultat suivant, da a M. G. Forestier,
mgénieur des Ponts et Chaussées, & Rochefort.

Y — I
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101 (Jue nOus avons en vuce, a parte du terme

Prenant Lexpr
ou les fractions intégrantes sont inféricures & > ¢ est-a-dire la

quantié

M. Lorestier a trouvé pour la fraction continue ordinaire ¢qui-

valente

@

q o : i
la série suivante, des quotients incomplets, ¢, ¢', ¢, ...

= o
7 < 20, O, Iy

D B3y iy 2@y 1l T @) T 2 s 75 1) &y 1y B Iy Ty iy 20 O

She 5 Sl

&y Gy 2 Dy 8 11 B 1ty S By iFH oace

Or, on y voit figurer les termes 19, 20, 67, 147, qui semblent

justifier cette prévision (s

(') Les nombres indiqués ne sont pas exacts. M. Bourget, ayant exécule

deux
10, 103 Xy 3511252580570, 15

a trouvé la suite 2, 2, 1, 2

fois les calculs,

2,1y 15,3, 2

T 7% Ty b v 0 (1

X, N 25 Ty

SUR UNE EQUATIO!

TRANSCENDANTE.

Bulletin des Sciences mathématiques et astropomiques,
i L0Y5 63783, s B

Soit f(2) une fonction rationnelle de la forme suivante :

les quantités e, b, ..., { élant toutes réelles, et les coefficients A,

B, ..., Lixéels et positifs; je dis en premier lieu que Péquation

I .
loga —f(®)=o,

0l % est une conslante positive, posséde n -t racines réelles,

i désignant le nombre des quantités @, b, ..., [, comprises entre

-1 ¢t1. Soil, en ellet, pour un instant,

F () = log s — (.

a S DaRos T

ensupposant les termes rangés par ordre croissant de grandeur, de
sorte que la fonction rationnelle /() soit finie et continue lorsque
la variable est comprise entre les limites & et /.

fid=

2

- L, par suite, F(z) sera elle-

Cela étant, la fonction loge

=
meme véelle et continue entre ces limites, si on les suppose infé-
vieures en valeur absolue @ I'unité; or, ayant pour = infiniment
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qes

rement déterminée, de lexpression log———, lorsque, conformé-

petit et posiuf

ment 4 la supposition faite, le module de 2 — - Bly/=T est
f :

F(z =
- i ) inféricur & I'unité, j'emploierai la relation, aisée a vérifier,
cest-a-dive deux résultats de signes contraires, nous en concluons

ence d’une racine réelle comprise ol i

pour I'équation proposée I'exis
entre g et k. Jajoute qu'il ny en a qu’une; car, en prenant la
dérivée de (), on obtient celle expression posilive pour toutes

les valeurs de 2 entre — 1 €l =+ 1, savoir

e ha s
G=cp @ @=0p T

F'(@)=
Al

¢ el ds
/ ==5 I, pla—ByY=1)—=s

(
gy D
:/”" (px—3)ds
(o2 — 5)2-+

CA

de sorte que F(z) va continuellement en croissant depuis —

. o H 5 A s gL
.llls(lllil -+ ?7 et ne s ill]lllllC pi“' COI‘ISC(I[I(‘,“L (lll une SCIIIC r()l.‘. ILll
désignant done par 7 le nombre des quantités «, b, ..., {, qui
sont comprises enlre — 1 €l -1, nNous prouvons ainsi que I'équa-

Lion proposée posséde 71— 1 racines réelles; mais ayant

o I'on voit ainlsi que le coefficient de 2/ — 1 est la quantité essen-
tiellement positive

5 /‘*I ds

YA =P

Ayant done, pour ce méme coefficient dans I'expression de

— /s 8v=0),

F(—l—&d):logxlk:

quantité infiniment arandc el négative, on voit de plus qu'il existe

encore une racine comprise entre — 1 et le terme le plus voisin de
la suite «, b, -.., {; enfin une derniére racine se trouve pareille-
ment entre le terme le plus voisin de I'unité et Punité, attendu que

Iexpression

2—¢€

F(1—e) = logx

e une quantité qui est également positive, & savoir
estinfiniment gral\dc el posiuve.

n second licu, je dis que I'équation proposée ne peut admeltre

i
e 5 5 Loy B 0270 e
;l% o aqucune racine lmaginaire dont le module soit inférieur a Iunité.
o 5
. BN o o T e % . o . o gl
fa Soit, en eflet, o =a—+p 1 une telle racine; on trouvera nous reconnaissons que la partie imaginairve de F(z - #y/—1) ne
] b 3, - e o ] -
il dabord peul jamais s’évanouir, de sorte que notre ¢quation n’admet,
i \ . R ) comme nous voulions I'établir, que des racines réelles
! fa+8 _‘):(a;a;-:ﬂ-az =P La relation précéd : 42 8 3 5
o f «a relation précédemment employée, a savoir
B “# A o B
— /== el
; (o—ap+p:  (a—bp+p? e A7 Sz
og =
g 5 = arer E - = 2
f Pour calculer ensuite la valeur, que 'on sait étre unique el entic- ,

o

=
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donne lieu @ celle remarque que, en posant

14+ 2

don

@ — 1

&
celle des valeurs en nombre infini du logarithme qui se trouve
«
be i St N o dz
ainsi représentée par Iintégrale définie est Pintégrale [ - en

supposant que la variable s décrive la ligne droite joignant les
deux points qui ont pour affixes 1 et a.

EXTRAIT
DUNE

LETTRE DE M. Cu. HERMITE A M. Pavt GORDAN,

SUR L’EXPRESSION Usina—+ Veosw+ W,

Journal de Crelle, v. 76, p. 305-319.

... En attendant, ¢’est des fractions continues algébriques que

je prends la liberté de vous entretenir, ou plutét d’une extension

de cette théorie, ayant cherché le systeme des polynomes entiers
enz, U, V, W, tels que le développement de I'expression i trois
Lermes

Usinz -+ Vceosa -+ W

commence pav la plus haute puissance possible de la variable. (
polynomes forment une série doublement infinie, ainsi que pou-
vail le faire présumer Panalogic avee la théorie avithmétique des

e

minima successifs de la quantité

@+ ay —+ bz,

ou « el b sont des constanles numériques, 2, ), 5 des nombres
entiers. Ces minima s’obtiennent, en effet, par la réduction conti-
nuelle de la forme quadratique ternaive :

ol entrent deux indéterminées « et 3 auxquelles doivent étre

i
atvibuces toules les valeurs de zéro a I'infini. La premiere série
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et s’oblient ain
Soit

tange =

si.

OEUVRES DE

CHARLES HERMITE.

conduira a la fraction continue de Lambert :

A = sinz,

puis successivement

A

I Az dr = sinz — x cos,
o

x
As= [ Ay doe = (3 — @) sinz — 32 cosz.

et, en géndral,

Les formule

Jo
o
A_,:f Az dz = (15
()

At

s élémentaires

[cosr F(z)dz

[sinx[?(z)d‘r

= [ A,z dz.
o

=sinz £ (@) cosz £'(x),

= sinz §'(x)— cosz £ (x),

ot I'on suppose F () un polynome cntlier et

montrent que A, est de la forme U sinz —+Vcosz, U et V étant
des polynomes entiers dont I'un est du degré n et Pautre du
degré n— 1. En second lieu, si Uon part du développement en

$(w)y=F(a)— F'(2) = FEY(2)—.. .,

A =sinz =

on en conclura aisément

co
22N+ D

A= — = T =

R B 0 00 12213100 o= 3

sur L'EXPRESSION U sina —+ V cosz - W.
ou encore

Ne )

[.e premier terme de celte série élant en z#4t! vous voyez que U
etV sont bien les polynomes qui résultent de la théorie des frac-
tions continues. Mais on peul y parvenir par une autre voie.

Soit

sin

=

2
@

s successivement

1 dU sin@ — @ Cosa
M=— = =T
@ dx

diy (8=

ing — 3@ cosa
= - B
dz x>

dl (15 —622) sinz — (152 — a3) cosx |
>

i

et, en général,
1AL,

i @ o

On reconnail immédiatement qu’on aura

Y cos

: i ) A
U et V élant encore des polynomes dont I'un est de degré » et
lautre de degré n— 1; on obtient aussi facilement la série

Il sensuit que
An

U, = 1’
el, par conséquent,
Apcr 1 d Ap
TR et ‘,—‘g.,ﬂ)’

Cest-i-dire
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Aon—1,

=(2n=+1)A,— N\, a*

nire trois lermes conséeultifs a la relation

De la se tire la fraction continue de Lambert, et Iéquation diflé-
renticlle des transcendantes de Bessel. 11 suffit, en eflet, d’observer

que
A

1 dA,
—>

1= zdw

your passer de 'égalité
I I £

a2

Ap=(2n—1)A, — A, »a?

A=

a celtte l"(lllﬂlil)l‘l sl connue

dont une seconde solution est donnée comme il est ai

par la formule

Je vais maintenant sortir du domaine des frs

défi

Ap=U cosz— V.

ina.

0

le le voir

ions continues. el

une seconde série de polynomes U, V', W. en posant

i / Andz,

puis successivement une woisiéme, une quatviéme, ete., par les

relations semblables

Les formules déja employées

[cas:c F(z)dz

fFill.T F(z)dx

:f B, dr, n,,:/ @l so00
<0

“o

sine £ (&) + cosa £'(2),

sinw § () — cosw £ (&)

inz - Vcosz -+ W.

SUR L'EXPRESSION

139

donnent la composition de ces quantités, et montrent qu'en dési-
gnant pav P, e terme général de lasérie de rang p, on aura

P, = U sinz -V cosz -+ W,

U et V étant des polynomes ent I'un du degré n, lautre du

degrén—1, et W de degré p— 1. Or le développement

(2k +=2)(2k

13 il

(2k == n)(—= 1)k a2k
’

P, = a2t /!\/‘
— k=on—+p

0

dont le premier terme estde de 21~ p, abien la forme voulue.

Ces mémes quanlités peuvent s’obtenir d’une autre maniére comme

il suil. Posons, suivant que p est pair ou impair,

el faisons successivement

1 dp 1Ay

= ), = — ] 5
& dw’ b T v’ z do

n

Ceute loi de formation donne tres facilement le développement
frie de 3.-’,,, en partant du développement de 1‘, A savoir

1.2.3...2k +on--p

0

ce qui conduit & la relation

Yy, S o :
d’ou Lon tire, comme pour les quantités Ay, celle-ci :
P,

Pryi= (22 +p)P,— o
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a1®,

> série; fai-

Mais la dérivée est le ni®me terme de la (p—1

sant donc

nous aurons successivement

B+ =(2n+2)B,— Az,
Cpr = (20 +3)Cp— By,
D,y =(2n =+ 4)Dp— C, @,

Jai calculé par ces formules et celles ui concernent A, les valeurs
suivantes :

A, =sing — x cos,
A
Ay = (15 —6a?) sine — (152 — @°) cos @,
A, = (105 — f52* +

= (945 — Geo@*+ 102

= (3 —a?)sinz — 3z cosz,

zv)sin@g — (105x — 10x*) cosa,

)sina — (9452 — 10523+ &%) cos 2,

By =—cosz +1,

By =—zsinz —2cosz

By =— 5@ sine — (8 — @?) cos —+

B; = — (332 — 2?) sinw — (48 — 922%) cos@ +

B, =— (279@ — 142%) sine — (384 — 8722+ 2*) cosz + 38,

By = — (28952 — 185@3 - %) sin@ — (3840 — 975@2 + 20a*) cosa + 3840,
3 50 500/06600600.9060950 ach

Co=—sinz + a2,

Cy =—3sinw + x cosx + 2@,

Coy = — (15 — 22)sin® + 7@ coST + 8z,

Cy = — (105 — 1222) sin@ + (572 — 23) cosw + {38z,

Chp=— (945 — 141 2%+ 2*) sin@ + (5612 —1822) cosa + 38,

.......... 0666668606660000000000000059606660000003A000000GH
xt

Do=(COST — I —

D, = @ sin@ -+ fcos@ - &2 — 4,

D, = g sinz - (24 — 2?) cos - 4 @2 — 24,

D; = (872 — &%) sinz + (192 — (522) cos & + 2§a* — 192,

sun LexeressioN Usinz + V cosz -+ W. 141

(est maintenant, Monsieur, que se présente une question arith-
métique d’un grand intérét. Supposons # =, en faisanl pour
abréger

sin g —e! el

; o . @
= — = ———), W= cost = ———:

[7

la quantité
P,= Usinz -+ V cosa + W

prendra la forme suivante,

2050 (wh + ol = ),

ol « el ¢ sont toujours des nombres entiers, & pouvant étre frac-
lionnaire, mais devenant également entier quand 7 croit au dela

d’'une certaine limite. On a, en ellet,

1
S (P—=K)(p— ko) (p— Rt — ) 1)k
2.3 0k % |

.oy P — 2, 51 p est pair, el

k=1

“+on—)(—1) * g

W= ( \ﬂ(p—/;)(p~fl.’-4—‘A)AH(/;‘—/.'

- 3.

en faisant /=

3,9, ...y p—2, si p estimpair; or, dans les
deux cas, il est visible que le coefficient

(p=Kk)(p—Fk-+2)

oD

s (p—hk+aon—2)
T

finit par devenir entier. Cela posé, les divers systemes des nombres

T =i, y=09, z

donneront-ils des minima de la fonetion linéaire 2/ Gyl

Vous connaissez la découverte mémorable de Dirichlet sur les
minima des fonctions lindaires, & un nombre quelconque d'indé-
lerminées; en arithmétique elle me semble, si je puis dive, aussi
importante que la théorie des fonctions elliptiques pour I'Analys
Mais, tandis que les fractions continues sont d’un emploi usuel, les
applications numériques des théorémes de Divichlet restent comme
impossibles, et a cet égard je reconnais n’avoir encore gutre avancé
la_question, ‘en déduisant ces théorémes de la considération des
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formes quadratiques. Me placant toutefois en ce moment i mon ou bien

point de vue, j'envisage les minima de la forme

CGa=0, D,=o,

S=(2h+ yl -+

Dans le premier cas, par exemple, on trouve pour 2 — 1
valeurs : )

7= ol
—. Ces minima
ap

ol 2 et B sont posilils et dont I'invariant est D

i 202 — 4823
Sin@= 7200 — (8%

satisfont i la condition ‘/'(\".'m; or le produit (a4 y

0
Py

i

a pour maximum <i> , Aot cette relation indépendante de 2 et

SavoIr :

(- Wy —+ =)y < \/

cosT = 5 si
ST = 1o sing = &

En appliquant ce eritérium aux nombres donnés par les quan-
lités By, on reconnait immédiatement qu’ils ne peavent conyenir;

R, SetT é polynomes entiers dont les premiers ren-
R e ferment seulement des puissances paires et le troisieme des puis-
sances impaires de la vaviable. En déduisant d’abord des relations

proposées

(Cy=16h— 70

BRI

COST - sin@ = -

Dy=—gl+ 254" — 28 =

jobserve que, si on change # en — iz, on se trouve amené a une

xpression enlicrement réelle de I'exponentielle ¢, par une frac-

Dy = — 88+ 207/ — 216 =— :
3

tion dout le dénominateur ne contient que des puissances paires.

333 24l —200= —————— T
7.8.9.10.11

Sous ce point de vue plus simple, je remarque qu’en posant

P(z) = ay-+ a; 22+ R 2

@y

“Focon

3.5.7.8.9.10.1L. 12

| P | on peul, en géncéral, disposer des coefficients ay, e, . .. de maniére
que le produit e () ordonné suivant les puissances croissanles
de  manque des 7 termes en zitpti, grtpt 2P el 501t

de la forme

et vous voyez que la condition requise est complttement remplie,

le caleul par logarithmes donnant dans le dernier cas e*D(2) = 1l(z) + sa2np+1

23271 I Il vésulte quen faisant
Z.0.10.10.12. 13,14 P 5

() = [(— =)
Mais ie veviens a I'Algébre, pour considérer les expressions
3 a0 Y A ¢ : nous aurons, aux termes pres de Pordre 2n - p -+ 1
sationnelles approchées de sin@ et cosz données par deux ¢qua- ) 2=
()

(@)

L)
=)

tions telles que
D

B.=
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et il suffira de changer = en ¢z pour retrouver sous forme réclle
les expressions que jhai eues d’abord en vue

Or, ces polynomes ®(z) et N(z), dont la considération me
semble indispensable pour approfondir la question arithmétique
difficile que j’ai seulement touchée, s'obtiennent comme il suit.

Fapplique la formule

it

ou IF(¢) est une foncuon en

(V)e X dl=— e = £(),

re et ¥ la quantité

E(t)  F()
HOS === g

(!
4 la détermination de intégrale définie / 20— )P emtidl
<o

Pour cela je remarque que Ja relation

/"l F(£)e-tedl = £(0) — e~ £(1)

o

met en évidence deux termes, dont le premier se calcule au moyen

du déyeloppement
F(t)=tr(1— )0 =th— g BUI=0) ren (= 1P enstn
> [ 1.2
qui donue les valeurs des dérivées de F(¢) pour £= o5 ona done
immédiatement

5 TR0 L [P UaaDo0 SO P
£(0) = ==

peyEay i w3

1.2.3...0==2p  1.2.3...0 X
e R Tl L (),

cn ])()Sﬂl]l

O (2) = @20 i‘:(n = 1) (= 2) &2

! %(n‘:- 1)(r==2) (- 3)(r =+ 4)ar="—....
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Soit en second lieu 2=1+-/; les dérivées de F(¢) pour ¢ =1
slobtiendront en développant suivant les puissances de % la
uantité
F(1+h) = (—1)rke(t+ k)" (2= h)r.
Faisons
(t-=R)t(2+ R)P= A + Bh - Ch2-+... - fn+p,

et I'on en conclura semblablement

(=207 20800
FEETER]

£(1) = L 11 (a),
en éerivant pour abréger

li(2) = Azn+r—+ p Bentr=t 4 p(p 4+ 1) Can+r-2

. . - !
Ceci posé, et, en observant que l’mtégra]e f (1—e2)Plestx i
o
peutétre c\:ldcmmen\‘. développée sous la forme ¢ +¢, 2 4,22 +-...,
la relation & laquelle nous sommes amenés, & savoir

(= 0760800

n
¢ AR
H@)=c— AT

'pll(z‘)=t+e,z+€zz“+-..,
donne facilement

e“d(z) —(—1)r () = ¢'antiptly e gnripra

Les polynomes cherchés sont donc ainsi obtenus d’une maniére
générale, mais je n’en ai pas jusqu’ici fait I'étude approfondie. Jai

1
seulement remarqué que Pintégrale définie f m(r— ()P e dt,
o

el ces deux autres
-1 L]
/ e(1—2)re~t= dy, f (1 — e2)pe—tz gy,
Jo o

satisfont & I'équation linéaire du troisieme ordre

By - a4 d
rzﬁ"‘("‘*“ZP'-‘??)TJ,;—z‘d—iw-(nd‘-l)y:(x it
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-

. Je ne me hasarderai point a la recherche d’une démonsura-
tion de la transcendance du nombre =. Que d’autres tentent I'en-
treprise, nul ne sera plus heureux que moi de leur suceés, mais
Croyez-m'en, mon cher ami, il ne laissera pas que de leur en
cotiter quelques efforts. Tout ce que je puis, c'est de refaire ce
qu'a déja fait Lambert, seulement d’une autre maniére, au moyex

1
f (1—z%)" cos@a ds,

0

de cette égalité
P

n=Usinz + Vcosa = ————=
Do i 0 6

ot Ay, Uet V désignent les mémes quantités que dans ma letlre d
M. Gordan. Vous savez que U est un polynome entier et a coelli-

=l .
selon que 72 est pair ot
2

- o 5 , R
cients entiers en z2 du degré — ou
impair; il en résulte dans le premier cas, par exemple, que

] nz . o o
pour z = —» en supposant que 7- soit une [raction —, on aura
D 4 a

N

i
n

@

U=

)

BB e
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ou N est entier; et la relation proposée donne

2
o EIEr
_—ﬁ./o‘ ('_52)“005'

T :
ollooo

ou bien

?r, on met immédiatement une impossibilité en évidence, puisque
¢ second membre devient, sans pouvoir jamais s’annuler, plus petit

que toule quantité donnde quand n augmente, le premier étant
un nombre entier.

) \’ oici une aglre conséquence de l'expression de A, par une
intégrale définie; on en tire aisément, sous forme d’intégrales
doubles, les quantités i ‘

£ "
By = / A, dz, C,,:f B, dz, s
oy x

en employant les formules élémentaires
'(]T x i - oy Wi A, 3
fu f“ )t f (@ — i) = fa o=y
A x-l = P e—ip
L[ Lz[ tzfo F(z)dw */D' L2F fa)ds

23 !
;,—)./ (r— 292 fi(hz)dA,

et il vient ainsi

L2pL

4 1
”7"‘/’-'~P—|.z.4...zn,/0"/0‘('_)‘Z)"('*7\1)"‘1)\?””‘cos}\?\xxd?\d)\,.

Mais, sous 1

Mais, sous un point de v éné |

S 2, : ue plus général, supposons les ¢ poly-

e d (%), w(2)y -y @p(2) des degrés m, n, ..., r déter
nés de maniér g 1 X g

b anicre que le développement suivant les puissances

croissanles de la variable de la fonction -

S(@) = e by (x) + eBe Iy (). ..+ B, (z)
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commence au terme du degré le plus élevé possible en g4t #ri,
En multipliant par une nouvelle exponentielle, 2% et formant ls

suite des quantités

fraction continue ordinaire équivalente dans laquelle les numé-
rateurs des fractions intégrantes sont Punité? Javais présumé
quau moins de distance en distance, les quotients incomplets
iraient en grandissant, et ¢’est ce qui se trouve jusqu’a un certain
point confirmé, par le résultat suivant que je dois a I'obligeance
de M. Forestier. Soit z = 3, et faisons

f'(’”)=fa wef(ayde,  fu@)= [ filz)de, ..
o

Foma(z) = f‘f,‘.(z)dm,

B= 1

il est clair que la derniére sera de la forme suivan te, S L
S o
Sfer1(@) = e® @2 W, (2) 4 B\, (@) . . .+ e02 (@) + V(@) 00,
ot W, (@), W, (@), ..., Wi(z) seront des polynomes enticrs des la suite des nombres entiers g, ¢/, 4", ... est
degrés m, n, ..., s, et que son développement commencera par un
terme de degré m -1 ...+ s -+ . On en conclut aisément que

si 'on pose

I b T G 235 Ty by 23 b 25 YUy 93 1 90 ST Ty 63 A T G L L 5, 8 Y0

Malheureusement les calculs sont si longs et si pénibles qu'on
ne peut espérer trouver quelque loi par la voie de 'induction (*).
B Naneedy Ne) =11 — Ay )1 — Ag)l. (1 — )\i)’)x',")\‘:" L B Ve

= (% = B)Mdee o Ao (B — )Rk i (7 — BYhade. . it sl

(') Le calcul, apres deux vérifications, a donné & M. Bourget la suite différente
; delcellehdultexte N R o Ui Do Rz or SO a2 2 s 8T 13 8 6. 1) 1y G e
on aura la relation Ty Ty T B 0 2 1 1 oo g D

ff[e()

€320, (2) + eBv 0, (x) +...+ e220,(2) + 0(2)
= Py 2

Dedzdhy dhy. . dhi

ot 0,.(z), Ou(z), .- 0¢(z) sont des polynomes entiers des
degrés m, n, ..., §; c’est donc au moyen d’une intégrale multiple
la définition du systéme des polynomes entiers de degrés donnds;
qui donnent la plus grande approximation de la fonction linéaire
composée avec les exponentielles e, efi®, ..., ¢®.

Dans le courant de ces recherches, voici une question arithmé-
tique qui m’a beaucoup préoccupé. En considérant pour une
valeur enti¢re de z la fraction continue

er—1 x
PEE ?
2+ =
CEE

ne doit-il pas exister quelque caractere spéeial, 4 légard de li
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