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or, l'intégrale
fc‘“""”“’ i(cm;, 2a> § (col zy zb) dz,

ou encore celle-ci, qui s’y ram¢ne

fe’a*-”’r F(cotz, a)F(cotw, b)dw,

s’ expriment toujours sous forme finie explicite.

+w
De Vintégrale f Slsinz, cosz), fi(z)de.

I. Je supposerai que f(sin, cosz) soit une fonction rationnelle
de sing et cosz, et fi(x) une fonction rationnelle de x, sans par-
tie enliére; faisant ensuite, pour abréger,

o(z) = f(sina, cosz) fi(z),
nous éviterons la considération delinfini a priord, comme il s’oflre
dans I’expression proposée

f_Mu:(r)zfx,

en la remplacant par celle-ci

+1
f o (@) dz,

en cherchant sa limite lorsqu’on fait croitre indéfiniment ¢ et7.
En adoptant en oulre pour ces quantités ces formes particulieres

2 I, n=o(n+ 10w

ott m et n sont des nombres entiers, je me fonderai sur une trans-
formation remarquable etimportante quia étédonnée par Legendre
dans les Bzercices de Calcul intégral, et par Poisson dans son
Mémoire sur les intégrales définies (Journal de U Ecole Poly-
technigue, XVII¢ Cahier, p. 630). Elle consiste a décomposer
Iintégrale en une somme d’autres de méme forme dont les limiles
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soient des multiples consécutifs de 27, en écrivant

/‘q‘um?(ﬂdr: f_W'Hm‘?(m)zlz

S —amm

—2m—m
+f o(@)de +...

—2m—1)T

—0—1[0 o(z)dr + [2ﬁg(z)dr
2 Jo

27

) A

g 2(n==1)T
+f o(@)dr +...+ o (z) dz,
e 2nT

ou bien, pour abréger,

k=+n

+2(n+1) T 2k +1)T
f g(z)do= 3 f_ () da.

—omm
k=--m

Cela étant, nous ferons dans le second membre z = z 4 2 k=
i ‘ = 2 ke,
ce qui donnera

2 (k+1)7
,[,,, o(z)dr f 9(z+2kw)ds,

et, par conséquent,

/-+2ln-nn k=+n -
o(2)de = s £l G
amm ) kZ f“ 9(s + 2km)ds,
=—m
ou encore
+2(n+17 S
f Glenes =f @ (2) dr,
—amm A
en posant
k=+n
2(a)= ¥ p(@+2kn).
h=—m

Nous r insi 1 1
h 1-5 rencontrons ainsi l'expression analytique d’une fonction
périodique qui a été indiquée dans I'lntroduction, et sous la
dition qu’en fai itre indéfini : e
q aisant croitre indéfiniment m et 1, la série

Q(z) =0(#)+9(z+2m)+...+¢(z+2n )
+o(r—om)+...+o(z—amm)
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s0it convergente, nous aurons

O (z+ 2m) = P(@).

Or, cette transformation donne la valeur de Pintégrale définie
proposée; je dis, en effet, que @ () s’exprime par une fonction
rationnelle de sinz et cosz, lorsqu’on suppose, comme nous
Pavons admis,

o (@) = f(sinz, cosz) fi(2)-

II. Je me servirai pour le faire voir de la formule suivante, qui
sera démontrée dans le Cours de seconde année, savoir :

oit les termes non écrits contiennent en dénominateur le carré et
Elle fait voir que la série du

les puissances plus élevées de met n.
s suiles semi-convergentes,

premier membre appartienta I'espece de

s : 1 Do
de sorte qu’elle ne représentera 7 col — quen supposant le rapport
f;l—] égal & I'unité pour m el n infinis. Mais, en général, soit Ala

. . n . e - i .
Jimite de la constante — log = lorsqu’on fait croitre indéfiniment

m et n, ce qui donnera

k=tn
D
Z+ 2k%
8

e celte quantité disparait dans Dexpression

@
cot= =+ X;
3 B

nous remarquerons qu
des dérivées successives du premier membre, qui sont ainsi des
dont la formule nous donne les

séries absolument convergentes,
valeurs, a savoir :

k=-+n an
d(z+2km) _ T ®
da o T
k=—m
@
‘7:\'",:17(.1:-0- 2km)st T dﬂcot;
2‘ da? =5 &

—m

103

INTEGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES.

Cela étan, il suffit d’observer qu’ayant, parla décomposition en
fractions simples,

= T A Au
fl(T)—Zx_a + (1_‘,)z'+"'+ (ziﬂ)m,

ou plutot
fila) =N Ale—a)1+ ¥ A Ho—OF o T EE =,

on en conclut sur-le-champ

Z'\ -+ ;2 Acol%(z —a)

dcoll(.r——a)
o 1 2
SR

1
@k cot= (& —a)

1 2
el E A,.T.

Nous obtenons ainsi une fonction rationnelle de sinz et cosa;
2

k=+n

2 Sile+2kn) =

=—m

>

or, ayant
¢(#) = f(sinz. cosz) fi(x),
ol
k=-+n
®(x) = f(sinz, cosz) Z Ji(@ + 2kz),
k=—m

on voit que ® (&) est aussi une ¢xpression de méme nature. Ajou-

2w
tons que, dans Pintégrale f ®(z)de, a laquelle se trouve
o

r?mcnéc la proposée, la quantité indéterminée % a pour coeffi-
clent

E:\\/‘:- (fsina, cosz) da;

e\llc aura donc¢ une valeur entiérement déterminée sous I'une ou
Pautre de ces deux conditions

2m

ou f Sf(sina, cos@) de = o.
o
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1l ne sera pas inutile, avant de faire des applications de ce résul-

tat, de présenter sur Uintégrale indéfinie
ff(sinx, cosa) fi(x@)dz

quelques remarques qui montreront comment elle différe de celles
que nous avons précédemment considérées.

11I. Soit,en partant de la formule de décomposition en éléments
simples,

f(sinz, cosz) =1I(z)~+ ®(x),

nous en conclurons

ff(sin:r, cosz) fi(x) dw fll(z)fl(r)dw *fflv(:v)f,(z)dr;

or, la premitre pactie

[ll(m)ﬁ(r)dz-

o

nous est déja connue, et il a été établi (p. 02) qu’elle s’exprime
au moyen de fonctions explicites et des transcendantes

i 7

1 étant un nombre entier, et les quantités o désignant les racines
du dénominateur de fi (z) égalé i zéro. A I'égard de la seconde

mlegrule

cosma da sinma dr
COS M ey

@h == x—u

[t fiiw)de,

nous ferons, en admettant pour plus de généralité une partie

enticre,
Sila) = F(a) +Z Az —a)-!
I YW= R

el elle se trouvera décomposée en termes de ces deux formes,

dr(x —a)~!
dzr

)
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)

Ces deux lermes se décomposeront eux-mémes si I'on emploie

savoir :
dm(z — o)1

e P (z)da,

/1’(1) @ (z) de

la formule
1
dcot=(z —
= (z— a)

dr

a(x

2 A col&(z—a)a—z‘ Moy

2 ot (@ —
dcolz(z a)

=Fo 00y
dz?

dans les suivants

e J

On tire enfin de U'intégration par parties, c’est-d-dire de la rela-

i I
drcot— (2 —a . dn cot - (o —
-).( ) APz =) Nz(x 2)

A

da.

dxr,

@k dzr

tion
drV n U
dr =6+ (—1)" f\'%c{r

da

une derniére résolution donnant, d’une part, des fonctions expli-
cites de la variable, et de 'autre les intégrales

.[cot%(r—a) ‘[(:oll(z'-a)

Les éléments simples auxquels nous sommes amenés, si 'on
A E((a)
étre quelconque, sont donc les divers termes de ces deux séries

1
fral;(m—a)rrd.r, ‘/‘ché(m—a)zﬁ da, fcot&(x—a)xhlx, S

[. col_i(:v—a)d:r cot.;(:c;a)tlx
. e e

dont les uns rappellent la forme analytique des intégrales ellip-
liques et abéliennes de premiére et de seconde espece, les autres
celle des fonctions de troisieme espéce. Mais on ne connait entre

41 F ()
s

dm+n (g —a)~1

dl-m +rL de.

daz,

observe que est un polynome entier dont le degré peut

col%(.r-—n)dx

x—a

eux aucune relation qui permette de les ramener les uns aux
aulres, et ils constituent sans doute des transcendantes distinctes.
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Nous voyons par la combien I'intégrale

ff(sin.z', cos@) fi(x) dz

est ’une nature analylique plus complexe que toutes celles dont
nous nous sommes déja occupés ; toutefois, les calculs par lesquels

nous la réduisons généralement aux éléments simples définis pr
cédemment en donneront la valeur sous forme finie explicite lors-
qu’ils disparaitront du résultat. On en tire aussi cette conclusion
que I'intégrale définie prise entre limites — oo et —+ oo dépend uni-
quement des quantités

T cosma da T sinma de
s 5
L., =0 J. z—=n

+w (RN
f .;ml(_z_a)udx,
e 2 dz

e
4 . 1 o .
en excluant l'intégrale f cul;(x—a.)z" dx, qui est amence

par la partic entiére F(2) de la fonction fi(z), et dont la valeur
serail infinic ou indéterminée. Or on peut leur substituer, comme

nous avons vu, celles-ci :

27
1
f cos ma cot;(x- — a) dz,
b 3

]/l
Doy

dont voici la détermination.

27
i 1
f sinma cot - (z — a) da,
s 2

dn cm-'(a: —a)
?
dx,

1
cot =(r—a
-z( ) dzn

IV. Nous considérerons en méme temps les deux premiéres, et
jlappliquerai, comme s'il s'agissait d’obtenir les intégrales indé¢fi-
nies, la méthode générale exigeant qu'on mette sous la forme
11(z) 4 ®(x) les fonctions

1 3 1
cosmae cot;(z‘—a), smmxcot;(.z‘— a),

afin de donner un dernier exemple de ces transformations. For-
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mant pour cela la combinaison
1 — . 1
cosma col= (& — a) +y/—1 sinmz cor.; (z—a),
2

V=1

dont la transformée en z = e*™~" sera

s+a; j—
2 A
o ‘/ '
silon fait @, = €Y=, nous n’aurons qu’a extraire la partie entiere
de la fraction en écrivant

M
2af

= ZM gy ZM— 4 24} ZN2 . 2all 5

i—a,

Qu’on remplace maintenant 5 et @, par leurs valeurs, la quantité
2a/Ft!

z—a

1
——(l',"[l—'r-\/—l coL;(z—«u)],

en égalant les parties réelles et les parties imaginaires, il viendra
alsément

1 3 4
cosmxcot;(:r—a):—e—smmx—‘.—:sm[(m—l)m—!—a]
—+2sin[(m —2)@ + 2a) + ...+ 2sin[z + (m—1)4]
. 1
- sinmea — cosma cot;(z- a),
A 1
sin mxcot;(x— @) =—cosma — 2 cos[(m—1)x + a]
—a2cos[(m—2)z+2a] —...— 2 cos[z + (m —1)a]

5 1
— cosma — sinma col - (z — a).
2

Nous tirons de ces égalilés

f cos mz col
o N 2

3 1 .
f sin mz‘cot;(z—a)(]x: — 2 TCOSM@ — Sin muf
0
0

. L

2 — a)dx =+ 2msinma — cosma [ cot- (2 —a)dz,
3
Jo 2

5 1
cot;(z—a){lz.

Or ona établi (p.. 79) qu’en supposant
a=a+By—r,
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27 1 b
f cot— (2 —a)dx
0} 2

Pintégrale

a pour valeur + 27y —10u —om
ou négatif; dans le premier cas nous aurons donc

27
1
[ cosma cot - (x — a) dz
Jy 2
= o (+sinma — v/ —1 cosma) = — 2w y/—1 emav=i,

oz
s 1

/ sinma cot = (z —a) dz

oy >

cosma - /—1 sinma) = — amemeV=i,

=—1T
et dans le second
2 1
/ c<usnzxco£a(z~a) dz
/0 e
— an(4 sinma -+ /=1 cosma) = +ax y/—1e-maV=i,
27 1
f sinma col;(.’v—a)d.z'
0

— _ >x(cosma—y/—1sinma) = —2me=maV=1,

Considérant ensuite I'intégrale
dn cov (z—a)

L8
e—)——————dz,
./,; tdy G dz” =

nous partirons, en supposant d’abord n = o, de la formule

1 I
(@ —a)cot-(2—a
(:OL‘)‘(‘T @) 2( )

=——-l+coli—(’l-—-a)[€0l%(r—1)—CGE'—;(.T—-LL)];

dans a et o,
27 f 1
f coL;(z—n)col&(_z—a-)tf.r
Iy 2

=—211—+—'2'7r('.0l,-:;(u—tt)[(:x)—(a)] V—r.

1, suivant que {5 est positif

on en tirera, en désignant par (a) et (=) des quantités égalf_il
Punité en valeur absolue, et du signe des coefficients de V=1t
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Supposant ensuite 2 > o, la partie entiére quiétait tout a I'heure
une constante n'existe plus, et la décomposition en éléments
simples donne I'égalité

)
d'cnl;(zfa)

I
not;(z—z) R

=.&ncoté(z— 1)+AcoL‘;(x-— a)

1
dn ool ~(z —a)

Az 2

dcoté(z—a)

=Ry 5E

+..+ Ay

d’ou

1
s dn col;(r—a)

= L
.,( col‘).(.z' )

do = 2w[ (@) + A(a))y/—1.

dzl

Or, la relation générale établie page 63,

Jla+’1|!;+.“+(:——Gi—:” =

conduit, dans le cas actuel, & la condition & + A = o, les quan-
tités G et H étant nulles quand 7 est égal ou supérieur a 'unité.
Ayant donc immédiatement

dr coL%(a —a)

S SRR

on en conclut la valeur suivante :

27 dn coL-‘-(z—zz)
coll(z—cx)——li“—-f dz
0 B dzt ¢

1
dn col;(a—a}

=or—— = [(a)—(a)]y/=1.

Mais le cas particulier de @ = o fait exception, car alors on doit
poser

'
dn cot = (@ — @)

rnl—l-(:c o
2 ) da

dcuL&(a"—a) (l""“cotl(z—u)

oot oy

1
—n,\;COL;(IL'——n)—#—uLl dzn+1

dz
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or, un calcul tres facile donne & = o, l'intégrale, dans ce cas, est

5 3 3 Relativement  la troisi¢éme intégrale, la quantité
donc toujours nulle, sauf le cas unique de n = o, ol larelation

T 1
‘[ col;(r-—a)d:r

est toujours différente de zéro; mais l'autre facteur, qui est
di(z
dan

1
dcol;(x—a)

1
2 —a)=—1—2—————
cot 2(1‘ @) 1—2 il

a)—

Crsu ] - P f
conduit a la valeur I'unique résidu de est nul pour toute valeur de , sauf

i 5 PR ot 0
f cot? L (2 —a) dor =— 2. dans le cas de 2 =o; I'intégrale
2

o
1
w 00U (2 —2) do

.[,Ta—

est donc seule indéterminée, etl'on a généralement

V. Pour passer des résultats que nous venons d’obteniv aux

valeurs des intégrales

f*" cosmz dw f"’ sinma dx
— —_—
. x—a Lo &=C
1
e dn cot—(2 —a)
- —
. co!z(z'—a) T S

3 considérer le coefficient de I'indéter-
tid-

dr Cl)l::-‘(iv-—a)

i dn(e — a)=!
f o e (=) —(@)]y=T.

Observons enfin que les constantes @ et 2 doivent étre imagi-
il ne nous reste plus qu’ naires pour que les quantités :
minée ), afin de reconnaitre si elles ont, en effet, une valeur en!

rement déterminée. Or, a égard des deux premiéres, les facteurs

2T W
f cosma dz, f sinma dr
()

0

1 1
———cot— (2 —a
z— @ -;,( )

ne deviennent pointinfinies entre les limites des intégrations. Une
exception importante est toutefois & remarquer; elle concerne

Iintégrale
e
sinmx
f — du,
- z

restant finie pour 2 = 0. La valeur qu’on obtient

étant nuls, ce coefficient s'évanouit, el nous avons par conséquent

= AT

+ a0 2T
I 1
f M—df e f €os ma:cot;(z—u) de=—m

»

sinm

la fonetion
@

270
o 1 =
f sin mw col= (2 — @) dz =— wemaV=1,
2
0

I
2

alors, savoir i

T sinma
i =i
=

j‘*"cosmxdx e =T,
— v : : s 5 :
a5 offre cette circonstance, qu'il est aisé d’expliquer, d’éwe indépen-

dante de m. Effectivement, si l'on fait mz = z, m disparait et I'on

z—a trouve
*=sinma + sing
——d» D s,
z z
— e

e
f sinmz da =i

suivant que le coefficient de \/— 1 dans a est positif ou négatif.
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La méme substitution permet semblablement de ramener les Jaurai d’abord

* % cosma dz T2 sinma dr
=, =,
& —a r—a
s =

oil 7 est non seulement un nombre entier, mais une quantité
réelle quelconque, au seul cas de m =1, car on en déduit

+* cosmz dr *® cosads
z—a
5 —w
T sinme do £ =isinz ds
H=a z—ma
B —n

Mais, en donnant, comme nous I'avons fait, a la transformée en

2 les limites — o et oo, nous avons supposé implicitement m
positif, et dans ’hypothese contraire les limites doivent &tre inter-
verties, de sorte qu'on aura alors

** sinma de OGNy
@ T et e

—

intégrales

Ve d(z=") 1 [lgdamt) &
N =
./ e / Tzt s ).[ dz az .J

et les identités

2U = cos(a - b)a — cos(a+ b)z,

4V = sin(a+b —c)x+sin(b+c—a)x

o “=sin(ec +~a—b)z —sin(a+b+c)x

donneront immédiatement

T = (@=0b)sin(a—b)z + (a+b)sin(a+b)w,

—(a-=b =c)sin(a+b—c)x—(b +c — a)sin(b +c —a)r
— (¢ -+ a@—b)sin(c + a—b)w-+(a+ b= c)sin(a-+b-+c)e.
Nl e p O e
: Nous Iulmom de la, en observant que les quantités en dehors
des intégrales s’évan aux limites & = ;
s s’évanouissent aux limites 2 = — o, z = - o,

De la ce fait remarquable et important en Analyse, que intégrale

T sinmadr - A .
SINMRZEE | envisagée comme fonction de m, est constante et

-
égale & = ou A — =, suivant que la variable est positive ou néga-
tive. Mais voici d’autres exemples de fonctions discontinues obte-
nues sous forme d’intégrales définies. Considérons les expressions

sina@ sin b sina@ sin b sincw
—— ——d=, —_— dw,
Z* T
is

que je vais dQ’abord réduire par la méthode générale a des quantité

f"” sin(a — b))z
— -

or, @ et b étant positifs, on en conclura, pour @ — b > o,

o :
sinawz sinba
—_—dr=—

o £

et, pour @ — b < o,

explicites et transcendantes

cosmax dx sinma da:
_ —
& x

Faisant, a cet effet, pour un instant

0 ;
sinax sinbz a—0b a ==
f AT = 2 dsell)

z By 5

de sorte que Pintégrale a pour valeur le produit pav=du plus petit
des nombres @ el &.

U = sinax sin bz, V = sinaw sinbzsinca,
£ . — IIL 3
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Maintenant, la relation

]

¥ 1 st T <illrl.’l;
e siode dnes
@

*sin(a -+

* sini( —b)w
sin(eca—bla
=
> sil + b+ )@
M@= OO 4y

¢ ‘intégrale remier
aura semblablement pour conséquence que intd grale du |
membre, sous les conditions
b+c—a>o0, c+a—b>0,

a-b—c>o,

sera la quantité

(2ab + 2be +2ca — a>— 75')7:

i > Lroisiéme signe
tandis qu’en renversantle premier, le second ou le llomlunclsk
‘ r abw, bew =. Les hypo-
Qinégalité, elle aura pour valeur ab=, _b,,., ou ca S lc'-[m
théses faites sontd’ailleurs, comme on sait, les seules possibles,
@ s

admettant que les constantes ¢, b, ¢ soient posiuives.

———

SUR ’EQUATION X e g

Nouvelles Annales de Mathématiques, »° série, t. XI, 1872, s 9,

On doit a Euler les formules suivantes, qui vé

rifient identique-
ment celle ('-,quulir)n g

Z=F(f2 £ 8 2 — (ff+ 8’3 fe'— 3f ) [

35°%),
V== 8 2 (ff B — St o) (3 ),
2 = (PR SR (o 856! — 8k S £ g ) (2 3 %),
U=t (R0 SRR (ff + Sgsl = 3 /e — 3 e (f2 4 3g2),

¢t M. Binet, dans une Note sur une question relative i la théorie
des nombres (Comptes rendus, 1. XII, p. 248)
pouvait, sans diminuer leur généralité, les ré
plus simples :

» @ observé quion

uire aux cmlu‘(:s.\i()us

T = (2 +302)2— g 3),
Y=l =35

+ (@

2+ -3,

382) (a+3b)—1,
U=—(a?+382)(@—3b)+1,
ot n’entrent que deus indétermindes e eLb. Je

ces résultats comme une conséquence de la pr.
surfaces du troisieme ordre,

me propose de tiver
opriété générale des
consislant en ce que leurs poinl\-
peuvent se déterminer individuellement. Soit donc w=1;
serve quen désignant par z une r:
Punité, les droites

Jjob-
acine cubique imaginaire de

a»

J7

= @R =G

sont enticrement situées sur la surface

&P y8=
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Cela posé, une autve droite, représentée par les équations S .
el de la résultent, pour 2 et y, les expressions

2=as+0b,
S 2

) = at— b

@

yi=IpsEEs
ad(1+ 2b)
03— b3) i

rencontrera chacune de ces g atrices, si lon a les conditions

4—0b

Elles se simplifient, si Pon écrit, au lieu de «, Zv etau lieu de 0,
P

@

b
Z» en prenant ces nouvelles formes, savoir :

d’ou I'on tire
s (@+ ab+ b)) (a+2b)—1
5

ad— b¥—1

D=0 51

a

p=0b, q=

et les coordonnées 3, s des points de rencontre seront respecli-

vement les quantités . _(@+abrb—a+b

=T =

. a=0
5 = =
« sl el, en revenant a i'éqlleon homogéne
S 2
23 yd = 3V == 1B,

Or I'équation
(az+ b= (ps—+q)=3+1 nous obtenons ainsi pour solution :
devra admellre pour solutions & = (a4 ab—+b2)(a+2b)—1,
y=(a+ab+ 02— a—20,

i =(at+ab -+ b2 —a-+ b,
la troisicme racine sera donc une fonction rationnelle des coeffi- U=a— b —1 = (@ +ab+br)(a—b)—1.
cients, qui s'obtient aisément comme il suit.
Développons Iéquation en nous bornant aux termes en
, pour la somme des racines, Pexpression

Or il suffi o 3 &
L il suffit mamlendn.t de changer & en 20 et @ en @ — b pour
que ces formules deviennent
nous en conclurons
z = (a2+302)(a-+3b)—1,
¥y =(a*+30)—a—30,
5 =(a?+ 30— a—+ 30,

w=(a2+3b%)(a—3b)—1.

L arb+piq
3 2 .
11— a—p?

Mais on a

—2b

Ce sont précisément celles d’Euler, sauf que z, y, 5, « sont

done
remplacés par z, —y, 2, et —u.

11 vient ensuite, si on remplace p et ¢ par leurs valeurs en @ etl;

(14 b+ b)) — a1 — b)
a(l—at—b%) %




