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résullat qui se rapporte & la théorie de Iinterpolation comme don-
nant I'expression de la fonction F(sinz, cosz), ot entrent 2 coef-
ficients arbitraires, au moyen de » valeurs qu’elle prend pour

Nous aurons, en conséquence,

@(z) = G- b cot(@ — a) -+ W cot(x — 8) 4.+ L cot(@— My

SRR ESE e

el
L é résidus T N — Dy e = D
2, U ...,J\clamlesxe;uhbdc(b(x)poul.1 6 =8 ooy o T
clest-a-dire "
& = cot(z — B) cot(x — t)...cot(x— L),

L V. Glest pour obtenir Pintégrale de la fonction transcendante
5
Wb = cot (B — a) eot(B— ). ..cot(B—h),

J(sinz, cosz) qula éié établie la formule de décomposition en
¢léments simples, dont je ne multiplierai pas davantage les appli-
cations; sous ce point de vue, voici maintenant les conséquences
a tirer de la formule générale

£ = cat(A —a)cot(A—f).. .cot(h —=).

Infin la constante C s'obtient par I'équation ¢élablie page 63,

(G + H), au moyen des valeurs A, GoRm) = () 2 ().

C=(=0 ==,

En premier lieu, et a ’égard de

it : e g =
que prend la transformée en z, pour = nul et infini, ce qui donne H(z) = Sa(coska + /=1 sinkz),

nw

: < us obsery u’on
51111[)1c1||0I\LC:COsT- nous observons qu-on a

. o aniere Iexpressi s générale dsinfca d cosk .
On traitera de la méme maniere I'expression plus générale _—de = k coska, — £ e,

E(sin@, cosz) |
sin(@ — aysin(@ — §)...sin(z — )

d’ou, par conséquent,

fcosk:r(lr:%; fsill/;xd,zv:f

Ainsi I'intégration reproduit une expression de méme forme que

ateur est un polynome enlier en sinz el cosx, ely s

ou le nun : s
nous supposons qu'il soit homogéne et de degré n— 1, on sera

amené i la relation suivante :

la fonetion proposée, sauf un terme proportionnel 4 la variable pro

F(sinz, cosz) 5 A :
venant de la partie constante qu’elle peut contenir.

sin(r~z)sin(:v—{i,_“sin(a‘—).)
F(sina, cosa) i
sin(a— @) sin(&—)...sin(« ) sin(z—a)
F(sin(3, cosf)
i sin(P — «)sin(B—7)-..si0(p—H) sin(z — 8)

2

Soit, par exemple, [I(z)= cos’z; Pégalité 2cosa = =

donnera, en Iélevant 4 la puissance 7, et rapprochant les termes
équidistants des extrémes,

sind. cosh) 1 o cosNy =

i sin(k — ) sin(h — B)-..sin(k — #) sin(w — )

nin—
) SR (,,,_v._k

Nous en déduirons, en chassant le dénominateur, Distinguons maintenant les deux cas de n pair et impair
£ ) :
aurons, dans le premier, avec le terme constant,

s . sin(a'—{i)sin(rwﬂ,..s.in(r—-‘).)l:(si“a’ )
JE({cline, Con) = sin(z — () sin(x —17)- sin(az— )
siu(z-—a)sin(a;—*()...sin(.z'—)»)Il,(singy Gl

cos(n—4)z +...

n n(n—u
21 eosta = cosna + l—cos(n—z)z+_( < )
1.2

T Sin(B—a)sin(B—7)...sin(B— 1)

o Il(n—l)...(;—L+')

1
> ’

n
120, .=
2

e
- [ (sin )k, cosh),
TSk —a)sin(k — B)...sin(h—%) e
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el, par conséquent,

. sinnz n sin(n—o.).r+ n(n—1u)sin(n— i)z
—1 n A ey Al
25 fcos Zhe T n—2 1. n—4§

dans le second, il viendra

n(n—1 2 2
—( = )cos(n—— A)2 ...

n %
sn=1008n 2 = COSNE + — COS (1 — 2) & + —
1

d’ot cette formule ot la variable ne sort plus du signe sinus

i e sinpx  n sin(n
n— A= —— =
> 0 n 1 n

n(n—1)... ('L-—:—lfl>

+ sin@.

On traitera de méme I’expression plus générale

: a2—1 \& (2216
SR et = (| ———s 3

\25 y—1 25

mais l'intégrale fsin“cosbxdw s'obtient encore par un autre pro-
cédé fondé sur I'identité suivanle :

dsina—1z cosb+1z

= :(a—l)sin"-'-'xcos/'+lz'—(b+l)sin“zjcos"fx
7

— (a —1)sine2z cosbz (1 —sin?z)— (b -+1) sin?z cos’
= (a —1)siné—2z cosbw — (a~+ b)sin¢z cosba.

Nous Lirons en effet

(a+0b) [sinta costw dw = (a—1) [ sina—2z costadr — sin¢—! z cosb+1a,
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ce qui permettra de ramener, de proche en proche, la quantité

/ sin®@ costw do
a celle-ci .
fsina—m costx dw,

ol 7 est un entier quelconque. Si Pon suppose @ impair, le calcul
est lerminé, car, en faisant @ =27 -1, on obtient immédiate-

o costHa
sing cosbw do = — ————-
b+1

ment

Dans le cas de « pair, nous prendrons 22 = a, et I'on opérera

ensuite sur I'intégrale /cos°$ dx, an moyen de la relation
b /cos”x dz = (b — 1)fcosfi—2:v dz + sinz cost—1z,

ul raméne, soit & [ cosz de = sinz, soit & [ do = z.
5 )

En considérant en second lieu I'expression f‘l’(z)dr, j’écrirai

pour abréger, comme a propos des fonctions rationnelles, p. 36,

4 dcolé(z‘—a()
'1’(2')=C+2»Lcot;(z—z)+zclq[74[ G

1
drcot— (2 — o)
Fop ————;
+2 2 dawn Z
maintenant on voit comment la composition de cette formule con-
duit immédiatement au résultat. Nous n'avons, en effe, qu’a

B . . 0 1
déterminer la seule intégrale fcot; (z —a)dz; or, on a
1 Somell
cos;(x—u) dlngsm;(¢~:)

xr—a
cot

= =2
cal dx ’
sm;(z—cz)

eL, par conséquent,

x
fcot

ropiail]
log sm;(wfzz),
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de sorte que

b 3 1
f(l!(r) de=Cz + zz M log sm;(w-a) +2 Joy cot=

1
dr—1 cot ‘)(.1: —a)

141)—»—...

£ den dzn—? -

Les relations

dcot(w — «)
() :2 Q,Lcm(x——a)—s—Edn&——z— LA

dx

O dr cot( @ — o)
‘}‘ch'm (’—_dxu 2

dx

dn cosée(x —a)
Dl

d cosée(w — o
H(z) = Y, 2 coséc(z — =) 3 poyicoselae) gl

donneront pareillement

f(—) (w)dz Emmu;; sin(a:—¢)+2 Do GO = ) e 0
: Y Gk )]

Azt

2

fll(z)rl:n :Z d.,logmng_] (@ — @) —7—2 Joy cosée (@ —a) 4. ..

dn—1 cosée(@ —a)
"‘2 coséc( 3

dan=1

in effet, nous avons déja
fcuL(x — o) do = log sin(z — @),
et, quant i Pintégrale

; BoyRR el
fcosec(r—u)d.l. ,[sin(z

elle s'obtient, soit par I'équation

1 1 I
—_— 7[lung—(x—1)+cot‘—(z—7.
sin(z —a) 28] 2 2

soit en posant

1
Lﬂng;
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car il vient ainsi

sin(z
d’ott
dz At 1
To=a _f—[- =logt¢ = log lang;(r— %),

Voici quelques remarques sur ces résultats.

VI. Les expressions qui, en dehors des termes logarithmiques,
A savoir

. dcol(x—a) dn=1 col(z — &)
e,\a,col(.v—zj—-dag-T Sl e
et
1 5 — dr—1 cosée(z —
cblcr)séu(z—1)+>\al%—)-é—...-v-a n <l ’)»

dz dza=t

composent, avec diverses valeurs des constantes A et , les inté-
grales [(—)(z) dx, [I’I(r)//z‘, ontrespectivement la méme pério-
dicité que ©(z) et H(z). La premiére, comme on I'a vu au para-
graphe I, équivaut 4 un polynome entier du degré n en cot(z—a),
la seconde donne lieu a la transformation suivante. Soit, pour un
moment,

coséc(z —a) =u et cot(z—a)=t;
nous remarquerons qu’on peut écrire

o di
zzz—sm(x—a)(—éy

de sorte qu’il vient successivement

du % dxe dt
ﬂ=—sm(zfz)u,?—cos(‘r—a)£,

d*u . st dt

e :—Sl“(l‘*x)(dfqra 4@)-2005(1 a) s

et, en général,

L
dk

dkr1y
il

B e

ez

—sin(zfz)[
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1l en résulte qu’on peut donner i I'expression

du ditu
Loy 2z + oy s o g Mo Tt

d’abord la forme

sin(z — a) (G

dnt dn—1u & )

G
a ' dzt

dr=1¢ oSl
6[:(_'_’—‘_l—rll. 7 BT

=2

+cos(@z—a) ([l

Jes coefficients G et H étant constants; ensuite celle-ci

sin (@ —a) F(¢) <+ cos(w — 2) Iy (7)),
en désignant par F(¢) et F,(¢) des polynomes en ¢ des degrés
n 1 et n; enfin au moyen des valeurs

i
! cos(x—a) = ——»
A Vi+ e

dn=y F(e)
=,
ISl

sin(z —a) =

on écrira

.ot don

ce nouveau polynome f(t) étant du degré n 1. Sous ces formes
nouvelles, les quantités qui entrent dans les deux intégrales sont
parfois d’une détermination plus facile, et jen donnerai quelques
exemples.

Soit d’abord P’intégrale

fcol"'*' x dz,

I'exposant n étant entier et positif; d'aprés la méthode générale,

on posera

deolz - : drcolw
dx B A

cotttiy — G~ Al cotw —+ ooy 2

et les coefficients s’obtiendront, soit au moyen des relations

@ d cota
EEEI= = = ——r
dz
o ] dreotn
cody=— -+ = —
5 dwr

s I+/|(lcolz 1 dicola
S s e e

)
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soit en formant la puissance 7 41 ainsi que les dérivées de la
série

et substituant dans I'équation pour identifier.
Or, la variable cotz = ¢, qui est indiquée par la forme connue
d’avance de I'intégrale, en donne facilement la valeur, car ayant

n+1 g
fcut”*‘.@ ey Pl t,
e

il suffira d’extraire la partie entiére de la fraction ; sin est

it
T+ 2’

impair, on formera ainsi I'égalité

Ll

e il =3 gn=s—,, 4 (—1) 2

d’ott

;e g
f [ 7=

el, par conséquent,

cotiw oty Rty
covtHipdy =— —+_.__°°l Y
n—{

—(—1) % cotx—(—1) ? @.

Dans le cas de n pair, il viendra semblablement

n

(et &
e e e (B

e

on en conclura alors |

. coL” covr=2z
cotr iy do — — 4 ——— —
B n n—2

-+ ~+ (—1)? log sina.

— 1)

o2
B

Rapprochant ces résultats de Pexpression donnée par la méthode
générale, & savoir :

di=tcotzs

fc()l"*"z' dz = G + do log sin g +. . .+ Jog COLD 4. . .+ dopy ———
CEEEY

>

nous en lirons celte conséquence qu’on a ol
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suivant que 7 est pair ou impair; et je m'y arréteral un moment
pour montrer en peu de mots comment cette seule connaissance
du résidu & relatif 4 la valeur z = o de la fonction cot**!'z suffit

pour la détermination complete de la série

~b+cx +dxi+-. ..

@
cotxr = —
&)

Et d’abord, de ce que le terme en '; manque dans le carré, la
qualrime puissance el loutes les puissances paires, on conclut de
proche en proche les conditions 6 =0, d =0, ..., clesi-a-dire
que le développement ne contient (ue des puissances impaires de

la variable, et a la forme

%
cotw = — + fa +yxit.. ..

z

De ce que le coefficient du méme terme est =1, — I, == 1y +uuy
dans la premitre, la troisiéme, la cinquiéme puissance, elc., on
live aisément les égalités

a=1, 32l =—1, Saby 10@3 32 =1,

d’ont

Le développement de cotz, auquel nous parvenons ainsi, est

d’une grande importance en Analyse; en I’écrivant de cette ma-

niére

1 22B, 2 2% By
? 3.4-5.6

26 By 2®
colr = — — =
z 3

les coefficients

)
B

bR =

sont z\ppelés les nombres de Bernoulli ('), et T’on a de méme

22(02—1)Bz (20 —1)Bea® 26(28—1)B; 2%
tangz = AP - —— =ro0ay
) 1.2.3.4-5.6
(22—2)B,z ) )Baz? (20— 2)Bya®
- -+ - -

cosécw = = =
4 o4 0oP0 000 o®

(1) BERTRAND, Traité de calcul differentiel et de calcul intégral, v. T, p. 347
— Seanet, Cowrs de calcul différentiel et intégral, U 11, p. 217.

EAEES SR
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g . i 2
Soit encore I'expression , qui, en supposant

sin®tiz cospriz

o+ f un nombre pair, aura, comme la précédente, la périodicité
de ©(z). Au lieu de déduire I'intégrale

I

1
=C+fcotz + Jo dcﬂ
dx

2

sin#+1 2 cosp

de la relation

dcotw

+.
G

sin@+1a cosb+iz
dlanga

—+ b tang @ =+ by
dx

dtangz
L0 —+thg

nous ferons toujours cotz = ¢, et I'on voit que la transformée

a+fB

(@==0H 9

o e &
b : a+B
s’obtiendra facilement en développant la puissance (14 ¢2) * |

dont 'exposant est entier dans I'hypothése admise. Si nous faisons
en particulier § =—1,

27 - 1, nous trouvons, en dési

gnant
par 2y, 1, ... les coefficients de la puissance n du binome

dr
n2n+ =

coLi+l
1

puis, en changeant z en *
[ dw
. cOs2n=

j 2inté ;
VII. L’intégrale [f(smx, ¢0sz) dx se ramenant par la sub-

[
2=

tang?/+la,

A ny . ny
= langa —+ 5 tangi@ + — tang®z ...+
5

stitution sinz = X & cette forme

/f<\|/._—\) dX

qui a été objet d’une étude antérieure, nous devrions maintenant
comparer ¢ procédés d'intégrati é

S P rm‘les deux procédés d’intégration, et les résultats auxquels
ils conduisent. A cet égard, je me bornerai a remarquer qu’en fai-
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sant sinz = X dans la formule générale

2,1., log sin E(r—-q)

-l 1
+Z‘<l@‘ oot -

la partie transcendante est donnée par les termes Cz et

[cmlrmfa)m
& 2

dont le dernier prendra la forme suivante. Soient

[xb(x) dz = Co+

dr—t cotg(x~1)
'r"fz)—:_..l—zd\m’lmix

SER
._a.lngsm—?(r——x),

Y =yi1— X2, @ = sin, b = cosa,

on aura

I 3 sin(@ —2) e bX —aY —(Q
,/‘C‘)Lz(m_“d;r’,fl—cus(.'r—a){dﬁ R =W
de sorte qu’au lieu de la fonction de troisitme espéce amendée par

la méthode d'intégration des radicaux carrés, & savoir :

bdr <|—afr—blj/)
= log )
J (@—a)y T —a

nous sommes conduils a la quantité

br—ay dz
LR G e e e )
J T—az—byy
Mais jlarrive, sans insister sur ce point ('), a une derniere con-
sidération, 4 la détermination de 'intégrale définie

/ f(sina, cosa) d.
Yo

(') On a, d'une maniére plus générale,

(b — bo' )@ +(ac' — ca') y - ab' — ba' dz az by

=g = o 2
(az +by +c)(dz+by—+c") ¥ *dz+by+c¢

et l'on doit remarquer les cas particuliers dans lesquels cette intégrale ne devient
indéfinie que pour deux valeurs de la variable. Ils se présentent lorsque les
droiles @z —+ by + ¢ =0, @ & 4 b'T + ¢'= o se coupent sur le cerele *+y*=1,

ou lui sont tangentes.
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Reprenant, a cet effet, expression
S(sinz, cosz = (z) + P(x),

Jlobserve d’abord que la fonction ® () devra étre finie pour toutes
éro A 27, c’est-a-dire quel

les valeurs de la variable comprise de 2
que soit z, puisqu'on a ®(z + 2%) = ®(z); ainsi dans les élé-

. T
ments simples col;(.rfy,), aucune des constantes z ne sera

réelle. Ceci posé, les termes périodiques de Pintégrale indéfinie
des fonctions I1(#) et ®(z), reprenant la méme valeur aux limites
#=o0 et z=om, ne figureront point dans le résultat, et nous
aurons seulement a considérer le terme Cz, ainsi que la partie
logarithmique 2 A log sini(w — o). Du premier résulte immédia-
tement la quantité Gar; mais les termes transcendants demandent
une attention particuliere. Comme dans le cas plus simple de

la relation

log sin

ne détermine pas sur-le-champ, 4 cause des valeurs multiples des
logarithmes, I'intégrale définie prise entre des limites données zy,
24, et J'indiquerai d’abord de quelle maniére on y parvient avant
de supposer o= 0 et z; = 2.
Soient
a=a-+by—r, Sillé(z‘—l)z‘——f—Yl/:,

P d’un
point M rapporté & deux axes rectangulaires Oz et Oy, je figure
la courbe MM/ qui sera le lieu de ces points lorsque la variable 2

Envisageant X et Y comme les coordonnées OP ¢

croitra de 7 a @,. De cetle maniére, le rayon vecteur OM = R et
I'angle MOz =0 seront, 4 partir du point M, correspondant a
2 =x,, des fonctions continues enticrement déterminées de la
variable . Remplacant done (:oL;:- (@ — @) par la dérivée logarith-

mique de

= R(cnsU 4+ y/—1sin0),

sil\—;(x-—q):_\+y\/__
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il vient

R

I dR
L /‘col—(:r—z)d,r = [— —+ [ dOy—1,
: 2 & o
maintenant on a, sans aucune ambiguité,

/‘5?;1(,;'0.\1';1030.\1, [ do = M0z — MOz,

. o

le proposée se trouve déterminée. Mais arrivons aux

et l'int
limiles zéro et aw; si nous faisons pour un moment

0
A= mss\/A

nous Aurons
£ ]
2= Asin
2

d’ott

de sorte que la courbe MM’ est une ellipse. Remarquant que A
est toujours positif, je distingue deux cas, suivant que B sera
positif ou négatif. Dans le premier, je pose

@ —a

2
d’ont
X

A cose, Y = Bsing;

cela élant, lorsque z croitra de zéro i 2, cette ellipse sera décrite

: 3 A : 3 f
dans le sens direct depuis un point M ( fig. 30) jusqu’au point M
situé sur le prolongement du diamétre OM. En second lieu,

lorsque B est négatif, je fais

ce ([lli donne

X = A coso, Y =— Bsing;

c’est alors du point M au point M’ la seconde moitié de la courbe
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qui sera décrite dans le sens inverse. Cela étant, dans le premier
cas, I’angle croit avec 2, et nous avons

MOz= MOz + =;

dans le second, au contraire, il décroit, et nous passons de la
valeur MOz a M'Oz = MO — =; les deux rayons vecteurs OM
et OM’ sont d'ailleurs égaux, ce qui fait disparaitre la partie loga-
rithmique; par conséquent, en désignant par (b) une quantité
¢gale a l'unité en valeur absolue et du signe de b, nous aurons

T

Voici quelques applications de cette formule :
Posons

(o —a—by/—=1) dz=2(b)y

N

dans la relation

2 sin ) ,
= cot

COSh — oS

2(1 — a?)

2@ COST + a*

— =
=\/—|(col &

et nous en conclurons successivement pour o << o et x> o, c'esl-
a-dire en supposant @« <7y et a > 1,

" aulliat)de b B T (1—a?)da
Jo 1—2acosz+a oy »a cos2

Le second cas se déduit d’ailleurs immédiatement du premier

X
par le changement de @ en =0
Soit encore I'expression plus générale

cosma
CoSh — cos &

7 étant un nombre entier quelconque;; en faisant

T

. 3,
elle devient.
P
& =1(1— 25 coSh + 52)
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et contient par conséquent une partie entiére qui s’obtient ainsi.
Je pars de ces deux identités, faciles a vérifier,

A InA T <l5in 2z SInE N
L — 25 COSA + # | v
5 3  sinmh — zsin(m —1)A
g2 s — Al I ————————
-+ 5 sin(m 1)\ = ey
sinh sink _ sin2h  sin3 )k
Yol e
sinmh I ssin(m -+ )k —sinmk
Sl = -,

-1 1— 23 Cc0S\—+

et je les ajoute membre & membre apres avoir divisé la premiére
par zm=', et multipli¢ la seconde par smtt sl vient

(22— 1) sin A

sMm=1(1—225 cos+

—+ z2mysino k4. ..

) sinh -+ (s

(5 -+ 1) sin(m — 1)k <+ sinmh
z[sin(m -0} —sin(m — )]
I — 25 €0S A + &2

B

1 o lex e
et, par conséquent, si I'on remplace = par I'exponentielle

nous aurons 5 o
ma sin )k cosm hsin h
O 5

cosT — COS A oSz — CcOSA

en faisant
w(2) = 2sindcos(m —1) + 2 sina ) cos(m — 2)& ...
- asin(m — 1)k cos@ +sinm .

Le terme constant de la partie entiére est sinmA; on en con-

clura, en faisant comme plus haut, k =a G =any GG G

donne
11— a2m X L=t
sinmh = —————» cosmN="————
2am \/4, 2a™
(1 —a? sma dw
O= VGRS _ o e @&
1—2aCcos® + a*
et
T (1— cosma da =
f (i eh)icosT == = pour @>1.
[—2a cos - a* a

Jo

Je considere en dernier lieu la quantité

sin®z 5
e
(cosh — cosa) (cosp — cosz)’

GRATION DI
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la décomposition en éléments simples conduit d’abord a la relation

(cosh—cosa) (coswp - cosa) 1+ o (cut

—+ b (cot
en posant
sin sin .

Db = ==y il =
COS L — Ccosh

COSh — cos

‘aisanl encore

A=ay=1, w=By=i, a=ex, b=,

nous trouverons, en nous bornant, pour abréger, au seul cas de
@L oy B o,

jabsin®z dz
My —2acosz + a?) (1 — 2b cosw + b?)

=—27 — (b +V)4my/—1;

or, on a facilement

- b

I — i+ ab
=V —
2 1—ab

d’ou cette formule

[ 3 sin?z dx
Jo  (I—2acosz + @) (1—2bcosw+6%)  1—ab’

qui donne un résultat important en déy eloppant les deux membres
suivant les puissances de a et b. Si nous employons, a cet effet,
les relations

sinz ~ X
a” sin (m —+1)a,

I —2acosx + a

sina NS 6
itk ST AR it s i
T+ 26c052 + 67 e cr i,
ol 7 et n vecoivent toutes les valeurs entiéres de zéro i I'infini.
on parvient a I'égalité suivante :

= o%
Z b [ sin(n 4+ 1)z sin( 2 + 1)@ de = =(1+ ab -+ a2
o

=006l

dont le second membre ne renferme que les puissances du pro-

. 11T 6
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duit @b. Nous avons done

f sinma sinn@ de = o
)

lorsque m et n sont différents, tandis qu’il vient, si on les suppose

égaux,

27
f sintma do = w.
0

On trouve d’ailleurs directement ces relations au moyen des
identités
5 sinma sinna = cos(m — n)w — cos(Mm n)x,

2 8in2ma =1 =—Cos2Mmax,

qui donnent les intégrales indéfinies

fsin masinne de =
[sinimx" do =

et, par suile, comme on voit,

2T
2T PN e
sinma sinnw dr = 0, f sin2ma dz = .
) o

En partant de celles-ci :

sin(m —n)x _ sin(m-+=n)@
a(m--n) a(m +n)
siname

hm

sin (m —+ n)x +sin (m — n),
cos(m —+ n)a + cos(m—n),

2.5in Mz COSNT

9 COSINT COSNT

nous aurons semblablement

am

f sinma cosn@ dz =
0

méme dans le cas de m = n, puis

2T
cosma cosnz dr =0, f costmaz dv = T
0

rales définies, quon obtient si facilement, conduisent,

Ces intég)
importantes conséquences.

S
comme nous allons voir, a d’i
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VIIL. Les séries qui précedent suivant les puissances entiéres et
positives d’une ou de plusieurs variables ont pour caractére essen-
tiel d’étre continues lorsqu’elles sont convergentes, et c’est en
admettant cette condition de continuité qu’elles ont été employées
dans les applications géométriques, et en particulier dans les théo-
ries du contact et de la courbure des lignes et des surfaces. Mais
Panalyse conduit a des séries d’une autre nature, qui, tout en res-
tant convergentes afin d’avoir une limite déterminée, ne sont pll;
nécessairement continues, et peuvent, lorsque la variable croit par
degrés insensibles, représenter diverses successions de valeurs
appartenant & des fonctions de formes tout a fait différentes. Un
premier exemple en a déja éé donné, et nous avons vu qlr’e—xi
faisant

f(@) =sinz +

sin3a sin5a
—_—— i —
3 G

Sf(z) =

lorsque la variable est comprise entre 22w et (2 +1)r, tandis
qu’on obtient

12

f(x)‘=— -

quand on la suppose comprise entre (22 — )= et 22w, n élant un
nombre entier quelconque. Or, ce résultat se rattache a une for-
mule générale donnant un nouveau mode d’expression des fonc-
tions d'une grande importance en Analyse, et que je vais indiquer
succinclement.

0 g . D
Soit §(x) une fonction donnée entre les limites z — Wy 49 =0,
avec la seule condition d’étre toujours finie; Ja suivante :

)

le sera de méme depuis @ =o Jusqu'a & ==, et l'on prouve
) A o ;
qu'elle peut se représenter de la maniére suivante :

b—a
’m

f(z)=j(n+

S(@) = Ao+ A1 €052 + Ay COS2T 1 o+ Ay COSIRT 4. . .
= By sin @ + By sin 2@ 4. ..+ B, sin ma .
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voici maintenant, la possibilité du développement admise ('), com-
ment se déterminent les coefficients. Le premier s'obtient en m ul-
tipliant les deux membres par da, et intégrant entre les limites
zéro el 27; ayant, €n effet,

27T T
f cosmz dz = 0, f sinma dx = o,
A o

il vient ainsi

T
amAg= [ S(@) d.
o

Jopére ensuite d'une maniére analogue en multipliant succes-

sivement par les facteurs cosma dz, sinmz dz; les relations pré-

cédemment établies, a savoir :

[ cosma cosna dw = 0, [ cosme sinna de =0
Jo o

ation entre les limites zéro et 2w é iminera

montrent que 1'intégr
e la série, sauf A, et By, qui seronl respec—

tous les coefficients d
tivement multipliés par les quantilés

2m
/ cos?ma dw = T, f sin?ma do = T,
¢ o

el nous lrouyerons, par conséquenty

27 27
,,.—[ f(z)cosmz dz, :ll,,,—f f(z)sinmz-(lz.
) 0

Vest celle expression de A, et By, au moyen dintégrales défi-
nies, qui donne le moyen de salfranchir de la condition de con-

linuilé que suppose absolument le mode de détermination des

coefficients de la série de Maclaurin

(@ —zp)?

S(2) = f(xo) + —1 "f'(fu)'f———l F(@0) - - s

Ja démonstration rigourcuse au Mémoire célébre de
éLriques qui servent & repré-
données (Journal de Crelle,

(M) de renverrai pour
Dirichlet, sur la convergence des séries trigonom
une’ fonction arbitraire entre des limites

sentler
05 Z o 25750
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ot figurent toutes les dérivées de f(z) pour @ = z,. Dapres la
nature méme de lopération d’intégration, rien n’empéche, en
effet, d’admettre qu’entre les limites zéro el 27, et dans un nombre
quelconque d'intervalles de zéro & zy, 2y & 2y, ..., Ty A 27
/f(x) coincide successivement avec n fonctions distinctes f,(x):
fo(z), -y fu(@), les expressions des coefficients devenant alors

21 A

Si(z)dz +.[ /z(:r)dz-»k..—'fjdﬂ.f”(uz-)dlpy

Tn—g
ay &)
m‘\,,,:f JiE) cosmz‘zlz—»—f
A d
X

”'f Sulz) cosma de,

Ty

y(@)cosma de +. ..

&l x
:B,,,:f f,(x)sinmzdx+f Sa(z)sinmz dr +...
o x

-+ Sul@)sin ma de.

¥
Ty

Une circonstance qu’il importe aussi de ne pas omettre, c’est
qu'd la limite de séparation de deux intervalles, pour z = 2, par
excmple, la série ne présente point Pambiguité de la fonction et a

e b ah
pour valeur ;[/. (@1) -+ fa(@)]; mais je me bornerai 4 énoncer

ces résultats et  en faire I'application au cas d’une fonction f(x)

SuCCessiv bgale 4 + = ¥ A — -
cessivement égale & + 7 entre £ — 0, & —7, et a - entre
i

x=m=, & =o2m. On trouve alors immédiatement A, = o0; obser-
vant ensuite qu’on a

om

[ cosmx dv = o, f cosma dw
Jo g

05

nous en concluons semblablement A, = o; enfin les expressions

T o
o 1—cosmmw e

/ SR el = ————0 Saadls = LB

= w2 = I m

donnent
11— cosmm
LB g T
m
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et on retrouve bien la série

sin3 2
3

S(z)=sinz +

comme nous P'avions oblenue par une autre voie.

De lintégrale fc"’»"f(x)dm

g : :
1. Je me fonderai sur cette remarque que l'expression

du d*u dru
ch’f(Au—‘-A.(—[; +:\EE+...+A,,JF 5

: : s 5
ot u est une fonction quelconque de 2, prend, si I'on pose

VT =

la forme suivante :

do d%y dry
Ao+ ub.% + ,;Lz—(m e e}hndT,,-

En effet, nous avons successivement u = e~ °%¢,

d*u
da*

A dv o dzo
— o0z el e 5aog
=le =D TE o

do
Z—:‘ = c—“‘x(— (OX s 7‘;):

et la substitution conduit au résultat annoncé, les quantités -,

&y, - ayant ces valeurs
Q=A —Ajw-+A02— Agwi+...,
% ddo
Aoy =A;— 24,0 + FA0l—...=— =50
1 A2

Qoo = As— 3Ag ... = S

qu’on obtient directement comme il suit. La fonction « étant quel-
1 1 1 . — -
conque, faisons en particulier v = ¢z, on en conclura = (@A),

et la relation

2y dio
f—/ﬁ—f—..A—A,, >

/ du
ew—*(Au—;— A==l Ay =
do d2y dro
=wo+&,ﬂ +J°"Tr” +.‘.+¢L,,;1I—”

INTEGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 87
donne ainsi, aprés avoir supprimé dans les deux membres le fac-

teur exponentiel,

At Ajh+-Agh2. . - Al

= Mo+ oy (@ + k) s (0 4+ R)2 4. oy (@ + )2

Changeons maintenant /2 en 2 — ©; nous en concluons

A b Ay (— 0 = D) = Ay (— 0 = )2 e Ay (— © - e

= o+ oy o Moy A2 Moy

et 'on voit que le développement du premier membre suivant les
puissances de /o donne bien pour les coefficients &b, Ay, ... les

valeurs précédemment obtenues.

Cela posé, nous tirerons de la décomposition en fractions simples
de la fraction rationnelle f(z) la transformation suivante de I'ex-
pression e®%f(z). Soit, & cet effet, en désignant la partie entiére
par F(z),

A

—a

An

™D e
2 (@ —ay+1’

-+

f(.’v'):]“(x)—o-z

ou plutdt, apreés avoir modifié convenablement les constantes A,
Agy ooy Ag,

S(@)=TF (@)= ¥ Az —a) !

—a)-t
+2A1_—d(zdza) Zoho

de(x— a)—t
P

Je ferai, d’aprés la remarque précédente,

diz—a)!
T e

Lot A
([l' L

6“1[1\(3:—«)4»‘-— Ay ff"(”—a)"]

dxn

=b[ew (o —a)='] + by [l%

A 2 wa (g —1
+“"Tx’:[0 (z—a)-1].

[eex(z—a)1]+...

Or, en ajoutant membre 3 membre les relations de méme nature
qui correspondent aux divers groupes de fractions simples, on
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trouvera cetle exprcssi«)n

02 f(2) = e F(x)+z b

[e0 (@ —a) 1]

NN _;‘; i — AT s

o . dr
+2‘ Hop = [ewz(z —a)-!],

\ s @ : 7
ou les quantités o S¢ montrenl comme ayant, a Pégard de la
fonction transcendante e®? f(z), le méme role d’éléments simples

1

que les fractions

——, par rapport a la fonction rationnelle f(z).

Il en vésulte que I'intégrale fc“"‘f(x') dx s¢ trouve exprimée
d’'une part au moyen de celle-ci fr:”’IF(x)a'x, précédemment

obtenue sous cette forme :
‘[eo)x F(z) do = ew= [l:@
%

en second lieu, par les expressions également explicites

Fl(z) F'(z)

7
Z&v;[c‘"-‘(z‘mn)*l], ELL)Q%[L‘W’(x—a)"J, ey
el, enfin, par la quantité

Zwl.» ewr(w — a)! du,

ot figure au fond, comme nous allons voir, une seule et unique
transcendante.
Soit, a cet effet, pour un instant,

?(s):f%":,

z=uw(r—a),

en faisant

on aura

ewlz-a) op
slw(r—a = —_—
ol (e —a)] S
d’ou
ew® dr
r—a

=0zl —d)|}
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et, par conséquent,
N
S f

@k o 1
La transcendante f—v si Pon fait e?=x, prend la forme

da
S5
démontré Pimpossibilité de la représenter par des combinaisons
en nombre fini de fonctions algébriques, logarithmiques et expo-
nentielles, d’oti résulte qu’on doit 'envisager comme un élément
analytique sui generis, dont la notion premiére s'est offerte, ainsi
que celle des transcendantes elliptiques et abéliennes, par la voie
du Caleul intégral. Elle a é1é I'objet de nombreux travaux, mais

20T dp

:2 o ewa g0z — a)].

r—a

et recoit la dénomination de logarithme intégral. On a

nous nous bornerons a mentionner a son égard une propriété sin-
guliere qui en montrera le réle dans I'Arithmétique supérieure.
da
loga

b
Elle consiste en ce que I'intégrale définie f donne approxi-

mativement la valeur N du nombre des nombres premiers compris
entre @ et &, Mapproximation étant d’autant plus grande que 0 est
plus grand par rapport 4 a, et étant ainsi caractérisée que la limite
du rapport de I'intégrale au nombre N est I'unité pour b infini.

II. 1l existe une infinité de cas dans lesquels I'intégrale
jemlf(z-)da-

s'obtient sous forme finie explicite; il suffit pour cela que les
diverses constantes A, s’évanouissent. J'ajoute que ces conditions
sont nécessaires si l'on veul que /'e‘"-"”f(x)c[r s’exprime au

moyen d'une fonction rationnelle multipliée par e, Il estaisé, en
efet, de reconnaitre 'impossibilité d’une relatiou de la forme sui-

DE=

F(x) élant en général une fonction algébrique, car en faisant

vante :

=fewn J"(z),

& =a /i, et développant suivant les puissances croissantes de /,
le premier membre contiendra la quantit¢é JMe®?log/k, et aucun
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terme logarithmique ne pourra, dans I’hypothése admise, provenir
du second membre. On voit par la toute L'importance des con-
stantes ob; aussi nous allons en donner une détermination nou-
velle, en déduisant a la fois et directement de la formule

v f(a) = v F(a) +2 Qo e0% (@ — a)~" |

d
‘».201,, ﬁ[ewf(z— @) 5rceo

le groupe de coefficients &, foy, ..., dlone
Soil a cel effet @ — « -+ /; développons, comme tout & I'heure,

suivant les puissances négatives; posons

-1
ewh fla—+ h)=Ah!+ ,\,% 4 g(%-

d’oti, par conséquent,

= =1
ewHh) fla 4 N) = ewe (;\ h—t+ Ay d[’{;h- -+ A, (Zlh? -+ )

I
Or, dans le second membre, les termes en , , 75, --- ne peuyvent

provenir que de la quantité eo%(z —a)~! et de ses dérivées, qui

donnent, en effet, en négligeant les puissances positives,

v (p—a)=1 = ePLh—4. ..,
d dh—1
%M‘"“(z‘—u) 1] =ew ==
o2 a2 h—1
— E = =1] — ewa e
rrplla sl e C e :

attendu que la dérivée de /o par rapport a 2 est I'unité. I’expres-

sion suivante

représente, par conséquent, la portion du développement du
second membre qui renferme les puissances négalives de /i, et
Pon voit qu'on a

sl

o= A = A
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Soit, par exemple,
Flz)= (.7 d‘—z) (.—ﬁ),

w=a-+b;

et prenons

on multipliera le développement de I'exponentielle

[

elatbih =14 (@ +b)h + (a+b)°

par la quantité
1 a-+b
S=rm e
ce qui donne
a’—+ 62

ela+Oh f(f) =

1
h
grale est possible sous forme finie explicite; on a, en effet,

I I I L§
etartio (1 L) (1— L) dp=elatbla( — — ——
f ( ax b)) a+b abz)’

et l'on trouvera semblablement

deBe(| i— < oo
. ar

Or, le terme en 5 manquant, nous SOmMMes assurés que Pinté-

3 5 3
.)\(Iﬁwfrﬁ)dm

clardlz  3(ad— b2) elerbix S (a{n+!)lx
T e b 2a257 x  aarbdzt\ w >
— elatblx = He==0)  _ 3 |,
a-+ abz a?b?@? arb2a?

IIL. Jajouterai succinctement, en vue des intégrales
fcnsouxf(x)c{.r, fsinwxf(x)rlx;
les conséquences auxquelles conduit la relation générale

e f(x) = ew= F(x) +2 B et (=)= S

> —_— ;
lorsqu’on y change w en @ \/— 1. En supposant pour plus de sim-
plicité que dorénavant e soit réel, ainsi que f(z) et les quanti-
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1és @, je remplacerai les coefficients -\, Ay, ... par &b~ NEVERT
Ao ALy —1, ... Celte équation donne alors les deux sui-

g o i
les coefficients des termes en 70

. i i
Soit, comme application, I'intégrale

f(mmm *_w) (b_‘_"f) 3
ar bx

jécrirai d’abord

sina@ sinbz
2(cosar — cosbr — ——
ax ba

vantes :
coswa f(a)
= coswa F(x) +2 Ao[coswa(z—a)t] —E N [sinwz(z — a)']

‘;Ecl»;,%[nosmz(x — At = d%[sinmz(z—a)—l]

v 1 5 ’ a+b
= cos(a+l))m(|———abl_2) —sxn(a-rb)x—abz

a—1b

sinwa f(@)
= sinwz F(z) 4—2 A[sinos(z—a)-!] +2 A [coswz(z —a)!]

+ms(¢z—l))z‘(l+ )+sin((l—b),l: ,

aba* aba

et nous serons conduits & une combinaison linéaire des quatre

fcos(a-&-b)xr]x fsin(a+[1)mzlm
&? 4 &z ’

cos(a—b)w dx sin(a—b)a de

dont aucune ne peut s'obtenir, expression proposée s’exprimant
néanmoins sous forme finie explicite. Supposons, en effet, dans
les formules précédentes,

quantités

On voit donc que les intégrales

/‘cosmzf(r)z{a:, fsi||wr_f(m)dz

s'expriment en général par les transcendantes

coswa da sinwa dr
= —— ——
o v —a & r—a

qui elles-mémes se réduisent a celles—ci :

fcns:dz fsin
ary] e

Nous voyons aussi qu’on obtiendra a la fois pour I'une et pour
Lautre, des valeurs sous forme finie explicite, lorsque les divers

coefficients -u et A/ s’évanouiront. Or, Ju - A/y/— 1 étant le coef-

on aura

cos(a+b)z

200 sin(a -+ &)@ d [cos(a-+b)x
s e s e

de | @
puis, en changeant b en — b,

. ft .
ficient de 7 dans le développement de cos(a—b)w i

x2 x dz

sinfe—b)z  d [ers(a—Db)z
L L, :

eWhY=T fla + I — (coswh —+/—1sinwh) f(a=+ ), :
Il en résulte, en intégrant,

f[cot(ari—b)‘r +(a+b)5i“m+b)’] dx:—mg(ﬁ+b)r,

@2 z! z

f[cns(a—b).r e b)sin(a—b):r] P cos(a —b)r}

il en résulte- qu’en supposant réelles, comme nous l'avons admis,
les quantités o et @, ainsi que la fonction f(&), A et A seront

aussi,  I'égard des fonctions

coswh fa -+ h), sinwh f(@+h), @ T =
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et, par conséquent, ce résultat

5 \ S
z/(cnsax— sm“x) <cosl)r— s T) dx
L ar bx

sin(a—+ b))z cos(a+ b)x

RSSO abx
sin(@a—b)z cos(afb).'rA
i @a—b aba

Clest le cas le plus simple d’une proposition générale concer-

nant les réduites successives

& dz 152 —2°
9 G539 S
1 3=t 15 — 622

de la fraction continue de Lambert

5 » ; R0 .
Soit, en général, 3 la ni*me réduite, P et Q étant des polynomes
entiers en z, et posons

P cosz — Qsinz
" ?

9(@) =

I'intégrale [g:(az) ©(baz)dz pourra toujours étre obtenue sous

forme finie explicite. La fonction ¢ (&) donne aussi ce résultat

f dz__ Psinz+Qcosz,

o2(Z) i P cosz + Qsinz’

cest, sous une forme trés simple, la valeur d’une intégrale que
nous n’ayons point de méthode pour aborder, car elle n’appartient
3 aucune des catégories considérées jusqu’ici; on verra comment
on y parvient facilement, dans le seconde partie du Cours.

Je remarquerai enfin que, en désignant par F(sinz, cosz) un
polynome entier en sinz et cosz, Pintégrale

I/F(sinz‘, cos@) fla) da
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rentre dans celles que nous venons de traiter, ce polynome pou-
vant éire transformé en une fonction linéaire des sinus el cosinus
in”a

dz, par exemple,

des multiples de la variable. La quantité / =

étant d’abord, abstraction faite d’un facteur constant, mise sous la
forme
: dm(z=1)
fsm B dz,
sera immédialement ramenée, au moyen de I'intégration par par-
dmsinta do
dzm @

est une somme de cosinus ou une somme de sinus

ties, a celle-ci :

0 dmsintia
)

de multiples de z, suivant que m 7 est pair ou impair; dans le

o G 4o cosz ds
premier cas, lintégrale se réduit donc af 2, et dans le

. sinz
second af—~ dz.

De lintégrale fe"”f(sinx, cosz) dz.

I. La propriété caractéristique de la transcendante
ev? f(sina, cosx),

ot f(sinz, cosx) désigne une fonction rationnelle de sinz et cosz,
consiste en ce qu'elle se reproduit multipliée par un facteur con-
stant ¢?@%, lorsqu'on y change # en @ -+ 2x. Elle se rapproche
ainsi des fonctions périodiques, et le procédé d’intégration résul-
tera encore d’une décomposition en éléments simples, quion

obtient comme il suit. Je pars, a cet effet, de la relation générale
établie page 58, a savoir

S(sinz, cosz) =1l(z) + ©(z);
elle nous donne dans la fonction proposée une premiére partie
e**Il(z), qui en sera semblablement regardée comme la partie
entiére et dont l'intégration est immédiate. En effet, II(a) étant
composée linéairement des quantités coska, sinka, il suffit d’em-
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ployer les formules

oz (o coskae 4+ ksinka
/ewfcoskx dlip = S et - Lo e) T !

ew=(w sinka — k coska)

w24 k2

fewrsin i —

Maintenant nous parviendrons aux éléments simples, propres i
la nouvelle transcendante, en appliquant la relation de la page 86
a la seconde partie e»*® (), c'est-a-dire aux (uantités suivantes :

)

l 1
dcot-(z— %) zl"coL;(
2!
ot dop

1
ewx | |\, cotl = (& — a) =+ oy
2

dx

qui, en conséquence, prendront cette nouvelle forme

S}&em'cnll(mAu)—FfA, i [emlcovl (= —'1)] ...
2 Z 2

d:
au I &
+ X, “ET [ewrcm = (x— iJJ :

Or, en faisantla somme d’expressions semblables, pour les diffé-
rents systémes de valeurs constentes X et #, nous trouverons
pour formule de décomposition

ew= f(sinz, cosa)
1

= e®*(z) 4-5‘];6“’"'0(»&1(17v—1)] N — [eml’col e 1)} ..
2 ar 2

1 e ) 1
o |l et (e — ol g 2 o e
+ 8B [e cot (2 —8 ] By e [e co

1 5 d [ 1
evz col= (22— 1) | + £; — [ ew= col = (@ — h

+£|: coL - (@ ;] E’dxl 5 )J-r-
Cest, a I'égard de notre fonction, 'équivalent de la décomposi-
tion en fractions simples des fractions rationnelles; les quantités

qui jouent le role d’éléments simples étant
em-l'coti(zfx), awxcoll(x_- Bl ewl’cm.i)(rﬁ)‘),
P 2 2

il en résulte qu’en faisant pour un imstant

1
o(x) =/em'¢'cot;z[lz, 4
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Uintégrale

fewzf(sinr, cos@) dw

sera exprimée, d’une part, par la somme
Aewx o(w—x) + Beobo(@ —B) +... + Lewr (@ —A),

etde l'autre, au moyen des fonctions explicites de la variable. Les
conditions & =0, 8 =0, ..., £§=o0 sont donc suffisantes pour
que la partie non explicite disparaisse, et la valeur méme de I'in-
tégrale sera connue au moyen des divers coefficients 2, %, ...,
8y, Do, .... Il importe donc d’en avoir une détermination directe,
et on 'obtient comme il suit. o

I[. En ayant, en vue, pour fixer les idées, le groupe des quan-
lités X, Ay, ..., X,, nous ferons z =ou -+ A dans la fonction
proposée, et développant suivant les puissances ascendantes de £,
nous représenterons les termes affectés des puissances négatives
de cette quantité sous cette forme

ewlatd) fTsin(a—+ i), cos(z -+ )]

dh—! dn =1\
— oo A fp=fa & Py e,
— W (\Iz S = Sesons e )
Or, la relation
ewr f(sine, cosa) s

= ew2 [[(z)+ X [c’“ cm;(x - x)] + X, % [c’“ cnlé (w—a)] +...

Qe I e I
+ B [e“”col;(mrﬁﬁ)] -+ B @[emxcm;(z-—ﬁ)-’—»—‘..

monire que, pour & = -+ /., la partie suivante du second
membre, savoir

> I d
R[a"’-l cnla(zﬁz)} +5\,% [@L'Mcal J:—:t)] Rk

sera seule a donner des puissances négatives de . Maintenant on
1 2 h
eRZICOL = (@i —a)l = eP({= = ioloy — = =1
2 h

trouve
5 )

H. — TII. 7 i
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puis, abstraction faite des puissances positives,
dn h—1

dr i
T Iiewrcotg(x—fa)] SN s

la dérivée de A par rapport i x étant l'unité; nous en conclurons
que Pexpression

dh— dnht
29”“(3/1"+3| dLlL 4ot ”TEIT>

représente dans le développement du second membre tous les

. )
termes contenant des puissances négatives de /i, de sorte que l'on
aura

1
AT v= 1A

L
A=-A
2
Pour faire une application de ce résultat, nous considérerons la

1 @ 1 @
(a+6z (@ — —cot=) (6 — —cot— ),
2 ((L D) 9.) ( 2 )

qui devient infinie pour la seule valeur 2 = o, de sorte qu'il suf-
fira de la développer suivant les puissances ascendantes de la

fonction

variable. Or, on a
ii x azii \
eax(g=— —col— |=(1+ax + —]—— ...
2 2 24 \
6at
L e
an 2

et pareillement
z
ehx (l) =l cnt—)
2 2
d’ot, en multipliant membre & membre,

1 x 1 x
(a+0). — —cot—) (b—=cot=) =
e”*/-’(a 2c0lg>( 5 5

{ g 0
L insi A —=o0; — sous la
Le terme en = mangque, ainsi A = 0; mettant ensuite = sou

=) ; ;
forme d(: ), on en conclut Ay = —1; par cons¢quent
xr

A =o,
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Maintenant nous devons calculer la partie enti¢re Il (z) de la
fonction

qui est simplement une constante, Or on a, d’aprés la régle établie
page 63,

G = (a+ ;\/—4) <b -+ ;\/*,)1
donc

()= G_;fI{

1
:ab—7,
4

et nous obtenons, en conséquence, la relation

R T i@
e\n«hblx(a* vcot~> (b— —col—)
2 9 2 9

= e<a~:wx(ab i %) iy d_[i- <e(a+b).r cm;) 5

S

d’ou cette expression sous forme finie explicite de intégrale du
premier membre, savoir

I
fg(m-ou (,-, — S 2) (B — Lo D))y = e
2 2 2 E2)

Ce résultat est le cas le plus simple du théoréme suivant, auquel
nous serons amenés dans la seconde partie du Cours. Soit, en
désignant par 7 un nombre entier quelconque,

[ Gab—1 L i@
i(@+8) 2%

2

F(z)=(z —1)¢(z +1)-2 d

et [(2 — )r=a (2 +1)n+a],

il estaisé de voir que F(2) est un polynome entier en @ et en @ du
degré n; cela étant, je représenterai par §(z,a) ce qu'il devient
eny changeant z en z\/—_: et a en a\/— 1, suppression faite du
facteur (\/-—_;)". On aura ainsi pour n = 1

j(z‘) =o(x —a),
pour n =2

= 4(3x2— 3az + a?+1),
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