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diverses valeurs que peut prendre une méme intégrale double,
lorsqu’en conservant les limites on substitue des fonctions imagi-
naires (uelconques aux variables réelles de lintégration. Clest
,3') les premiers membres

ainsi qu'en désignant par F(z, z0) &
de deux équations simultanées, jlai été conduita la recherche des

dE db _ d® dF
valeurs multiples de Dintégrale ff caNds F<bd- 4z ) dzdzl,

qui me semblait devoir jouer un role analogue a celui del'intégrale

5 2 E s a 5 . 5
simple / oo dz dans la théorie des équations a une inconnue. Un

grand nombre d’autres questions que jene puis indiquer ici et qui
se rapportent aux fonctions périodiques de plusieurs variables,
m’amenaient encore a celte méme recherche, et je ne puis douter
qu'elles n’ouvrent un jouralanalyse le plus vaste champ de décou-
vertes. Mais, arrété  plusieurs reprises par des difficultés qui me
semblent bien au-dessus de mes forces, je ne sais s'il me sera
jamais donné d’y faive quelque. progres. Aussi est-ce a d’autres
principes que se rattachent les considérations développées dans ce
Mémoire. Je dois indiquer d’abord les belles expressions décou-
vertes par M. Sylvester pour les fonctions auxiliaires qui figurent
danslethéoremede M. Sturm, et celles que M. Cayley ena déduites,
comme m’ayant ouvert une voie nouvelle. Ce sont, en effet, des
formules analogues a celles de ces deux savants géometres quiseront
posées @ priori pour des équations sim ultanées, et dont on conclut
avec facilité des propriétés toutes semblables a celles des fonctions
de M. Sturm.

I. Nous considérerons en premier lieu une équation a une incon-
nue F(z)= o, et nous désignerons ses Tacines par &y, Lay . . .y Tm-
Soit encore S; la somme symétrique des puissances semblables
z! SLodl s —+ 2! ;5 avec les quantités Sy, Sy 00 0n Sz G WO
indéterminée )., composons le systéme linéaire :

Sy— A, Sa, Ss, S,
S,, Ss— X, S, S+t
(1) { S Ss) Sy— X, S p+a,

509 .
( Shhs Gy Doy 000 Sam=

SUR L'EXTENSION DU THEOREME DE M. STURM. 3

Le déterminant de ce systéme seva un polynome entier en 2 du
degré m, que nous représenterons ainsi :

A= Ap+ A+ WAy 4. . .+ (—1)mhm.

(?ommc le systeme (1) est symétrique, I'équation A = o aura
toujours ses racines réelles; cette propriété importante, démontrée
pour la premiére fois par M. Cauchy dans ses recherches sur les
inégalités séculaires du mouvement elliptique des planétes, sera
fondamentale dans ce Mémoire. Mais voici d’abord la forme nou-
velle sous laquelle nous présentons le théoréme de M. Sturm.

Soit A(£) ce que devient le polynome A, lorsqu’on considére
I'équation F(z + &) = o, aulieu de la proposée, et ¢z le nombre
de ses varialions pour une valeur donnée de la quantité &; le
nolmbrc des racines réelles de I’équation F(.z) = o, qui sont com-
prises entre deux limites quelconques 50 et ?,l, sera représenlé en
supposant &, > &, par la différence ¢z, — Vg,

Les coefficients des diverses puissances de %, dans le polynome
A (&), sontainsi des fonctions entiéres de E, qui forment un s&‘sléme
non identique, mais analogue & celui des fonctions auxiliaires de
M. Sturm et qui conduisent absolument au méme résultat.

Considérons en second lieu deux équations a deux inconnues

(&, 37) =0, ®(z, y)=o0,

que nous supposerons d’abord générales et du degré m chacune;
: 5
soient

Z = 2y, Tl=Tp) D=

T =T TSI coon PSS
leurs diverses solutions simultances, et S; ; la somme symétrique

L5 f ¢ i { 70 A
Zyy{ 4= 2L yi = - - & e nous représenterons pour abréger
par (w) le systéme linéaire

Siwy  Saw, Saw, <o Sme,
Si,  Saw, See, <o Swrtan
Ssw;  Sian S5, S nv20)

an  ocen veop

e

Suwr Smrtwy Spezwy ooy Sametw.

D 5 N
En attribuant & Iindice o les valeurs 1, 2, ..., m, on aura un
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systéme que nous réunirons de la manitre suivante :

1) (2), (3), R ()

(2),  (3) (4), oos (D=
(3), (4), (5), (m +2),
(/.w;). (m+1), (m=+2), ... (2m —1),

ce qui donne un systeme a m* colonnes dont la loi est facile a sai-
sir. Cela posé, retranchons des termes en diagonale une méme
quantité ), et formons le déterminant; nous obtiendrons un poly-
nome en % du degré m? que nous représenterons ainsi :

N = N I R 2R S (RN

et qui nous conduira & étendre le théoréme de M. Sturm a deux
équations simultanées.

Considérons pour cela les deux inconnues @ et y, comme I’abs-
cisse et Lordonnée d’un point rapporté i deux axes rectangu-
laives, de sorte qu'a chaque solution des équations proposées, telle

(lll(i
%=z,

7=
corresponde un point déterminé. L'objet de notre proposilion est
de déterminer le nombre de ces points qui sont renfermés dans
Pintéricur d’un rectangle donné. A cet effet, soit A(&,n) ce que
devient A lorsqu’on considére les équations

F(z+&y+q)=0  Pz+E&r+n)=0

au lieu des proposées, et vz le nombre de ses variations pour des
valeurs données de & et 7.
Le nombre dessolutions renfermées dans 'intérieur durectangle
ayant pour coordonnées de ses sommets
z =&, z = %o, z =&, z=§,

F=thm  FF = 2=

sera donnée par I'expression
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II. La démonstration des théorémes que nous venons d’énon-
cer repose, dans le cas des équations i une inconnue comme dans
le cas des équations simultanées, sur I’expression en fonction des
racines des deux premiers termes Ao et A, des fonctions A. Voici
d’abord cette recherche pour les équations a une inconnue, en
suivant la méthode propre au second cas et dont on verra ainsi le
principe avec plus de facilité.
La quantité A, est évidemment la valeur du polynome A pour
)k =o0; c'est donc le déterminant du systeme

Si, Sy, Sa, soon S

S, Ss, S., S

Ss, S, Ss, <oy S,
5 oo o o

Sy Smats, Smas Sapm-1-

Quant & Ay, il suffit d’un peu d’attention pour reconnaitre que
c’est la somme prise en signe contraire de tous les déterminants
4 m — 1 colonnes que fournit le systéeme précédent, lorsqu’on fait
abstraction d’une colonne horizontale de rang quelconque telle que
Sh S S Ser del aicolonTe verticale composée des mémes
termes. D’aprés cela, si Ion considére le systeme des équations
linéaires

Siz, +S222 +S323 +...+Spzn =1,
S22, +S3z2  +Sia3 4.t SpusrZm =2,
(1) ( Sm oSnzh  ooSha  cteccts Smeadm =y

8151+ Spt1 B2+ Spaadato .o Samt3m = Lm,

o

et qu'on le résolve par rapport aux quantités s, de manicre
obtenir

Zy = Al Zi+ A Lo+ AL Zs+. ..+ AL,

3y = A} Zy+ A2 2o+ A3 Zy+. ..+ A% Z,,

Z3 =AY 2+ A3 Zy+ A3 Zs+-. . .+ AR Z,,

A, sera le dénominateur commun des quantités A, et % sera la
o

valeur changée de signe de la somme des termes en diagonale
g ;
VR
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Cela posé, nous observerons qu’en introduisant i inconnues

auxiliaires Ciy Goy .. ., Gy 00 peut remplacer le systeme des équa-

tions (1) par les deux suivants :

—+ L2t =%y,
+ @y Lo+ @ =1,
(2) + ot Gt o =1
&NV 4 2P G o G @R = Ly,
et
¢ =y 51+ %3 & 2l E,
Lo = @0 5142} 2B By,
3) (U =3 5+ 232 o282y,

................. R iR e e
( Un=@ma1+ & sa+ Thayt. L0 2,
comme on le voit immédiatement par la substitution des valeurs
des quantités . De li résulte d’abord, par I'une des propositions

élémentaires de la théorie des déterminants, que A, sera le produit
des déterminants relatifs aux équations (2) et(3); or il est visible

que le second n’est autre que le premier multiplié par le produit.

&\ &y Ty . .. Ty ainsi, nous avons cette égalité :

Sy S Ss 500 S
S; S S, coo S
Ao=|S; S, Ss <o Sy
Sie St Smra oo Samon
1 1 1 800 1 &
2y T oh ool DA
= 2@ 25-- - Ty | @ ) 7 o0

m—y am— m—1 me-1
x] o=t e ano Ao

Si nous n’avions en vue que les équations & une inconnue, nous
pourrions nous arréter ici, car onsait que le carré du déterminant
par lequel se trouve exprimé A, est le produit des différences des
racines z, prises deux i deux, de toutes les maniéres possibles,
mais cette donnée nous manquera dans la question analogue rela-
tive aux équations simultanées; aussi nous allons, dés & présent,
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recourir 4 la méthode suivante. Introduisant un nouveau systeme
de quantités auxiliaires 7, 01y fizy - . .5 Am—1, NOUS pOSETONS

- Mo+ Ty Dot P ey
S o )
F' (@)
v, o Mok Tamick Tina. .. a'fz’""r.m—l,
% F'(@2)
{ o~ m=1,
(4) e Mo+ Tyt BiMat . . .+ T =t
. E(a3)
: ot DM T+ .+ 207 Ny
| L= = )
\Ee B'( @)

F/(z) désignant la dérivée du premier membre de I'équation pro-
posée F ()= o; maintenant, si U'on substitue les nouvelles incon-
nues 7 aux quantités £ dans les équations (2), 1l viendra

O =1 4
+-«>""ﬁm—|§ SE Zy,

o o s
-é-.,.—i—'r,,,,_|> T =12,

e
== = M= 2 7 =7,

en représentant, pour abréger, la somme
el o ¥

) Pis ¥
S O e
F'(zy)  Fi(22)

e B (@)

Mais on sait que cette somme est nulle pour toutes les valeurs
de p. moindres que m — «, et qu’elle est I'unité pour p. = m — 1 si
le coefficient de z™ dans F(z) est lui-méme égal 4 1. Pour les
valeurs supérieures de u, elle représentera une fonction rationnelle
et entiere des coefficients du polynome F(z), de sorte qu'en

faisant
am—1+i
ey
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les équations (5) prendront la forme

s Hm—1= Ly,

TNim—2 = 1 Nm—1=

\ Mo+ CiM1-FCama—.. .k

(6)

Som-2Mim—2=+ Tm—1MNm—1

et ne contiendront plus les racines Zi, Zu, ..., m. Mais, comme

on le voit, le déterminant relatif i un pareil systéme est simple-
mim—+1)

ment (—1) * ; il estdailleurs égal au produitdes déterminants
relatifs aux systémes (2) et (4); le systéme (4) lui-méme donne
pour déterminant celui du systeme (2), divisé par le produit
Fl(z,) F' (@) F'(25 . F/(z); on en conclut I’expression sui-
vante que nous voulions obtenir, savoir

mim1)

=(=1) ? z@...2n (@) F(z)...F(@n).

1II. L’introduction des inconnues # n’avait pas seulement pour
objet de nous conduire & la valeur de A; elle nous servira aussi a
la résolution des équations (1) et, par suile, i la détermination des

\
quantités A et & celle de —- Jobserverai d’abord que les équa-

tions (3) peuvent étre mlses absolument sous la méme forme que
les equahons (G) Multiplions-les respectivement par les quantités

—_— ) sty ———— atant et se servant,
I (z‘,) G e ), les afon

b . Y . . 3
pour abréger, du signe 2‘, comme plus haut; il viendra d’abord

SareEr

et si l'on continue de méme en prenant pour multiplicateurs les

»
Ca

1
SIS = T ...+

7 7
2 Fy, 2, Fo,

Zon Yy,

oop Th . " o
uantités —, on arriva au systéme suivant :
A y
¢
A =2 P
¢ BT,

= N zl
-1+ %m= ) —or
-

(7) m*;

SO A1 02 Em = D T

S ‘l
Sy 0,334 0y 33 o .= O St = Tme—18m =
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Cela posé, il est facile de voir que la résolution des équa-

tions (6) donne des résultats de cette forme, savoir :

Mo="2Lin + 1 Lp—y+w2ly—at.. .+ + Wy Lo+ W1 21,

M1 = Zm—1—+ w1 Lppma = 02 Lz + + Om—2Zy,

M= L2t 0 Lyt 0 Ly .+ Oz Zy,

Am—2 =72y -+ Ly,

G-t = L.

Les quantités o étant des fonctions rationnelles et entiéres des
quantités s, et, par suite, des coefficients de I'équation Ei(s) =108
Si donc on fait

Qy(@) = M1 - 0 FM 2+ T W2 @ W1y

Qy(2) = M=+ PN WV TN -+ W,

Qe1(@) = 2+ 012 + Ly,

0,,(z) =% + v,

on trouvera, par la substitution des quantités 1 dans les équa-
tions (4), les valeurs suivantes :

_ 0(@)Zi+ (@) La . O 1(1|)Zm—|"‘Lm
= F'(ay)

--|(r;)7|—t-!h(n)l,+ Q) (2) ey = A,,.
F’(@y)

e

L (@) T+ (@) Ly @ (Z) Lt T
tn= :

F'(@m)

Maintenant la résolution des équations (7) parrapportaux incon-
nues s s'effectuera comme celle des équations (6), et donnera les
valeurs

e o)y _ (@)% | (@)t L 2(Zm)ln
2 FL z, F(21) BT HIEL (oY) 3 o @)
= Q(x) _ (x)l | Q(#)h Qa(2m)8m

Zh% @) | eaen) @ E( @)

ey e Cen i Ol Bl

zF, = o F(z) & F(m) 2 ' (@)

= =2 - e 14 o ;z Loy Sm
z FIn Z F (@) B T e )
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enfin, si I'on substitue les valeurs des inconnues { précédemment
trouvées, il viendra, en employant toujours le signe 2 pour indi-
quer une somme relative aux racines &y, La, . .., Tm,

R I CAI T e T
(@)
o Qi (2) L Zm],

ZO.(T\[ |(T)/.,——..2('r)f,

I

_2 Q,(2) [Qi(2)Z+ :(2) L.

Q. l(z')[9|(ﬂ)L|—»92(Zl/w+ Qi (2) L= 1‘-Lm]
"""_Zl z F2(z) i
Qe (2) L+ Lo

(=),

_291{.1')Z|+Q¢(1)Zg+

Sm
z

Ce sont la les formules auxquelles nous voulions arriver pourla
résolution des équations (1) du paragraphe précédent; on aurait
pu les obtenir par une méthode plus directe et plus rapide, mais
qu’il n’etit pas été possible d’appliquer aux équations analogues
composées avec les solutions simultanées d’un systeme de deux
équations & deux inconnues que nous rencontrerons plus tard;
elles donnent, comme on voit, sous une forme élégante, les quan-
tités désignées précédemment par AL, savoir :

N\ 2i(z) 2k ()

=
Al -z E(x)

et I'on en tire, pour la valeur de \—', cette expression dont le numé-
o

rateur est une somme (]C carrés

A ” Ha)+ Qf (@) 4. - Oy () + 1
T =— (Al Al AR = Z‘ )

1V. Nous avons désigné par A (&) au commencement, ce que
devenait le polynome A, lorsqu'on considére au licu de I'équation
F(2)= o, la suivante F (2 + £) = 0, et nous avons posé

A(E) = Ag(E)+AA () +...+ (— )=k

or, il est facile de passer des valeurs précédemment trouvées de A,

Ay A ‘E)

et o’ a celles de Ay (&) et- Et d’abord, comme on le voit de

suite, les valeurs de la dem'ce F (2 + E), lorsqu’on mettra pour z
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les racines de I'équation transformée F (2 + &) = o, ne différeront
point des quantités F'(z, ), F'(z,), etc., de sorle qu'on aura

m(m1)

M) =(=1 * (@1—E@—1)...(@n—t)}F(@) F'@)...F(@m)-

Quant aux polynomes Q(z), Q3(z), ..., ils deviendront des
fonctions rationnelles et enti¢res de &; ainsi en posant

b (#) +1=5(, @),

03(2) + 23(2)+ ..

la fonction & correspondant 4 une racine z réelle ne pourra

jamais ni s’évanouir ni changer de signe pour aucune valeur de &.
Ces préliminaires posés, nous allons démontrer que les coefficients
des diverses puissances de ) dans le polynome A (£) possedent les
mémes propriétés queles fonctions qui figurent dans le théoréme
de M. Sturm. En premier lieu, 'équation A (£) = o, ayant toujours
toutes ses racines réelles, il suit d'une conséquence dela régle des
signes de Descartes, que les coefficients de deux puissances consé-
cutives de A me pourront jamais étre supposés nuls en méme Lemps,
et que si un coefficient s’évanouit, ceux de la puissance précé-
dente et suivante de A seront de signes contraires. Si donc on fait
croitre & d’une maniére continue de £, 4 &, des changements dans
le nombre des variations de A(§) ne pourront survenir qu’autant
que ce sera le dernier lerme qui viendra a s'annuler. Mais, d’aprés
Pexpression obtenue pour ce dernier terme, les valeurs de & qui
peuvent I'annuler sont uniquement les rncines de I’équation pro-

(€)
2)

posée. Cela étant, considérons le lapme dont nous avons

obtenu Iexpression, savoir :

Bl _ NS Ehed GGey
Ko(}) T @ —E)F(w) d(E—2)F(a)

Pour une valeur de £ voisine d’une racine qnelconquc 2, lesigne
"(s

—a)F '2 (@)
ce que nousavons remarqué sur le numeraleur il selanegauf pour
une valeur de £ un peu inférieure a @, et positif pour une valeur
un peu supérieure. Nous voyons donc que la quantité & croissant
d’une maniére continue de &, 4 &, le polynome A (&) perd autant
de variations qu'il y a de racines réelles de I'équation F(z) = o,

de ce rapport dépendra du seul lerme ; donc, d’apres
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comprises entre ces limites; le nombre de ces racines est donc
bien ¢z, — ¢z, comme nous I'avons annoncé.

V. Dans la démonstration du théoréme analogue au précédent
pour deux équations, nous supposons ces équations les plus géné-
rales de leur degré, pour n'avoir pas lieu de discuter les cas par-
ticuliers qui pourraient s'offrir et ol nos formules seraient en
défaut. Ces cas particuliers se trouveront d’ailleurs complétement
évités dans une autre forme sous laquelle nous présenterons plus
tard notre théoréme, et qui, moins symétrique a la vérité, se préte
plus facilement aux applications numériques. Nous avons pensé
utile de présenter d’abord pour deux équations du second degré
les calculs des quantités A, et Aq; on peut, en eflet, écrire alors en
entier les formules qui, en général, sont représentées d’une maniére
abrégée, et I'on en saisira tres facilement le sens.

Nous avons employé, en commengant, le symbole (w) pour repré-
senter le systéme

Siwy 2 Saw, ceis Smay
Saw;  Sian Siens cooy Sy
Szwy  Siwn S5t s Sz

coon  oo0p S%ap | 000600 3

. Sumwy, Smaiey Smerwy oo Sun-io-
Si 'on suppose m = 2, ce systéme se réduira a
qu)q S‘.'b))
Seoy S

de sorte que la fonction A sera le déterminant suivant a quatre
colonnes, sayoir :

Sll_)' Sll Sli SE:
e Say Ssy—X Sy Sss
Stz Si:  Si—A Sy |
SQE SG! S93 SJ.’K_ ;'

Cela posé, formons le systeme des équations linéaires :

S1121+ Sp1 22+ S19 53+ Spazi =7y,
(8) Sa151+ S3182 + Sas 53+ S305, = Ly,
Sia5; + Se2 22+ S35+ Spa 5 = Ly,

S2351+ Sy @2+ Suy a3+ Szyay = Ly
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Le dénominateur commun des valeurs des inconnues 5 sera A,
et si ces valeurs sont représentées par les formules
Zy= AL Z - AL Za+ A3 7+ AUZs,
3= A1Zy -+ A3z, -+ A2Z; + A7y,
= A3Z,+A}Za+ A3 Zs+ AYZs,
ARTy+ A3 Lo+ A§Zs+ ALZ,

n
&
|

Il

on aurait, comme précédemment,

A

== (Al+ A3 AT+ AL
0

Or, en introduisant quatre inconnues auxiliaires G 63 &G
nous pourrons remplacer les équations (8) par les suivanles :

G+ L+ L+ Li=1y,
\ Z G+ Tl salat BLi=1Ls,
©) | G+ bt selk Gi=1s,
)Zlyl:l'!‘Iﬂ]’?:Q"‘\z‘J]’J‘tJ"‘Z‘Q}/%:b:Z’ay

et
G =21 )1 (81 Xy By == Y1 53+ B1Y154),
(10) Lo= @ ¥2( 21—+ D253+ YaSs+ T2 )2 34),

U= @3ys( 31—+ @339+ Yasa+ 23¥554)s
U= 23 y3 (51 Ty s+ Y B3+ Tu Y1 5,

Donc Ao, qui est le déterminant relatif aux équations (8) aura
pour valeur le produit des déterminants propres aux deux systemes
(9) et (10), ce qui donnera trés facilement I'égalité suivante

S S Siz Sz
Ss; Sy Sa2 Sa
S12 S; Siz Su
S:2 Sz Sas Sus

M=

@y &y 23 Zy
YA J2 s D
Z1Y1 T): ZiYs Ty

= 21228323 Y1723V e

Cela posé, représentons par A(z,y) la déterminante fonction-
nelle relative aux premiers membres de nos deux équations du
second degré, F (@, y) = o, ®(z,y) = 0, ¢'est-a-dire I'expression
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dy ow b
liaires ny, na, 73, N4 par ces formules :

et introduisons les nouvelles quantités auxi-

fi TS TS AN SN
NEWND) 4
Ni== ZaMa = Vells - T2 Vo s
(1) / L) :
:aznw’?‘-rx'ﬁ: Yiet)s ke ol
i Ay, )
T N TeNe—EYels + Bufene
g Ay, i)

On trouvera, par la substitution dans les équations (9), qu’elles
se transforment ainsi :

1§ N\ 2 % z
135 «n3E B 3L
N2 &y
W35 3T w32
04 zy X
. i s A 2
"‘ZA : ”’2 TN 7‘“24 a

IDOF SRS SR <

en représentant pour abréger, par exemple, la somme symétrique
T 1

TS T

A(@y, y1) A(@a, ya)

. N [ N 3. - . .
de M. Jacobi, les sommes 2‘ 77 2‘ = elz% s’évanouissent ; ainsi

nos équations en deviennent plus simplement

L : . s
o [ Z 0 Mais, d’aprés un théoreme

Dans ce systeme, le déterminant n'est plus I'unité comme nous
PPavons trouvé plus haut pour des équations analogues; on obtient

<

SUR L'EXTENSION DU THEOREME DE M. STURM. 1

aisément pour sa valeur
zy\? vzyz S‘zﬂz,,e'
(2 ,\) A VAN B
dont voici expression en fonction des coefficients des équations
proposées. A cet effet, soit
F(z, y) = azt+obay cy*+...,

P, y) = ax?+2Bay +yy2+...,

les termes non écrits étant d’un degré inféricur; posons, pour

abréger
Rl A=po— b1
B =ac—ay,
C=ab—aB,

B:—4AC=® ().

On trouvera par un calcul facile

N ZY E e E

Zr__u)’ 2;‘ ®’
A oz \ 2 X 'L‘ }4/5‘ ! I}_l.

(ZT) [(ZT) *24 A Z A]‘ [

Le cas d’exception a nos formules se présenterait lorsque B ou
® s’évanouissent, mais, en général, ils seront diflérents de zéro;

donc

alors la quantité précédente représentant le produit des détermi-
nants relatifs aux systtmes (g) et (11), on arrivera a cette
égalité

1 r 1 1 2
z B B e B2

; % = =5 MA@, 1) A(@2, 2) A(25, ¥3) A2y, 4),
Ju I T I ®

iYL Za¥a Zi¥s TaVa

d’ott 'on conclut la valeur de Ay, sous la forme suivante :

B2

A= 21 2223 By Y1) Y3 ) — A @y, y1) A(@s, 72) AT, ya) A(@s, pu).

(') Cette quantité ® est le coefficient de la puissance la plus élevée dans 'équa-
tion finale en  ou en » quand on a fait disparaitre les dénominateurs.
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On retrouve bien ici la propriété connue de la fonction A de
s'évanouir pour deux solutions égales, car si l'on suppose, par
exemp]c, a7y = oy Gl gy = deux colonnes du déterminant
deviennent identiques et il s'annule.

VI. Résolvons, par rapport auxinconnues 7, les équations (12),
leurs valeurs auront la forme suivante :

= aly +BZy + L+ 8Ly,
v g = (5 5

|

= T e [ By oy,

ny = a"Zy,

et 'on pourrait méme démontrer qu'on a ces relations

, " 8w Q.
‘5:&1 1 =a o=a", P

mais, pour abréger, nous éviterons de les employer en modifiant
légerement la marche suivie précédemment dans le calcul analogue
pour les équations a une inconnue. Posons d’abord

0y(@, )= % @ 'y~ "y,

(2, y) =g+ po+FYy,

Qulw, y)=1+12+77
on trouvera, par la substitution des quantités n dans les équa-
tions (11),

Q, (@1, Y1) 21+ Qa(@, ¥1) Lo (21, Y1) Ds+ az,,’

G= A(xy, y1)
L 9(@a, ya) i+ (@, ¥a) Bk €9 (22, 02) Lo BLe
¢ ) T A(zy, 72)
() 0@, y3) Lyt (@3 ya) Lot (s, Vo) ot Bl
22 Az, y3)
L@ (@, ) i Qo (@, i) et (@ ) Lot 3Zy
SV A( By yu)

Or, en multipliant les équations (9) Tespectivement par 5, 31,

Za, 2, et les ajoutant, il viendra en ayant égard aux équations (10),

G t Lt 0= 52t gyt Sl Sl

Z3Ys Ty Ys

1 1
1Y L2 )z

Qu’on subslitue maintenant dans le second membre & z;, 52, ...,

b e e R AT
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leurs valeurs en fonction linéaire de Z;, Z,, .. .; valeurs que nous

avons p]us haut représentées ainsi :

ATy T,
ARZ,—+ AYZ,
ARz A
Za= ALT - AL T AL T AN,

La relation obtenue existera identiquement quelles que soient
les quantités Z,, Z,, ..., et, si I'on compare en particulier les
coefficients des carrés dans les deux membres, on lrouvera de suite
la formule & laquelle nous voulions arriver, savoir :

$(2p) - 0f(2 p) £ O3 (m )+ 82 A
oy ALz, ) T

+ At

. N 5 ;
le signe 2‘ se rapportant aux divers couples de solutions y, y,,

Lay YVay oo

VII. Arrétons-nous un instant, avant d’aller plus loin, sur une
conséquence remarquable des calculs précédents. Rapprochant
des équations (@) les équations (14) qui en donnent la résolution,
nous voyons cue les prcmiéres sont satisfaites en annulant Gy G5,
T, et faisant

=12, ¥ =1L aiyili=Ls

donc, dans ces hypotheses, il en sera de méme des secondes. Or,
il suit de li qu’en posant

2, y) = Qu(@, y) + 21 Qo(, 1) + 71 Qul(@, y) + Sy )4,

on aura a la fois

Q(ay, y2) = o, Q (@3, y3) = o, Q(zy, pu) =0
et
Q(zy, y1) = Az, )1 )-

On voit donc que I'équation Q(z, y) = o admet toutes les solu-
tions des équations F(x, y)= o, ®(z,y)= o, sauf une seule.
Les coefficients de cette équation dépendent dailleurs rationnelle-
ment de ceux des équations proposées et de la solution écartée

T, — T, 2
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2, )15 ainsi le polynome Q(z, y) peut étre regardé comme ana-
logue au quotient de la division du premier membre d'une équation
2 une seule inconnue par l'inconnue diminuée d’une racine. La
relation

(1, y1) = A&, 1)

confirme encore cetle analogie, la déterminante fonctionnelle
jouant dans cetle circonstance comme dans tant d’autres le role
d'une dérivée. Enfin, nous remarquerons qu’en joignant a I'équation
Q(x,y)= o une combinaison linéaire des proposées ou le carré
de Pune des inconnues ait été éliminé, le systeme ainsi obtenu
conduira 4 une équation finale en 2 ou en y, du troisieme degré
seulement; ¢'est ce qu'on vérifiera trés facilement par Iapplication
de la régle de M. Minding, ou méme directement par I'élimina-

tion.

VIII. Nous allons maintenant revenir au cas de deux équations
F(z,y) =0, ®(z,))=odu degré ne, pour présenter de la ma-
niere la plus générale des caleuls entitrement semblables aux
précédents, et quiil sera bien facile de saisic. Désignant par les
mémes lettres affectées d'indices simples ou doubles, les quantités
analogues, nous considérons en premier lieu entre deux groupes
de quantités, { et Z, un systome de m? équations linéaires,
déduites de la suivante :

m?

(9" > wbybto="Log
w
T

en attribuant successivement aux exposants p ¢t g toutes les valeurs
0, 1.2, ..., m— t. Ges équations seront, comme on voit, les ana-
logues des équations (9); nous établirons aussi un second systeme
de m? équations entre Jes mémes quaulilés Z el un nouveau groupe

d’inconnues 5, qu'on déduira de la suivante :

m—1

(10") lo=Zo)w E T s i j>
&)
1

en attribuant a Pindice w les valeurs 1, 2, ..., m*, et ces équations

correspondront aux équations (10). Gela posé, I’élimination des
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onp 5 B o
quantites § donnera m? e(uations entre les inconnues 5 et Z dont
voici le type :

i

P T ; "
oY 6T0 Ve 2 Tyl i) =Lp,g,
.
1 o J!
ou bien encore
m* me—1
O . :
E P+ gia+ &
2, Z; =
= g ) Yo Siy=Zpg,
%0,

et, en intervertissant 'ordre des deux sommations,

m—1 mz

< - -
: 2 PHIEE gt
] Ty @ =Lpg-
i » I &)
o n

Mais nous avons deja introduit la notation S ; pour désigner la

somme symétrique 2 24, de sorte que nous écrirons plus sim-
plement

m—1

(8) Y FaSreitaris=Lpa
—,

Nous fixerons I'ordre dans lequel toutes les équations du sys-
teme se déduiront de celle-li en attribuant d’abord 4 ¢ la valeur
zéro, et & p la série des valeurs o, 1,2,...,m —1, puis & ¢ la
aleur 1, et & p la méme série que précédemment, et ainsi de suite.
Cela étant, la fonction A se déduira du déterminant relatif au sys-
teme ainsi formé apres s ler 1é }

i o apres g des termes en diagonale on aura retran-
1€ une meme quantite A, de sorte que A sera un polylmmc entier
du degré m2:

A= Ayt NA -+ A2A2 4 (— ) ont)

i
et ce qu’il nous faut calculer présentement ce sont les deux pre-

miers coefficients A, et A, ou plutét le rapport A
Ay
BT o , 4
Fl dab,ord Ay sera le produit des déterminants des systemes
(Yg) et ‘(IO ), eten désignant par @ le premier on trouvera de suite
Péquation

A= 2iy1@aya. . @y B2
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Le déterminant ® appartiendrait également au sysieme déduit

de I’équation suivante :

m—1

4 ‘Z i J e
Cw= AW ACETN )
i

0

puisqu’il ne différe du systéme (9') que par U'échange des colonnes
horizontales et verticales, mais nous verrons ainsi plus facilement
une propriété essentielle de ce déterminant, celle de ne pas changer
de valeur lorsqu’on met respectivement &, — £ ety — n A la place
de 2, et ), c'est-a-dire lorsquion considere, au lieu des équa-
tions
F(z, y)=0, D(z, y) =0,

les suivantes :

F(z +&, y+1)=0, $(z -+t y+mn)=0"

Qu’on fasse en effet pour un instant
m—1

Uiz, )=, @iyl i,

i)

0

le changement en question reviendra 4 mettre ala place de 5, une
fonction linéaire des quantités 5, donnée par le coefficient de @iy”

dans le développement de I'expression
W= =3y = 4 4E17)

suivant les puissances de z et y, de sorte que si I'on fait

m—1

W(—Et+a, —n+y)= 2 lyish,
i j
o

ce sera précisément la quantité s ; qu'il faudra substituer a = ;.
Mais si I'on met dans I'équation précédente = +Eety+mala
place de z et y, le premier membre redevenant Il(z,y), on voit
que les quantités = s'exprimeront inversement par les quantités s,
sans introduire aucun dénominateur; donc le déterminant relatif
a la substitution des 2’ aux s ne peut étre que Punité.

Cette remarque nous permet immédiatement de passer de I'équa-

tion
Ao= @1 Y1%2) 3 - - Ty 02 B2
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4 la suivante :
Ay(& 1) = (21— &) (1— ) (22— E) (ra—m). . (@2— &) (2 — 1) B*

sur laquelle nous nous fonderons plus tard.

Sen S R

La détermination durapport \—' dépend, comme nous 'ayons vu,
0

de la résolution des équations (8') par rapport aux inconnues 3,
o x o

de sorte que si I'on représente les valeurs de ces quantités par la

formule générale

AGJi Lo
on aura

)
A
v

) ( .

Pour effectuer sous la forme convenable la résolution des équa-
. A i i

tions (8'), introduisons les quantités 4 en posant

m—A1
X, Forbaig

e < T v
=) = e
2‘ M@, yv)

il viendra, par la substitution dans les équations (g'),

m—1 m
fixl]

E o e 7
o Atw, yw) T

(12")

et dans ¢e nouveau systéme on devra, d’aprés le théoreme déja
cité de M. Jacobi, annuler toutes les sommes

m* .
Z i b
= A@w1w)
dans lesquelles on aura

P+qg+i

Ainsi, en particulier dans la premiére équation ot 'on doit sup-
POSCI‘
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toutes les inconnues disparaitront, sauf la derniére &y, mul-

- . S el

tipliée par la somme non évanowissante en général, Z S
E w A(@w, Vo)

i
Mais ce qu'il importe surtout de remarquer, c’est que les coeffi-
cients qui ne disparaissent pas sont des fonctions rationnelles des
coelficients des équations proposées, fonctions que M. Jacobia
appris 4 calculer dans son admirable Mémoire intitulé Theoremata
nova algebraica circa systema duarum wquationum inter duas
variabiles propositarum (*). Quant au déterminant de ce sys-
teme il est le produit des déterminants relatifs aux systémes (9')
et (11'); si donc on le désigne par 3, on arrivera a la relation

®2= 8 A(@1, 71) A(@2, Y2)- - -A(Zma, Yin2)s

équation remarquable et analogue 4 celle que nous avons précé-
demment trouvée pour les équations & uneinconnue. Nous ne pou-
vons nous occuper ici d’'une détermination plus compléte de & dont

nous avons fait le calcul ci-dessus dans le cas de m = 2; nous

observerons seulement qu’en passant des équations proposées a
leurs transformées en z — &, 3 —n, & ne change pas. Cette pro-
priété vient déja d’étre établie pour le déterminant ®, et il est
tres facile de voir qu'elle a lieu également.pour toutes les quanti-
1és A (Zy, Yw), €0 se rapporlant i Pexpression de A (z, ) ol ne
figurent que les dérivées partielles des fonctions F(z,y), ®(z;))-
Cela posé, résolvons, par rapport aux inconnues 7, les ¢quations
() G oty

m—1

ivi g
Wl Lpg
),

oo

les quantités © étant des fonctions enticres des coefficients des

équations proposées. Si nous posons

m—1

=
Qpq(@, ) =>

ziyiwh,
i ]
o

(1) Jacopr, Gesammelte Werke, t. 111, p. 285-29(.
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on Lrouyera, par la substitution dans les équations (r1'),

Vo) Zpg

s Jw)

tirons la relation

LAY

3L
7

qui existera identiquement par rapportaux quantités Z, lesquelles
entrent seules dans le premier membre. Quant au second membre,
si 'on y remplace z; ; par la formule posée plus haut, savoir

m—1

=

G = A 7

S, > ALl Zp.g
e

il ne dépendra plus de méme que des quantités 7, et, en égalant
les carrés de Z, , dans les deux membres, on trouvera

m?

N N S G S)
ma=

w0 AN (T, Vi)

d’oti on conclut enfin
m—1

(2w, yw)

m—1 m

Ay QU
e AR = —

B2A (D, Yw)

1X. De l'analyse précédente résulte un théoréme analogue
celui que nous avons donné précédemment pour deux équations
du second degré, et qui consiste en ce que le polynome

m—1

\U 3
0@, ) =D Qo )2yt
~.

vérifie I'équation
Q(@y, 1) =8 M@, )1);

)
et s'annule quand on y remplace & et y par toutes les solutions
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simultanées différentes de la solution
r=z1, ¥ =00 z

Comme cela est tres facile a vérifier, nous ne nous y arréterons
pas, et nous avrivons de suite & la démonstration de notre théo-
réme. Précédemment nous avons obtenu I'équation

Lo(§, 1) = (@1—8) (=) (22 —=§) (72— 1) . . . (T2 — &) (Y2 — 1) D2,

le numérateur 5 (2, yw, &, 1) désignant ce que devient I'expression
U o y - . . .

2‘ Q,‘,_q(.rm,_)‘(,,) lorsqu’on substitue aux équations proposées leurs

transformées en z + £ ety 4. Or, il est évident que la fonction

§ correspondante 4 deux solutions simultanées réelles ne changera

Jjamais de signe pour aucune valeur des quantités £ etn. Ces préli-
minaires posés, nous allons, en premierlieu, rechercher comment

s¢ modific le nombre des variations du polynome
Az, m) = No(5, m) == hA((%, 1)+ .= (— 1y

lorsqu’on y fait croitre 7, d’une maniére continue de 7, a7, la
quantité & restant constante et égale i une valeur déterminée &,. Et,
d’abord, les coefficients de deux puissances consécutives de X ne
pourront jamais s’évanouir en méme temps, et si un coefficient
s'annule, le précédent et le suivant seront de signes contraires.
(C’est, comme nous I'avons déja dit, une conséquence du théoréme
de Descartes et de ce que I’équation A (Z,7) = 0 a toujours toutes
ses racines réelles.

Ainsi des changements dans le nombre des variations ne pour-
ront survenir qu'autant que ce sera le dernier terme qui viendra a
s’annuler. Mais, d’apres expression de ce dernier terme, les valeurs
de ' qui peuvent 'annuler sont uniquement les racines y du sys-
téme des équations proposées, quisont comprises entre les limites
N €L 7
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Cela étant, considérons le rapport

Ai(& 1) ____2 A )
L& m) (@o— §) (Yo—1)822%(Zw: J'w)

k. 2 (@i Ein)
& (@0 —2) (1 — 1) 323 (%o, Vo)

pour une valeur de 7 voisine d’une racine y,,; son signe dépendra
F(Zers Yo & 1)

(%o — &) (0 — ) 8252 (20, o)
nous avons établi relativement au numérateur, du seul facteur
1
(@o—5) (n—yw)
si &, — 5o est positif, ce rapport sera négatif pour une valeur de 7
un peu inférieure A y,, et positif pour une valeur un peu supé-

du seul terme » ou, d’apres ce que

- Or, deux cas sont a distinguer; en premierlieu,

rieure; done alors une variation se change en permanence dans le
polynome A (%, 7), lorsque 7 atteint et dépasse la racine ye. Mais
si noussupposons en second lieu 2, — & négalif, ¢’est évidemment
le contraire qui arrive : ¢’est une variation qui s'introduit dans
A(E, ) lorsque 7 franchit la valeur y,. Il est facile de conclure
de 1a la signification de la différence ¢z — ve, ., ¢'est-a-dire des
séries du nombre des variations du polynome A (&g, 7,), sur le
nombre des variations de A(%,, n,). Considérons z, comme
Iabscisse et y%, comme lordonnée d’un point rapporté a deux
axes rectangulaires dans un certain plan, de sorte qu’a chaque
solution du systéme de nos équations corresponde un point déter-

miné. Cela étant, si nous menons deux paralléles a I'axe des
absc

es par les points dont les coordonnées seraient

z =&, z = &,

I =% &=

les points auxquels correspondent des solutions et qui seront com-
pris dans U'intérieur des deux paralléles se partageront en deux
groupes &, selon que leurs abscisses seront plus grandes ou plus
petites que £,- On voit que ceux du premier groupe seront a droite
de 'ordonnée verticale menée par le point (,,7,), et les autres &
gauche. Donc, lorsque la quantité 4 varvie d’'une maniére continue
de np any, le polynome A(5,7) perd autant de variations qu’il
existe de points dans le premier groupe, et en gagne autant qu'il
en existe dans le second. Soient donc respectivement 9% et 9%/ le
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nombre de ces points, on aura la relation

— 07, = 9% — 3T,

3 TN T S S ;

Cela posé, si la quantité &, devient g;, 9% s’accroitra du nombre
des points renfermés dans Uintérieur du vectangle, ayant pour
(f(")l'([(”lnées [le ses sommets

z =¥, 2 =&,

2
¥ =T I =49 7= 7= D

et 9%/ sera diminué du méme nombre. En le désignant par 72, nous
aurons donc

— 0F, = (96 - n) — (I — n) = I& — I~ 2n.

cédente conduit immédiatement

Or, cette relation jointe A la pr
a notre théoréme qui consiste dans I'équation

X. On a pu remarquer dans les caleuls précédents que les deux

inconnues @ et 3 élaient traitées de la méme manicre; ¢'es
symétrie qui nous a engagés A nous occuper ainsi avec détail de deux

équations générales du degré . Mais on va voir que les mémes
principes conduisent & une analyse plus simple lorsqu’on considére

deux équations de la forme

F(z) = o,
L(z)=7, |

F(2) étant un polynome entier et ®(z) une fonction rationnelle
quelconque de 2. On obtient d’ailleurs des formules d’une appli-
cation numérique trés facile, el qui n’offrent aucune exception.
Nous admettrons seulement qu'on ait enlevé, dans le poly-
nome (), les facteurs qui lui seraient communs avec le dénomi-
nateur de ® (z), de sorte que toutes lesracines y soient des quantités
finies. Cela étant, nommons &y, Zs, ..., Zp les racines de I’équa-
tion F(2)=0; 51,52, -, ¥m, les valeurs correspondantes de y,
et T la somme symétrique y, 2 4y @l + ... +y,,,xfn; notre

fonction A

T

T Lot

m+2

lorsqu’on substitue x -+ & et y + 7,  la place de @ et y, dans les
équations proposé

s, et le nombre des solutions simultanées com-
prises dans U'imtérieur d’un

tangle sera encore donné par la
méme formule que ci-dess

XI. La démonstration repose toujours sur le calcul du terme
indépendant et du coefficient de la premicre puissance de % dans
la fonction A; nous le présenterons de la maniére suivante.

Formons en premier lieu, entre les quantités § et Z, les m équa-
tions :

G+ Cot. . =L =1Ly,

i =y,
st 2 U= Lo,

S . ) o7 —.7,
(') == R gy,
TPlE7, e =2 e
I oY NG = Ly

semblables aux équations (2) du paragraphe II, puis, entre les

quantités ¢ et Z, les suivantes analogues aux équations (3),

savoir :

G =1 (21 51+ 2} 3o+ .+ 2 5,,),
G =y2 (22 51+ 2] a2 50),
(3% & = ya (@) S1+ @3 Sart oo @ Em)
Cn=Ym(Tms1+ T3 Ts~. . .= T Zm);

on trouvera d’abord, par I'élimination des quantités g, les rela-
tions

Sy aa=1,

Sy ..+ Sy Bp=1Zy,

(")

Zr+ o+ Spas zp =Ly,
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la quantité S; désignant la somme G e P A oo == P

Donc le déterminant de ce dernier systéme, ¢’est-a-dire précisé-
ment Ao, sera le produit des déterminants relatifs aux équations

(2') et (1'), ce qui donnera la relation

Sit S s

S S5 oo S
Ao=| S, Ss Stz
1 1 1 =
2y 2 P
ZmYm | @} &R ono @y |9
Irlnfl .T_J_|”—I AR 1«;:: 1 |

ou, évidemment,
No='z 1 @2 ¥2- - - Tmym E (@1) E'(n). . . F'(@m).

Donc, désignant par A(E, 1) ce que devient la fonction A, par
rapport aux équations en z -+ £ et y 47, et faisant comme ci-
dessus

A(E )= No(E5 ) =N BA(E M) = (— DAz
on aura

Bol&, m) = (@1 — &) (y1—u) (@2 —8) (92— 1)

X (@n—§) (¥m—n) E'(z0) F'(22). .

(@)

Ay g, oy
Le calcul du mppm‘L\—' dépend, comme nous I'avons déji vu, de
a0

la résolution des équations (1'); soit donc

L+ ALT,,

e AN T,

on aura
A,

un

v

de donner
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Maintenant, pour effectuer cetle résolution, nous introduirons
teme de quantités auxiliaires 7 par les formules

(e fo = Tk @3ne— @ T nmoy
G = A 2
i e
T SO T L P
1€ = o
) dreis (@2)
S R A e O A a6 5
o e i ity M P . e Ve
tm= o 2
# (@)

En substituant dans les équations (2”), il viendra

—~ =1 o
i — =1y,
L ’

SO G0 )

~ gp2m— 2
T s Y i = L

Or ces équations se résolvent immédiatement comme on va le
oir. Soit, en eflet,

n o @y M= AN ey =

F(x) =
On vérifiera sans peine les valeurs suivantes que nousavons omis
explicitement dans le paragraphe I11, savoir :
o =Zn + @lp—i+ Ly s Lyt @y Ly,

=Ly + @ Lo+ @ lpmg .. .= @m—ly,

Z, +ayly,

Nm—2

=1 = L1.

Que l'on pose donc

2@+ Qp—1,

0, (@) = @M1+ &M=+ dy #M=3 . Wi

(2) = 22 @, @M=3 = Ay T~ G

Q,
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on trouvera, par la substtution des quantités 1 dans les équa-
tions (4"), les valeurs

o _ Q@)+ (1) Za (@) b+ Lm

G = @) ’

s Q@)L+ (@)l = Q1 () 2+ L

L= F(z3) )
_ (@)l @ (Tn) Lot Qe (Tn) Ly = Ui

&= g

E' (@)
Cela posé, les relations (2') et (3") donnent la suivante :

il
Z171

et si 'on met dans le second membre, a la place des quantités z,
leurs valeurs en fonction linéaire des quantités Z, on trouvera, en

comparant les carvés de Z,, 7., ..., les expressions auxquelles
nous voulions pavvenir, savoir
ple SR 0wy oF (@)
@1y F2(21)  @2)2 F2 (@) P )

elles donnent immédiatement

‘L‘:__f.\u_ Z)tee == Q5 (3) 1
X i zy [ (@)

le signe 2‘ se rapportant aux diverses solutions simultanées. On
en conclut qu’en passant des équations proposées a leurs transfor-
mées en z -+ & el y + 1, il viendra

Aq(E,
Ao(E )

D)

expression dans laquelle le numérateur désigné par 5(z,%) ne
pourra jamais ni s’évanouir ni changer de signe quel que soit &,
lorsque la racine = sera réelle, puisqu’elle représente une somme
de carrés. Nous pouvons donc appliquer exactement la démonstra-
tion employée précédemment pour la détermination du nombre
des solutions simultandes qui sont comprises dans intérieur d’un
rectangle ayant ses cotés paralleles aux axes coordonnds. Seule-

SUR L'EXTENSION DU THEOREME DE M. STURM. Sh

ment on voit de suite la possibilit¢ d’obtenir parle calcul des quan-
tités Sy, S, ..., les divers coefficients de la fonction A (5, ), qui
jouent dans cette question le role de fonctions auxiliaires du théo-
réme de M. Sturm. D’ailleurs aucun cas d’exception ne peul ici se
présenter & moins que I'équation F(z)=o n’ait des racines
égales. Mais, méme alors, nous pouvons conseryer la fonction
A(%,m), dont le premier terme A, (&, n) disparait, car les deux sui~
vants A, et Ao, s'il existe par exemple deux racines égales, se
trouvent prendre la méme forme analytique et jouer le méme role
que les deux premiers. Nous développerons ce qui se rapporte & ce

sujet dans un autre Mémoire.

XII. Il suffira d'un peu d’attention pour reconnailre qu'on peut
uations simultanées les prin-

étendre 4 un nombre quelconque d’é
cipes appliqués précédemment d deux équations a deux inconnues.

Nons en donnerons un exemple en considérant le systeme suivant :

B =0,
D(z) =y,
V(@) =z,

ol nous supposerons que les fonctions ® et W sont rationnelles et
ne deviennent infinies pour aucune valeur satisfaisant i la premiére
équation F (@) = o. Soient loujoars 2y, &a, ..., n les racines de
celte équation, ', 51, ), 32y - - 3 Ym
pondantes des inconnues y et z, et Uz la somme symétrique

%, les déterminations corres—

V13T Y232 Ts o o= VoS m Ty

nous considérerons encore le déterminant

U
Upras

Upsa |

Us U,

- 0 5
Uy, Upsr Upsr ...

2m—1— h

de méme forme analytique que les précédents. Cela posé, sil'on
substitue z + &, 3 + 0, 5 + { aux inconnues proposées, il devien-
dra fonction de &, 7, , et nous le représenterons par

A%, m, €)= Ko(&, m, E) = N AL(E, M, ) o = (—n)mun.
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Or, on Lrouyera les expressions suivantes, savoir :

Ko(G, 1 ) = (2= ) (=) (Gi= O (=) (r— 1) (2=0)- .
S et < F'(@y) F'(@z). o B (@m)s 8

Mon®l xy F(= &) (i
(6 0 %) (@—8)(y — )= — @)’

le signe 2 sétendant aux diverses solutions et le numérateur

§(w, &) étant la fonetion déja considérée dans les cas des équations
4 une seule et 4 deux inconnues. Gela posé, soit, pour un systeme
donné de valeurs de &, 1, &, ¢ (&, 1, ) le nombre des variations du
polynome A(E, n, C), nous allons en premier lieu donner la signi-
fication de la différence ¢ (&, n, Co) — ¢(E; 1, &) ot mous supposons
¢, > %,. Considérons en eflev 2, y, 5 comme les coordonnées rec-
tangulaires d’un point situé dans Pespace, de sorte qua chaque
solution des trois équations proposées corresponde un point déter-
miné. ¢

Les deux plans 5 =&, et 5 , comprendront dans leur inter-
valle un certain nombre des points figurant ainsi des solutions ;
nous les partagerons en quatre groupes de la manitre suivante.
Menant dans le plan des zy des paralleles aux axes des « et des y
par le point dont les coordonnées sont & = &, 3 =1, on voit que
ces droiles détermineront quatre régions, que nous désignerons
par A, B, G, D, et les points dont nous formerons un méme
groupe seront ceux qui le projettent dans une méme région, ou, si
Von veut, dans Uintérieur d'un méme angle. Soient A et C d’une
part, B et D de lautre, les angles opposés par le sommet; dans les
deux premiers, les expressions (2 — &) (y — ) seront de méme
signe et, pour fixer lesidées, seront positives; tandis qu’elles seront
négatives dans B et D. D’aprés cela, on voit de suite qu'en nom-
mant respectivement a, b, ¢, d, les nombres de points qui‘appar'—
tiennent aux régions A, B, C, D, la différence

0 (&, my Go)—9 (% 7, C1) (]

aura pour valeur
a+c—b—d.

Considérons en second lieu deux valeurs de n, 7, et 7, en
laissant constante la quantité & Les deux droites y =19, 7 =







