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on établit par Iégalité des formes canoniques celle des expressions
proposées elles-mémes. Apres avoir démontré la relation

U, = at B[ e He =+ (13 + fgh) FH + (7* + f£)* ],

nous en déduirons comme il suit toutes les autres.
Soit pour un instant
Un— B8, H. B, k2t fal)y
nous obtiendrons d’abord Uy, en effectuant sur les racines la sub-
stitution { EV h } qui laisse ¢ invariable et donnera
<3V

Uo= &(F, — H, &, k2+ fig, )

Maintenant, ajoutons aux indices les nombres 1, 2, 3, 4, il
viendra, en désignant par iy by Uy Ly les valeurs correspondantes

de {,
U, = B(Fy, —Hy, Ay, 23+ fign, L),

Us= ®(Fa, — Ha, oy B3+ fodr, &a)y
Uy = @ (Fg, — Hy, Ay, 3= fa s, L),
Uy = &(Fay — Hay Fioy B2 fi &y b )-

Effectuons cnsuite dans chacune de ces égalités la substitution

Zy g .
)& , on lrera les suivantes :

1z
—Uy=®( G5, Fs fs, f3+ 83k )
Uy = &(— Hyy — Gay &4y 85+ T fuy 1),
Up=0(—H;, Gi, g1, 81+ Fafis L),
—Uy=®(— Gz, Fa, fo, f3 82ty ).
Enfin, dans chacune d’elles ajoutons aux indices des racines le
nombre nécessaire pour ramener dans la fonction @ les quantités

I, G, H, et Uon obtiendra de cette maniére
e @y By e D)
IC et b = (Chy i Gl O
U= 0(—H, G, &) &2+ If10);
— U= ®(— G, F, f, f:+g&h 1);

Q’ott Pon conclut, comme L'on voit, les résultats qui concernent les
quantités U. A l'égard des quantités V, il suffira d’effectuer dans
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les égalités qui préce B \
tgalités qui précedent la substit i e "
a stitution (7 car Uy Wy Wy

3
£
§

<

U,, Us, U, devienn A Ji 7
2, Us, U, entipani] E=—SV SV Sy SN
que I'on aura S e

=Ve=a(=k I, =3 B, )
Vo=®(—U, —F, — f, f2+ gh, I)
—Vi=®(—G, —H, — &, b1+ fz, 1),

Vo =Co=I @ =G giesli O,
Vo=@(—F, —G, —g, g2+ &f, 1),
=\ ’

v=0( G, —H, —h, B2+ fz, 1),

et toutes les relations données plus haut se trouvent ainsi démon—

XVII.

La considérati s ités U
ration des quantités U et V ne suffit pas seule a Pobjet

(ue nous avons en vue, et aux rés iltats précédents il est nécessaire
de joindve ceux que nous allons tiver des fonctions cyelig u‘e: IL
secm?d ordre envisagées par M. Brioschi dans le heau et iml)u :l‘( 5
travail déja ?ilé.: Sul metodo di Kronecker per la i'[so[lu'-li:rlll:
l{lr,’lmiﬂ(/ua:.(o/%t di quinto grado. Voici d’abord les valeurs de ces
onctions, ainsi (Ille lelll‘i fOl'IllL‘S C(’ll]()]lil’ll[eS €n ¢ et n ‘ .

o= a2(E—&1) (B1— &) (Ba— £3) (82 — E0) (&
\llu»*“”(?b—ﬁ)(ia—is)(i'.—51)(51‘52)(&
"1—‘—1;(:.1—55) §s~5«)(5«“52)(52—Eﬂ)(EJ—EI):”ﬂ“?(i—‘n)(‘—'f)
* (82— 80) (80— &) (81— 8) (55— &) (83— Ba) = 25021y (1 — 3

*(8—80) (81— 82) (82— &) (B — Eo) (Bo— £a) = 2502y (4 — 1),

!
W=
' U=

W= 22(E — &) (Ba—&3) (Ba— o) (50— E)Ei—E ) =250y (z—n)(e—1);

= a2(to— E5)I(Es— &) (Ei— & E
(80— &) (82— 84) (5 — &1) (51— &) (5 — Eo) = 2502 (1 — <),

= (8o— &) (§—£2) (52— Bs) (Ba— £1) (§1— Bo) = 2502 (1 —

e B (e (t B g e
) 0=a2(8— Eo) (Bo— Ea) (53— %3 ) (B — £2) (B2 — &1) = 2502

"2(;.’—El)(zl—zs)(s'.‘in)(%*5!)(53—51)=23l1

)
SR e D —7)(n—1),
/ §a) (Ba—20) (B —41) (B1—&4) & —&)=25a2(c —7) (1 —e),

= (8 —E) (& — &) (B1— &) (5a—bo) (Bo—Fy) = 250%e(1— n).

Cela posé, ¢ noYy i
posé, et au moyen des formes canoniques, on vérifiera immé
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diatement les relations suivantes, dont on verra bientot lim-

portance, savoir :

20,=-+ a2 f[(H—F),
2v,=—o02 f(H + F),

a2u,=—+2*h(H + F),
2itg=—a?h(H — F),
21, =+ a2 (G + H),
2u, = —a2h(G —H),

2w =+228(G —H),
o, =—a2g (G + H),
21y =—a? f(F — G),
2uy=— a2 f(F + G),

2m=—ag(F +G),
203=—ag(F —G).

Jen déduirai d’abord Pexpression des invariants du quatrieme, du
huitieme et du douziéme ordre, de la forme du cinquieme degré,
en fonction de IF, G, H et f, g, k. On trouve aisément, en effet,

u24+u2+uj+ui-uiui=— 25(25A +3y/5D),
021+ b} 4+ 03+ 03+ 02 =—25(25A —3/5D),

et, par conséquent,

b [ J (B2 4 HY) 4 g2(H2 4 G2) 4 f2( G+ F2)] =— 50 (25A -+ 3y/5D),
ot [ f2(F2 4+ H2) + k2 (H2 - G) + g2(G2+ F2)] =— 50 (25 A — 3/5D),
d’olt
@t [ f2(2F24 G2+ H2)+ £2(2 G2+ H2+ F2) - /12 (2 H2+F2+ G) | =—2500 A,
w[f2(H2— G2) + g2(F2— H?)+ 12(G2— F*)] =300 /3D,

Considérons ensuite la somme des produits trois a trois, que I'on
peut éerire de cette manitre

(u2—+ u3) (uf—+u?)(ui + u3)+-u2uf(ui+ i+ ug+u3)
—+ udu?(u2+ ug+ u3 + u3)
“+uZuf(u2-+u+ uj+ui).
Elle est la méme pour les deux groupes de quantités u et v, el a
=q (80 o o
pour valeur /..39<-()4D, — AD). Clest donc un des invariants du

douzieme ordre qui s’évanouissent comme Dy, lorsque la forme
proposée admet deux couples de racines doubles; je I'introduirai
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en le désignant par ®, de sorte que I'on aura

i

I
o ® = 5 /282k2(G2+ H) (H2+ F2)(F2+ G?)

pety __;Zf'.(pz_ H2)2 [ £2(F2 -+ G2)+ h2(G2+ Hz))

G T;S‘(G’~F*)ﬂ [A*(G2+ H3)+ f2(H2+ F2)]

== %h"(llﬂ— G2)2 [f2(H2+ F2)+ g2 (F2+ G2)].

4 '; S 1 PSe K Dressy g 3 S 4 It
Mais ces diverses expressions ne sont pas sous leur forme définitive ;
observant en effet que F, G, Hn'y entrent que par leurs carrés, on
pourra, au moyen des relations

*— He= 41,
H2— F2 = 47,
F2— G2 = 4in,

auxquelles je joindrai

f+g+h=o,

les faire uniquement dépendre des quatre quantités 2, o ) e /
o . 2 ? &
On trouvera ainsi 2

=—2(g%+ gh + h)F2—(g — h)(282+ gh—+ 2h2) L,

=[shl=—(g -+ k) ght,

=&+ APEIFS 4 (g — L) (g + k)2 g2 h2 i F

(g5 48T h+12g5h? 6853 —35 g% ht 46 g3 o - 1282 RO+ § g hT - y5) 2 0=

—2gh g~ll)(gﬁ+3‘,,a/, +Sga/,z_;_”gahx+Sgglbg+34,/l54_’Lﬁ)[’

ctla valeur de @ montre bien effectivement qu’il s’évanouit pour
l=o0 et o

— Yogt—i 1
; 8 =0, cest-i-dire lorsque deux couples de
deviennent égales entre elles.

Les équations (1) peuvent aussi servir & démontrer immédiate-
H. — IL

racines

26
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bes r 1V r1oschi, savoir :
ment ces identilés remarquables données par M. Br ;
W —+ Wy~ Mg = Mg = My = U+ 20,

= g
We— Uy == lg = Uy — 1y = g+ 2V,

W Mo — W+ Uz -1y = g+ 20y,
= Ug— g — Uz = Uy = Uty + 20,
U= Ug =+ Uy — My — Uy = U3+ 203,

U— Mo -+ Mg o= Mg — My = i, = 205,

Mais U es employor ITINC ment a 1 les nouvelles

Tais nous les mployons l[){lIC nt a Pétude des n

l‘()n mn ues du sixieme ordr rmeées en elevant u el v au
clions cychqu dre forn

cube, et que nous allons joindre a U et V.

XVIIIL.

ier li S 3 s de quantités
Je montrerai en premier lieu que ces deux groupes de quan :
. : iffe remier abor cuvent étre
U et u?, de natures si différentes au premier abord, I).l u :
e { ébri Pour cela, je remplace
ompris dans la méme forme algébrique. Pour cela, je I
¢ s da a |
6s 72 2 ‘équation
les carrés 2 et H2, dans I’équatic
8ud = a8 h3(F3+ 3FH + 3 FH2+ H3),
o 1 1VISE r 1 1e: w.“‘.i:
H2— 4 g et F2+ 4 lg, aprés avoir divisé par 4, il viendra ains
par H2— 4 (g 5

oud = ab (h3F3+ 1313+ 3 gh3(F — 3 gh3 /).

Jopére de méme dans la relation

fg )2 LE],

U,= ab[R3FH2 4+ (RS + fgh)F2H +(h*

ce ([ui donne

B[R F (R fh— £ RS ol
i il .L(fz_;.zf“ltff" — OIS — 3 1) UE — 4 (f* o f2 2 — 1) L,

i 1 5 ixiéme ordre
1 3 < ns cycliques du sixiéme or
On voit donc que les deux fonctions ) 1

sont comprises dans cette forme
o(f, RYFS - W (f, R)H3 - 9y (f, k) LF 4y (f, ) LH,

Snes roisie: soré, 0
o et J étant deux polynomes homogeénes du tlms,lu\lfc 'dvnlw, (j:
! l i i e e I'étude
‘L ] ‘(lu (]nulriéme, etil Yy aurait lieu sans doute d’en fairc
et 9y
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en recherchant Pexpression 1
permette d’obtenir ainsi des fonetions cy
rop m’étendre, Je me borne

aux quantit
que I'expression

SEhU(pu, 4 v,),

ol fghl est proportionnel i Ia racine ¢
aussi du sixiéme ordre, Jenvisager.
cette forme

mU + nud— gRe(p <= yu)

)

ol m, n, ;v sont des conslantes

- Cela étant, je me suis arréy
combinaison suivante :

U—our—

Ehl(6n+ Gu) =0,

ot Pon tire

| Vo= aS[+ fighHs =(h—2

SR firR),
{ Op= as[— s — (f, -

2/)GRIH - f41R],
[ Oi=at[+ f5hGi+ (g — 2 k) f2.00G— I3 IH],

Vo= [—fgh G — (g — o) f200G LA IH],
{ Oa=a8[— fenFs—(y—, E)2JUF - g31G,
{ Oa=at[— fonra —(f—28) 2 fIE — g4,

En opérant ensuite dans 1 |

R
a sul)slituliong a
&
second sy

5 o J'en déduis ce
v )

eme, savoir :

| Qo= at [—fEAES - (F —a) g2 fiF — I OH],
Vo=as[—feh B3 (f— 2h) & fIF + 14 IH),

| V1= ab[+ fighHs— (s — .

( Vo= as] SR —(h— 5

VS RIH — 316G,
VS + g4G,

[—S5hGo (g —of)h2 et -+ f4IF],
[+75hG — (g — 2 f) 12 gt + AR,

Maintenant Jje pr

endrai pour la fonction @ ce
Ugul‘cul quatre constantes ([ui tout
seulement, savoir :

tte expression o

a I'heure se réduiront 4 deux

ROt e el (g +g'v).

4o

arrée du déterminant, est
al seulement les expressions de

3

a plus générale de ces polynomes qui
cliques. Mais, pourne pas

s U et n3, et, observant
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Cest dans celte détermination que se trouve le point le plus
) 4 ravai rra élre
difficile et le plus important de mon travail, et elle ne pourra
justifi¢e que par les résultats qui en sont les conséquences, et que
je vais exposer.

XI1X.

Jo reviens maintenant, pour en effectuer la (]élel‘hﬂn"%ll{t:\lv), 'I\l\
quantités précédemment désig:m’:cs par I?, S, T,] cL1 ([:Ju \Il‘bl;l'\(;,:i
dans la formule de transformation propre a la méthode de M.
necker, savoir :

R = t,+ Uy o (U ),
S = uy+ = 0 (Up— o),

T=u;— s 0 (U — ).

L. faisant d’aprés cela, pour

¢ s o=
On se rappelle qu'on a posé ©

abré

(f2+28h)(8 = ML+VELL

f=—2ghF2
o —— ahf G2 —(g2+2f) (h— )I--V38 L
y=—2fsl )= lVBik

—(R2+

on trouyera immédiatement
[ O Wy (Va0 ) = + was fEF,
O+ OV 0 (Va— Vo) =— was I,
Vy— Va+ 0 (01— V) =—wx g6,

) i O+ Qo+ 0 (r+ Vs) =+ a9 f1F,
Oy Q4+ 0(V— W) =— afhhH,
\ 05— Qo+ (V1 —)=— at 29 G.
Soit en second lieu
= 5 f) &hls

e BB
y=(g—f —V3k)fel,
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et I'on aura de méme

[ 2S8Rl [ Wt o+ w (W4 u3)] = + af ft'F,

2f&hi[uy 41w, + w(u,— up)] = — aSkhh'H,

) ‘v7_/:-‘?’11[“3—“2+l“(“n—lh)]=—~ “ gy G,
(2 g

2fERL[0 0o - & (0, + 03) ] = wab f'F,

2fERE[01 04+ 0 (0,—vy)] = — w20 2y H,
\ 2fghl[v3— vy + w (0 — ;)] = — wad 2¢' G.

Or il résulte des équations (1) que p et p/ n’entreront dans R,S, T
que par la combinaison wp - p!, et des relations (2) que g et ¢/
se réuniront dans U'expression analogue ¢ -+ ©g'; posant, en con-
séquence,

wp+p'=y, g+wg =

on trouvera simplement

R = a5 £ F(pf + of'),
—T=agG(p+ag"),
— S = aSAH(ph-+al’).
La formule de transformation 5 = RST peut donc étre présentée

comme le produit de ces deux facteurs, qui, I'un et autre, sont
des invariants, savoir

28 fghFGH et al2(pf--af') (pg -+ ") (ph + ab’).

Le premier, qu’on peut écrire ainsi

FGH — a?FGH

@t fghl —— = 5/5D2—,

met immédiatement en évidence une fonction rationnelle de la

racine &y mais il reste encore & donner explicitement au second
cette méme forme, et c’est ce que je vais faire, aprés avoir ajouté

i
cetle remarque, facile a vérifier, que la substitution 2 28 | n’a
§

v

dautre effet que d’y changer le signe du radical /5.

XX.

Comme élément essentiel de I'importante transformation qu’il
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s'agit d'opérer, j’inlrndnirai ]’cxpx‘cssnon suivante :
A= (f—&)(& — R)(e—F)L

(’est un invariant, comme on le voit de suite, et de plus une I'm\clim.)
vationnelle de la racine %, le facteur «®(f—g)(g—h)(h—f )
représente linvariant cubique de la f(:_l‘l]](} .(11.1 quatrieme ll(};}l'l‘
obtenu en divisant la proposée par E—1F Désignant (lnm:. ')‘(}l' Wy
Dty hay Ay, A4 les cing déterminations qui corr .i[)nndcnt ainsi aux
racines £y, iy s, &3y &4y on aura ces relations remavquables,

savoir :

—+aat(§o— &) Ha Gs Hy,

— 24 (5 — £2) Gy Fs Ty,

Ao— A

Ro—ha=
— 22 (5 — &3) I Fa Gy,

Ny—g=
ho— hy =+ 2a*(&— & )H; G Hy;
224 (86— &) IF, G,

—+ 2a* (& — &) GH, 1,

—2a*(%-- &) FGaFy,

= —a2ak(&—&)GF,Fy,

My — hy =+ 20+ (53— & )HG Hy,

2at (& — &) HH; G,
Pour les établir il suffit, par exemple, de démonurer celles-ci :
e () TR
T e — P B G Lo,

les autres s’en déduisant par une simple permutation cyclique des
érifi i a S €n &

racines; or elles se vérifient au moyen des formes canoniques

ant du dix-huitieme ordre et des quan-

et 7, des facteurs de I'inva
tités 7 elles-mémes, dont voici le Tableau complet :

No=(50)t (1 —e)(1—mn)(c+mn)(c —21)(2e —n),
M=(5n)eir—e)le—mn)(t+=n) (1 —2m)(n —2),
he=(50)ren (e 47— 2) (e — 279 +1) (1 — 28 +1),
ha=(5a)+ (e +n—2en)(c—2m +€n)(q — 2€ +¢€n),

Ny=(5a) n(1—1)(n —e)(1+e)(1—2e)(e—2).

Cela posé, et en se rappelant que I'ona désigné par K I'invariant
du dix-huiti¢éme ordre, on tive des premiéres multipliées membre
A membre : P

(ho— 21) (ho—22) (ho— As) (ho— M) = —pp?

ou bien
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en faisant, pour abréger,

T = (X — o) (A — Xy ) (A — ) (A — Ag) (A — Ny,

et, par suite,
164, 1C
@ F, G, 1,

() =

pour les diverses valeurs de Iindice. Clest ce qui va permettre
d*établir la proposition suivante :

Tout invariant donné sous Jorme de fonction entiére des
racines, symétrique par rapport a Ei, 80, &4, &, et dont le degré
en &y est m ultiple de 4, sexprime par

Lo~ Ao Ly + A3 Ly A3 Ly+ M3 L,

les coefficients Ly, Ly, ... étant des JSonctions enticres des inva-
riants fondamentauz A, B, C.

Soient en effet, pour un instant, 6y, O, ... les cing valeurs de
cette fonction; j'observe que le polynome du quatri¢me degré en A

N6 IR
2 *Z-, OOS) X=X,
o

qui se réduit & @, Oy, ..., pour A=y D=y, o
la valeur de II'(},), s’écrire ainsi :

-, peut, d’apres

¥,

Or 2/, étant la dérivée du premier membre de Iéquation pro-

posée pour § = &,, on sait par un théoréme élémentaire que 16K O

s'exprimera en fonction entiere des coefficients de cette équation.

5.0 S h a3, Gy H . 5 5

Drailleurs les quantités 0, et —‘;!—Vl’ sont des invariants, donc il
.y

en est de méme des coefficients des puissances de L. Or, d’aprés
la supposition faite sur le degré de 6, leur ordre sera , mod4;
ainsiils seront tous le produit de K par une fonction entiére de A,
B, C, Pinvariant du dix-huitié

me ordre disparaissant ainsi comme
facteur commun, et Pon en conclut relativement a © la proposition
annoncée.

T s

FEanIg = i
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Je vais Pappliquer & 'expression
at(pt -+ af') (pg + ag") (3) + ab'),
préalablement mise sous la forme

0 + «* f&hly/50,

&)

ot © el O restent invariables quand on fait la substitution Ui ’-;

8 o 3 REDRAL
mais, avant de commencerle calcul, jajouterai quelques remarques

sur le systeme des quantités A

XXI.

Je considére a cet effet la combinaison suivante :
(0,09~ Dy V5 — DaV3) — (Vo lg - 1y Uy — Uallg )
en employant les relations (1) du paragraphe XVII, on trouvera

qu'elle devient

— H2)+ g2(G2— F?)+ k2 (H2— G?))

= ;[fe(c‘,z_ F2)-+ g2(H2— G2)+ h2(F2— H?)],
4

ou encore
(—fre— g h— ke f+ frh+ g f + Rrg)l=(f— &) (g — h)(h=/)l,

et, par suite, que sa valeur est ho- En partant de la et effectuant
sur les racines &g, £, ... une permutation cyclique, on en conclut
cet ensemble de relations, savoir :

No = (1, 0o~ Dy, — D2 ¥3) — (U lg—+ Uy lty — Uz U3),

M = (D034 g — 030, ) — (1, Uy~ Uty — Uslhi ),

ho= (VVa— D3 — V4 ¥g ) — (allz— Mgl — Uy Uo),

Ny = (V203 DBy — Vo1 ) — (Ualg = Batly — o lhy),

Dy = (D005 Vg5 — Dy g ) — (1h,51y = ol — My lp).

Or, en faisant usage de nouveau des relations (1), on voit que
I'on pourra exprimer les seconds membres au moyen de F, G, H
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et f, g, & Ainsi, nous avons déja

fho=a4[f2(2F?— G2 — H2)+ g2(2G2— F2— H2)+ h2 (2012 — F2— G2)],

et, en faisant, pour abréger,

f=f2+gh, &= g+ hf, W=h=+ fe,

(2, ¥, 5)=—f2a2— g2y — K2z o f 5 + 28" sw + 2 W @y,

on parviendra a ces expressions fort simples :

4= aB(F, G, — H),
fhe= b B(F, G, H),
4dg= o (F, — G, H),
fh=at b(—F, G, H).

On en tire ensuite les relations suivantes

A—M=atF(g'H-+AG), A—A=aF(g'H—kG)
M—A=aGKF +/H), A—l=aG(H'F—fH),
N—A= @ H(fG+gT), A—2A=al(f'G—¢'F),

el par (‘,onséqllcnl, en emplnyrmL les cxprcssinns ])l‘écédcmment
obtenues pour les différences des quantités A,

2(8—&)F1Gy = g'H+ 2'G, 251 —%3)GaFo= ¢’ H— I/ G,
2(fa— E)H Hy = 'F 4+ f'H,  o(5— &) FaFy = A'F — f'H,
2(8— &) HyGi= f'G -+ &'F, 2(8i—4)Gill, = f'G — g'F.

Ces derniéres équations multipliées entre elles conduisent a cette
valeur de I'invariant du dix-huitiéme ordre, savoir :

— 64 fghK = a8 FGH (g2 H2 — J/2G2) (A2 F2— f212)( f2 G2 — g2 F2),

Nous parviendrons & 'égard de la méme quantité 4 un autre
résultat en considérant les différences Ag— Ay Ao — Aoy +. ., €t em-
ployant I'équation

162K
@ FGH’

(Ro— A1) (ho— N2} (Po— A3) (Ro— Xs) =

on trouve, en effet, apres quelques réductions faciles, qu’en faisant
pour un instant

Bi(@, 3, )= (21— y3)+ (i sa) (32— p),
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o 2(ho— M) =2t ®(F, G, — H),

2(Mo— Ne)=a*®y(F, G, H),
A)=a* b (F, — G, H),
— Gl (€ 150,

On en conclut par conséquent, en multipliant membre & membre,

K = a8 FGH[ £/(F2 + GH)+ &'(G2+ HF)+ &' (H*— FG)]
X [f/(F2— GH)~+ &' (G:— HF)+ £'(H:— FG)]
< [f(F2+ GH)+ ¢'(G2— HF)+ A'(H2+ FG)]
<[ f( GH)-+ g'( Gt~ HF )+ A'(H2+ FG)].

6 de I’invariant

Enfin, nous joindrons & ces expressions celle du car

du dix-huiti¢me ordre, sous cette forme, savoir
K2 = o3¢ F2G2H2] fig (f — 2)F2 — f2U [ fR(f — R)F>+ F2U]
sl — o) — Pl =iEe=s G|
<[ Af (R —f)H2— p20)[ gh(h— g)H2 -+ K2L].

J 5 (U]

Elle se tire de la relation K2=U_U,, U, », en employant

les égalités

U, Uy= ai2 B2[ 1f (h — f)H2— h20) [ gh(h— g)H2 R21],
UsUs = 212 G2[ £ (f — £) 2 — R0 /R(f — A)F2 =+ f21],
Uy Uy = at2H2 [ gh(s— R)G2— g2 U] [ fele — £) G+ g2,

qu'il est aisé de vérifier. Vindique ces résultats, bien (|1'm Jn n'ni’e
pas & en faire usage plus tard, pour montrer dans la théorie algé-
brique des formes du cinquiéme degré le réle des deux groupes de
quantités F, G, I et f, g, &, qui servent de base au calcul suivant.

XXII.
Un premier point & établiv avant de mettre sous forme d'un
polynome entier en X, Pexpression
(pE+af") (pg + 09") (pb -+ ab’)

est de montrer que la partie multipliée par le radical V/5, et qui
seule, comme on l'a remarqué plus haut, change de signe par la
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{ &

substitution I gy contient dans tous ses termes le facteur fg/t.
€y )

E DEGRE. 4ur

Or en faisant, par exemple, f=o, et par suite g=— /i, on
trouvera

e+ af' = op 2 (F2— o hl)— 29 h3 1,

poag' =— /s 2(1+/3),

pI)+qI)':--p/z’[(l—\/u):

d’ou

(pE=+ af") (po ~+ 00") (0 - ) = — Sp2 s i2[p(F2— o kl)— g hl],

et 'on verrait que le radical \/5 disparait paveillement lorsque I'on
Suppose 2 =0, =0 et /=o. On peut donc écrire

212(pE == 0f") (pg + a0') (ph + qh’) = © - a* f2hle,

ot O et O seront invariables par la substitution ; o {, qui change
( &y

de signe le produit fghl, et par suite syméiriques par rapport
aux quatre racines &, ., &, £,. Ces quan

s, qui sont des inva-
riants, réunissent done les conditions du the

cme donné au para-
graphe XX et, comme elles sont du douzieme et du huitieme
ordre, on est assuré de pouvoir les mettre sous la forme de poly-

nomes en Ay du troisieme et du second degré. Faisant ainsi

(1) @ =0 G BT = ==

les coefficients Ly, L, L., Ly seront respectivement d'ordre 15, 8,
f el o, el s'exprimeront au moyen des invariants fondamentaux
et de la racine carrée du diseriminant par ces formules, ot je pose

Q= 5¢A,

alin de simplifier quelques expressions, savoir

g,

Ly =6l +wmy/A,

Li=cl2 +c'A + ud, /X,

Lo =03+ ' b & +"® + pb2y/N + p'y/as,
- étant des constantes numériques qu'il s’agit maintenant
élerminer.

A cet effet, jobserve que le premicr membre de I'équation (1)
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peut étre mis sous la forme d’une fonction homogéne de F= et [,
dont les coefficients contiendront seulement g et /2, car il suffira
d’y remplacer G* et H2 par F*— 40k, F2+ 4 lg, puis d’éliminer f
au moyen de la relation f+ g+ Ah=o. Diailleurs le sccond
membre est immédiatement de cette méme forme, en vertu des ex-

pressions des invariants fondamentaux obtenus au paragraphe X VII,

et de la valeur
o= ar(f— &) g—Rh)(h—f)l=— at(2g+h)(g—h)(2h+g)l
Cela étant, je dis que dans les deux membres les coefficients des

diverses puissances de F? sont ‘identiquement les mémes; car
autrement on aurait entre F2? et / une équation homogene qui

pourrait donner 7 exprimé en g et h, clest-d-dire une fonction

de la racine &,, et par conséquent cette racine elle-méme exprimée
au moyen des quall‘e autres, [)uisque gcl h ne contiennent pas Eu»
On voit donc qu’il suffira de calculer ces coefficients des diverses
sances de F pour arriver par I'identification aux vale les
En supposant i =1, et n'ayant pas ¢gard aux

puis

constantes «, 6, ....
puissances de g supérieures i la seconde, ce quirend les opérations

faciles, on pourra ainsi les obtenir toutes, i Pexception de ply
facteur d’un polynome en g commencant par le terme g®. Mais
afin de simplifier encore, je vais, en considérant le cas particulier

de f= o, établir @ priord que Uon a e =0, 3 =o0. Celte supposi-

tion donne, en effet,
N =— 22 h2(F2—341),
A=o,
® = a2 i3 12 (F2— 4 1),
o= — 204 A3 1,

et tout 4 I'heure on a obtenu

(pf—+ af") (pa + ag") (ph + ab') =— 8p2 A8 L2[p(F2— 2 /il)— gkl .
L’identité qui en résulte, savoir :

— 8wk d3— 861812 (F2— 3kl)
S T U(F2— 34y — 8 S (B2 — 3h1)3 -+ 0" K8 B (F2 — G Al)
— 8y hs2[p(F2— 2 hl)— q kl),

conduit immédiatement aux résultats annonces.
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S;l‘):. ror 3 P S 3 & Star 1
s entrer my:ufnenﬂm (]d.m tous les détails du calcul, jen
rapporterai les éléments principaux, qui seront d’abord les
cxpressions suivantes, ot 'on n’a gardé que la premiere puissance
ct le carré de g, en supposant, pour simplifier, o =1, h =1, /=1
) ) =1
savoir

A} =8-+36%+ 18252,

Al = —9(4 162 +13g2)F2+§ -+ 208 — 148
MY =—/4g—16g,

oA = 2,22,

&%

Rodot/B = (4 g+ 14g2) F2— § g —

DA =— 2 gt F2i- 2 g2,
® = g2Fo— 22 F* (1 + &+ 128)F2+0g 4 f o2

LtVE =—(4g +12g") PP+ (8 +12g°)F2— 4 g,

/5

Ln second lieu, si 'on fait

(PE=+0f") (pa 4+ ag") (ph + 0)) = LEC—+ MF* + NF2+- P,

on aura

L =—8p3g,

M=—8p[+y5e—(4—3v5)s],

N

—3p—16p2(2 —v/5) & —8[(11—5/3)p3+ Spzg— pg2] 22,
P =163 —8p2q +4[1483— (9 +5V/3)p20+ 2v/5pe2 | &
+8[(t1-+41/5)p2+-(2—10y/5 ) pra—(5—§ V53 ) p0z-+93] g2,
Cela posé, on obtient sans peine :

« = 2p*— p2q,

w=/5(— 293+ Sp2g— apg2),

b =o, n

¢! = 6P —15p20 — 2P0+ 43,
V= — {5+ 3op%a — 82,
V'=—8p3,

La constante p/ v sRceulehaRdAtanine sy .
B lp este dpn(l.l seule & déterminer; je considérerai
¢ cas particulier de g =1, =1, ce qui donnera,,
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en supposant toujours & =1, { =1,

A =— 62,

A =4,

B = 4F+ 4ok,

Ao =0

on aura d’ailleurs

)+ 2.qy/5 |

(pE+ ) (pp 00 ) @)+ )= [—op(F2+4
<[p(4F2— 7 +y/5) = 29(3 +/5)]
<[p(4F2+ 7 +v5)—20(3 —/5)]

et le terme indépendant de F2 suffit pour donner immédiatement

=5 (— 44y 115920 — fopa-i- f0P).

Les éléments de la nouvelle formule de transformation de 1'équa-
tion du cinquiéme degré, A laquelle conduit la méthode de réso-

lution de M. Kronecker, sont done maintenant complétement

obtenus, et 'on a mis en évidence le mode d’expression de cetle

formule comme fonction rationnelle et entiére de la racine &, ce
qqui est un des résultats auxquels je désirais surtout parvenir. On

observera que les valeurs de «, 6, ... prennent une forme un peu
plus simple par le changement de g en g+ 2p; on trouve alors en
effet :

a =—p2y, w=—y/3(3p2q -+ 2p?),

o =—15pg gt Gty p = 2v/5p3,

Y =+ 28p2 — 8pa2, P =1/5(50p3 —5p20 —18pa2+ ja?),

Pm 5,
d’ot 'on conclut

[pCE+ 260t ] [p (- 20") == 00 ] [(2(h + 20+ ab']
— p3(— 8® + 28dbA + 22 /58 + 50/587)— p2a(do-+y/33)"

—apn2(22 /58 — 6hpA + oA + gy/5AT )+ 03 (20 A +/538),

el c’est en multipliant ce résultat par 28 fgh FGH que s’obtient en
résumé la valeurde . Or on va voir qu’on est ainsi ramené au Lype
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de substitution donné par la formule

o0(2) )4 w e, D+ 0 oy (@, 1) woy (2, 1)
Se(@, 1)

.0 : :
que j'ai employée au commencement de mon travail.

XXIIL.

Apres avoir é1é précédemment conduit
des racines les invariants des formes du cinquié
allons d’une maniére analogue définir quatre covar,

d exprimer en fonction
'me degré, nous
lants cubiques
s'offrent d’eux-mémes dans la nouvelle
formule de transformation a 1

dlordre 3, 7, 11, 15 qui
aquelle nous venons de parvenir.
N'ayant d’autre but en ce moment que de rattacher i un point de
vue commun les deux méthodes de résolution que j'ai é
ne chercherai pas a étendre au dela de mon objet de
qu'il serait peut-étre intérdssant de généraliser,
aux re

tudiées, je
s considérations

, et je me bornerai
ultats suivants.

? Serve 2 ressl 3FGH) ar symeétr:
Jobserve que, Pexpression o3 FGH AG élant sy mélrique par rap-
roror

port a E” S2, Ga; Siy ONL pourra éerire
o FGHN; = a N + AL§-+ 3BE2 4+ 3B/E, - A",
les coefficients N, A, ... étant des fonctions entitres de ceux de la
) o be f a a. B.ov. . B, 3 Mac
forme proposée f(z, y)= (=, B s B ) (2, )3, Clest ce que
L'on reconnait par I'égalité

aNg - AP+ 3BE2+ 3B'E +

&

ady  fe(En)  E—E

£,
= 5=

LN B GHAE i )

)

qui a licu quel que soit £, et d’ott I'on tire pour le coell
eette valeur

icient de £+

2

ou, plus simplement,

G y a? [‘.A/Ggl[\}‘/\v’f'
sl y
o

v
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C . 2B, Gy H,
Or on a déja remarqué, paragraphe XX, que la quantité ———
esl, par rapport aux racines, un invariant comme - Ce coeffi-
cient N se distingue done de tous les autres en ce qu'il est un inva-
siant dont Pordre est 47 —+ 2, de sorte qu'il s’évanouit en suppo-
sant 2 inférieur a 4.
Cela étant, je dis que
Az 3Baty + 3Blayt+ Ny?
estun covariant de la forme du cinquieme degré, et je 1 établirai en
cherchant ce que devient Pégalité
BEGHN = AZ3 -+ 3B+ 3B+ A’
TNV ~ e e e

appliquée ila transformée F(X, Y)= f(mX + m Y, nX +n .\ )
acet effet 3 = mn/ — m'n, et remarquant que les racines

Faisant
X s BB o e
de Péquation (X, 1)= o sont les quantités e

que le premier membre devient

ad FGH G

ot Es NolSTon ol
(m — nkp)®

Si I'on désigne par A, B, ... les valeurs de A, B, ..., lorsque T'on
y remplace a, {8, ... par les coefficients de la transformée F(X, Y),
on aura

e o e
a3 FGHNY EIOHH:E\(" Eo—m ) A

B — nt
(m — nky ) m—ng,

(R E—m'

+338

n— nty

et, par conséquent,

N 3 ' i
MG} SBEF OBt A 50
(m— ngo)®
iz NG rE i\ o = ! o
Lo (R ne) gy (BT R, gt se R
e 1k m — nk, m—ng,

\ m

. . A 4
Celle égalité, ayant lieu en substituant a &, l'une quelconque dc':.
racines, est identique par rapport a cetle quantité, et I'on voit
facilement L[u’cn faisant

z=mX-+mY, y=nX-+nY,

on en conclat

(Azd+3Ba2y—+3 B @yt A'yd)8lonto= AXe+3BX2Y 4+ 3B XY +AT,
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o ? v v = 2 °
de s?) te qu au? valeurs n = o, 1, 2, 3 correspondent bien, comme
on l'a annoncé, quatre covariants cubiques d’ordre 3, 7, 11, 15
a8 . 2 i
Cela posé, et en les désignant pour un instant par ¢q(z, y).

¢1(2, %), ¢2(@, 7), 9:(2, ), je reviens a la formule

(1) %= a8 fghFGH (Ly—+ A, L; + A La—+ A3 Ly),
ot Pon a, d’aprés les valeurs de & By s00p

Ly=— p2q,

Ly =—V/58(3p20 + 2pa?),

Li=—A05p20 —12p02— 493),

Ly = o A(28p3 — 8pg2)— 8D p®

/382298 + & (509 — 5p20 —18pg2 + {q5)].

Or, en multipliant et divisant par ol = f; (£
forme %

0; 1), ¢lle prend cette

VACHD)

s
S0y 1)
==y

et c’est le type de substitation que je voulais mettre
les indéterminées ¢, w, ¢, w étant remplacées par L
De plus, on reconnait que les covariants eo(Z, ¥ ),
précisément ceux du troisieme et du sepliéme or
usage, el la relation

en évidence,
05 Ly, Ly, Ls.
@i (z, ) sont
dre dont j’ai fait

61 (&, N=3FGH),

donne méme une démonstration nouvelle de ce fait, établi au para-
graphe VII, qu’on a o1 (8o, 1)=0 lorsque &, est une racine
double ('). Mais je remarque surtout cette conséquence que
I'équation transformée en 5 étant (§ XII)

(2) 5 EB,- 5

les valeurs en p etq de ¢, u, ¢, () SRR 8 6= L, @

(") A P'égard des formes du troisiéme et du quatrieme degré f(

tiant quadratique ou Hessien, quand on y fait z = £, ¥ =1, a pour valeur le carré

x,¥), le cova-
Je(&, 1) et le covariant du troisicme ordre le cube de la méme quantité

H. — II

29
=7
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font disparaitre le coefficient de =2, propriété bien remarquable de
la forme cubique en ¢, i, ¢, ¥ qui représente ce coefficient.

Un autre point de vue sous lequel on peut encore envisager la
formule (1) résulte de Iéquation

160K

0= e’

établie au paragraphe XIX, car elle conduit a cette expression ol

n'entre plus que la quantité hq, savoir

Lo+ g Ly =03 Ly
11" (Ro)

i 2L
5= 16K\/A =

L’équation proposce f(a, 1)= o disparait done Imu.r fuirc. place a
celle=ci @ I(X)= o, qui est directement ramenée a I'équation 1:21.
Ce rt':sullalytv!n(?u\l, il ne veste plus, pour arriver & la résolution
par les fonctions elliptiques, qu'a caleuler I'expression de la quan-

5 n 5 i v
Lité A, afin de déterminer par I'équation A = o le rapport =

XXIV.

‘al i i $ 2 ¥ e N ar 3 e rl 1 i!\ilil
Jai indiqué au paragraphe XIL par quelle voie \I Brioschi .
été conduit a Véquation en z, et je rappelle succinctement qu'en
désignant par w«,, une fonction cyclique des racines de I'équation

générale du cinquitme degré f(5, 1)= o0, qui change de signe par
E L]

ituti o : e ar la sub-
la substitution 1 " %, et nommant «; ce que devient u,, par la s

Sy

ituti &1 Poxpressi ivante, ou ¢ est numérique
stitution Z S i’ I'expression suivante, jue,
S3viti

savoir

3= ¢ [Upt Up+ O(Us+ ws)]
< [y + uy+ o (Ue— uy)]

> [ty — wa+ o (g — @),
satisfait a Uéquation

s(9B1—AG) _
5 —— 23— 4%
Par 4"

iLé e s’ exprima rationnellement par les
les quantites A, B, C et II s'exprimant rati I
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o qrg
cocfficients el la racine carrée du déter:

dans le cas partieulier de A — o que ¢
ment résolue par les fonctions e
faisant

minant de la proposée. Cest
etle équation est immédiate—
lliptiques, et I'on a trouyeé qu’en

Aov3 = U,y

T U + wy+ uy +wy,

= U+ o*uy+ 03 s+ pruy + o uy,

Ay = 2
2\/5 Uy + pu, PP PPy phug,

ol p est une racine cinquieme de I'unité,

donnant

on avait

Cela posé, voici comment

Sl
s'obtient cette quantité si

; celle a S1 1m H

lorsque 'on prend pour ( i

4 ! ! ante
¢ texpression dont jai fait u

sage

E=pO+p'V+ o Shi(gu+ q'v).

On a vu que les quatre indéterminées P
dans la valeur de z, aux deux suivanles

/ Ao o
WPy g5 g se redlns’:llcnl,

=wp+p, I=g+wg,

de sorte que I'on peut supposer

L P =0, ¢'=0, ce qui dor 5
simplement ’ d i

w=pQ + 20 fehign,

ou encore, en C]lilﬂ”’
> geantqgen g+ 2p, comme au paragraphe X XI,

U=pQ —+ 3% fiehl(y o).

Or, on a pour les six valeurs de © et ces expressions
Vum = fh 2 (f— 2 f) g2 fIF — psgi),
Vo= w[—fgh > +(f — k) st fIF + poi),
Vi= [+ feh 0 —(h—ag) f1II — g1,

Vi@ [+ fh 12 —(h— 2.8) f1hIH 4 g6 I

&

2=+ a2R(F +H),
2l =+a*(F — H),
2 =—uae(H —G),
2 =—a2o(H + G),
2Ug=—a? f(F — G),

V= ab [+ chG —(g—2f)h2 2l G eI ), 2y =—a2 f(F + G)

Va= et [—feh G +(g—2 )R g1G + foiF],
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Elles montrent qu’en supposant G = o on a
Vi="Qu W=,
Va= V3, =1y,
el, par conséquent, ;= i, Us= Us, de sorte que l'équation
A — o devient alors une somme de deux carrés, sayoir

wa/5+ iy i . 2 403
Lo 2w - [g+(p - p*) e +(p2 + p?) Ua]

fB=t

ou encore, en faisant toujours © = L‘-,

. 2
U, + Uy % Eo— 80 o))
I 0 omy ) + (Wit @)=k

5 2

Mais Ihypothese G = o revient A supposer nul l'invariant du dix-
huitieme ordre, ou bien a élablir entre les invariants fondamenlaux
¢ une relation du trente-sixieme

de la forme du cinquitme deg
ordre, et, comme la quantité qu'il s’agit d’obtenir est seulementdu
douzieme, celte relation ne pourra la modifier en rien, et c’est en
me plagant dans ce ¢

Jobserve d’abord que les égalités

as particulier que je vais en faire le calcul.

— Gr= 4l

G H2—F2=4lg.

donnant pour G=o0: H2 = — 41f, F2= 4k, il suffit, pour oh-
tenir les invariants, d’employer cette valeur de F* dans les ex-
pressions du paragraphe X VIIL. Mais on peul éviter ce caleul, car

les invariants, fonctions symétriques des racines, ne changent pas

5
de valeur en effectuant la substitution suivante : Z el :\ qui
Eapvan)e

change F, G, H, f, g, hen G, —H, —F, g, i, f3 ainsi l'on a,
par exemple,

gh—+2h2)l

55/

—— a(g*+ gh+h)Fr—(g — h) (28"

= o(h2+ hf + [2)G*—(h — F)Rh2+ kf =2 /1)L
Or cette derniére expression donne immédiatement

% =—(h— NGB+ A+ afnl
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. . T

et I'on aurait de méme

®

o :—l),l:f(Iz—f)(lz“+3h3f+8/i‘f’-:-11sz'f3+8112f‘+311f5+f‘)13

Cela posé, en faisant w/— — Y31
> on trouve pour G=o,

aprés quelques réductions faciles,

ity
= +wuz=zﬁ[u.vf?(f—,:m)lu+fgh(h-f(u)q]JF.

u‘+“w 0 oy = Tl
——w=a[02(f— gw)p —f8h(&— hw)g]ll,
etil vient, pour la somme des carrés, apres avoir

R o remplacé F2 et H2

Fal2(f — g0 [(f2e?— k3 w™)] fhls. p2
=SS g =)k —(—w) ] frgrhr g (= o
+4att[h(h — fo)— f(g— hw)?] f2grh2 05, g2 i

Soit done, en me bornant au coefficient de p2
>

JA(f — o) (f3w— Rw?) fhis
=add -+ a’ A + o' ® + B2 y/A + 8y/As.
On trouvera d’abord «= o, en supposant

supprimé le facteur f1, il suffira de faire f
etenfin de comparer

; et, aprés avoir

by f=—hy f=—0o,

dans les deux meml
con S 3 nbres les termes U
pour obtenir bien facilement Ry

Le x i
: ca.lr:ul des deux autres coefficients est plus facile encor
on obtient en définitive I'équation

e, et

(3(0 i SPERT V°”-‘3> b
2

— (o + /538)Apg —a(d — 3y/58)An2=o0.
Ce résultat co & ’é
e résulta mple ] i
o Elde Péwde que je me suis proposé de faire de
uan,”’ ¢ de M. Kronecker, en prenant pour point de départ les
1tés 9, © j i !
q : és u, xvj)l?, © et je serais au terme de mes recherches si la
ch : ivi 1sal : :
€ que jar suivie ne conduisait encore 4 une autre fon
o

mar:
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tion cyclique dont je vais dire quelques mots. Aux expressions
U,—= o FF,F,F,F, et V= oS HH, H,H;H,, composées avec les
facteurs F et H de Pinvariant du dix-huitiéme ordre, on peut

joindre celle-ci : W, =a8G G, G,GyGy, que la substitution % %H

laisse invariable, de sorte qu’on en déduit, en la multipliant par u,
ou par u,,, une fonction du huitiéme ordre, changeant de signe par
cette méme substitution, et que I'on peut par conséquent prendre
pour w. Soit donc ainsi «=puW -+ qu, on aura, a I'égard de
Iéquation A = o, cetle conséquence remarquable que les coeffi-
cients de p?, pg, g* étant du seizitme, du dixieme et du quatrieme
ordre, cette équation ne contient pas le terme en pg. Mais j'ajourne
I'étude de cette nouvelle espéce de fonctions, et je vais terminer en
reprenant sous un autre point de vue la question déja traitée des
conditions de réalité des racines de I'équation du cinquieme degré.

XXV.

En désignant par A, B, C les invariants fondamentaux et posant

D = A2+128B,
Dy = 25AB +16GC,
N = D3— 10ABD; + gB*D,

jai donné au paragraphe X, pour les conditions de réalité des

cing racines, ces trois criteria : .
D> o, BD; < o, NE==0}

qui sont du huiti¢me, du vingtieme et du vingt-quatricme ?rdrt‘a,
et 'on a vu que, les conditions B>o0,D, <0 ne puuv:m'l. Jamais
avoir lieu simultanément, le second criterium donne a la fois B<o,
D,>o0. Or il est bien remarquable que le théoreme de Sturm,
appliqué a équation en )., reproduise exactement les mémes, r?sult
tals, et c'est ce que je vais établir avant de donner le procédé qui
conduira 4 des criteria d’un ordre moins élevé. Voici d’abord, en
posant avec M. Sylvester

9A=9gA3—211(AB + C),
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cette équation en X, qui a été calculée par le P. Joubert,

AN 2\ o S5
(;) —5A (5) +mD(%)xgm(S.\l)-—z.\)( 2

5

A

+5D(5D —/-M)( >~ D (1084 — gAD — 100A3) = 0.

Cela posé, on trouve, par le calcul direct du premier terme des
fonctions intermédiaires et en supprimant un facteur numérique,

Vo= I8 00y Ve = R0 0e

Mais, pour la quatriéme fonction, les expressions des différences
des quantités A, données au paragraphe X X, montrent qu’elle con-
tient en facteur le carré de 'invariant du dix-huitieme ordre, et 'on
trouve ainsi, pourle coefficient de son premier terme, P’expression

1@2 (kv iy By Gy H, 2= 25 K2 D)
=y
Quant a V, on obtient KD, d’ou il résulte qu’en supprimant les
facteurs K* et K* on retombe bien sur les criteria déduits de la
forme quadratique
Dy#2— 6BD¢ — D(D;—10AB)e2
+D[—Bu2+aD;uw +(9BD — 10AD ;) w2]e

Je remarque [encore que I’équation en X donne un systeme
simple des covariants doubles en @ et 2/ définis au paragraphe XI.
et servanl a déterminer par leurs signes le nombre des racines
réelles del'équation proposée f(z, 1)=o qui sont comprises entre
les limites données. En effet, on peut prendre, en désignant tou-
Jours ces racines par Zy, Z, ..., et posant V = f(z, 1),

Oy = ' — x,
2 x — @,
oy =l (el o RGN

(@—a) (2 —2)

5 (' — 20)(2@' = @) (&'— @)
=V Non i
ie (w—z‘.)(z'—r|)(x~x1)i()“’)“)\')'

Quant a ©;, on supprimera le facteur K2, amené par les sym-
boles € qui contiennent quatre des racines ), et enfin on prendra
Vs=f(=', 1)D. On voit qu’ainsi ¥, sera du premier ordre, ©, du
neuviéme, Vg du vingt-cinquiéme, ©; du treizitme, et ¥, du neu-
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viéme. Mais j’arrive, sans m’arréter plus longtemps sur ce sujet, a
la méthode élémentaire, et qui donne pour les conditions de réalité
les criteria du quatriéme, du huitiéme et du douzieme ordre, et au
nombre de trois seulement. Elle se fonde sur ce que les quantités

u., Uy, ... satisfont & I'équation suivante
w2 (b + 3\/:\_)11‘°+[;(~)la — VR A] us 4 @ué
§

f &

[0 +VE) A au (b — 3y B arae - # =,
i

que Pon forme trés facilement, et dont les coefficients seront tous

réels si nous supposons le discriminant A positif, ce qui est, dans

la question présente, le seul cas a examiner. Or, en revenant i

Pexpression d’une des racines, par exemple
U= a2t (o— 1) (@1 — 22) (22— #3) (25— 23) (2o — %),

on reconnait immédiatement que, z, ¢tant réel, @, et @5 imagi-
naires conjugués, ainsi que z, et z;, on obtient pour u, une
quantité de la forme my/— 1, dont le carré est essentiellement né-
gatif. En établissant donc que I'équation en w n’a que des racines
positives, c’est-a-dire que son premier membre n'offre que des
variations,son aura les conditions a la fois nécessaires et suffisantes
soient toutes

pour que les racines de Iéquation du cinquieme deg
réelles. Si 'on convient de prendre positivement /A, on parvient
ainsi a ces résultats fort simples

A>o, Jo + 3y/A < o, ® <o,

et il est visible que le cas des quatre racines imaginaires
isé par un changement de signe des deux derniers crileria,

carac
en conservant la condition A > o (!).

(') Nous n’avons pas signalé toutes les erreurs de calcul qui se trouvaient dans
ce Mémoire, et qui ont été corrigées par M. Bourgel. Celui-ci a refait tous les
calculs, sauf en deux points. Il a admis que la réduite du cinquiéme degré de
I'équation du sixiéme ordre était exacte dans le travail du P. Joubert
équations du sixieme degré ( Comptes rendus, t. LXIV). Il a admis comme exacte

ur les

c A oh
également la formation de I'équation en <?> (p- 423) et le calcul des premiéres
fonctions de Sturm. E. P
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SaLvox, Algc‘bre supérieure, trad. O. Chemin,
deuxi¢me édition, 1890, p.5

voit

) x s SO

; Clt?st dans la théorie des formes du cinquieme degré qu’on
s'offrir pour la premiére fois un invaria a-di

: ¢ [ . I .‘Dla un imvariant g:luche, C’CS[—H—(]I[‘C un
1nvariant qui se reproduit changé de signe dans toute transformde

de la forme proposée par une substitution au déterminant — g
telle que par exemple .

3 z=—X %
. =
ou bien “

g a= W

= %
Sila for inquie oré dé 6
: forme du cinquiéme degré décomposée en ses facteurs linéaires

es

P =a(z—20y)(2—21y)(* — 227) (& — 23 5) (2 — 2,9,

son expression en fonction des racines s’obtient comme il suit
Posons, pour abréger,

(mn)=z,,—
on aura s

K=a®[(01) (o) (32) + (02)(03) (1)] [(0x) (02) (43) + (03) (04) (x2)] [(01) (03) (42) +- (02) (04) (31)]
><[('2)('“)(»’»3)+(!3)(14)(20)][('2)(13)(04)1—(I»’»)(m)(ﬁ)][(")(L’n)("-")‘;-('é)(u: ‘/‘

X [(23) (21) (04) -+ (24) (20) (31)] [(23) (26) (10) -+ (20) (a1) (3)] [(23) e
X [(34)(32) (10) + (30) (31) (42)] [(34) (30) (21) + (31) (33) (fo)] [(34)
<[40 (43) (21) = (41) (42) (03)] [(40) (41) (32) + (42) (43) (o1)] [(40)

(20)(14) =+ (24) (21) (03)]
(31) (20)+(30) (32) (14)]
(42)(31) =+ (41) (43) (20)].




426 OEUVRES DE CHARLES HERMITE.

Cela étant, je vais résumer dans cette Note plusieurs résultats
relatifs aux facteurs de Pinvariant gauche et qui donneront sous
un nouveau point de vue la détermination des invariants dans les
formes du cinquieme degré.
Soient a cet effet (1)

F = (o1)(04)(32)+(02)(03) (14),

G =(01)(02)(43)~(03)(04) (12),

H = (or)(03) (42)+(02)(04) (31),

et convenons de représenter par F,, G,, H, ce que Llcn.em?em
respectivement ces quantités, en ajoutant le non:]]nm: v aux l.n(llCGS
des racines ,, &y, .- -, pris suivant le module 5. L’expression de
l'invariant du dix-huitieme ordre sera ainsi

K = a's. FGH.F, G, H;.Fa Gy Hy. F3 G3 H3. F Gy Hs,
et en premier lieu je donnerai le moyen de connaitre comment

s'échangent entre eux les quinze facteurs, lorsqu’on effectue sur
R R PE e ’ G
les racines une substitution quelconque. Or, & I'égard de la subsu

tution , on aura pour résultats
v

(O B Fas Fo F. ?
5 it =l =iy 0, — P
GG G, SR
= {—G, Sy b, e (5P
B, Eh By By By
o { F, Ty, Fs, Fy, F, |

La substitution @ | donnera

? Tzy )
A e Es, Fy, E,
i % M, @ —ly =0, =G
G, Gy, Go, Gy, G,
PE AR e T
H, H,, Hoy, Hg, H,
% =, =1y G, —Gi, —F

i ’¢ i inquié «¢. Paris, Gauthier-
(') Voyez mon Mémoire Sur I’équation du cinquiéme degre. Paris, G
Villars ¢t HErMITE, OEupres, t. 1L, p. 347.
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Et comme toute substitution entre cing quantités résulte de la
composition des substitutions élémentaires

;xv E ((@y ) (@ |
) 5 4 >
lenll ool et
on pourra, par ce qui précéde, connaitre Ueffet d'une permutation
donnée des racines sur 'un quelconque des quinze facteurs.
En méme temps que F, G, H, je considérerai les, quantités

J=(81)(24),
£ =(14) (23),
lo=(12) (34),

el je désignerai par f,, g, h, ce qu'elles deviennent en ajoulant v

aux indices des racines. Cela élant, on trouve que la substitution

2, e

{ opere les changements que voici :

| @y

o S i Sy S k|,
=ty =y, =, =k, =l )

2 5 &5 &y &2y &3y S )
=& g s — gl — &)

. a h, Ry, Ry Jig, Il §
=ih ==y =dfe =it =i

Quant & la substitution

¥ ‘, elle donne pour résultats :
5

e b o Jo Fo B,
dh Gon oy Uy g
-0 | 8 &1 &n & &
M@ By o Gy W
30 ; By by M by i )
by ity G Go J )

Dot Pon voit que les deux groupes de quinze quantités se per-
mutent de la méme maniére, sauf certains changements de signes,
quand on effectue les mémes permutations sur les racines de la
proposée. Mais le lien que nous établissons entre elles se Justifie
plus complétement, d’abord par ces relations ou, pour abréger, on
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fait
! =(or)(02)(03)(04),
savoir

G2— H2= 4[f,

et ensuile par cetle remarque que les divers produits

@*F, f,, a'Fyg,, aFyhy,

a2Gy fy, a*Gygy, a®Gyhy,

aH, fy,, a*H,gy, a*H,h,,
@ étant le coefficient du premier terme de la forme du cinquieme
degré. sont des invariants. Ces produits donnent lieu a ce fait
algébrique que neuf d’entre eux, correspondant a la méme valeur
de P'indice v, suffisent pour en déduire lin¢airement tous les autres.
On a, en effet, les relations qui suivent :

2Fy fi= Ff—Gh+Hg,

261 4y= Fg+Gf+HA,

2oHyhy= Fh—Gg—Hf;

oF: fo=—Fh+Gg—Hf,

2Gy gy =—Ff+Gh+Hg,

oHyy=—Fg—Gf+Hh;

A e o) )

2Gy 8=+ Ff+Gh—Hg,

oHghy=—F g+ Gf+Hh;

oF, fi=+Ff+Gh+Hg,

26, gy =—Fg+Gf—Hh,

2H b=+ Fh+Gg—Hf.

0 res ssi s en voici
Tous les autres sont d’une forme presque aussi simple, et

le type :
ol 2F hy=Fh+Gg+H(h—g)

2Hi g =F(f—h)—Gf+ 1A,
3G fi=—Ff+G(g—f)+Hg

FORMES DU CINQUIEME DEGRE. 429

De 1a résulte la possibilité d’exprimer au moyen de F, G, H,
d’une part, f, g, %, de I'autre, des fonctions des racines de la forme
proposée qui sont des invariants. Considérons, par exemple,
I'expression

Ef+Fyfi+ Fs fo+Fyfs+ F, fi,

qui est évidemment cyclique. En vertu des relations précédentes,

elle prendra cette forme trés simple
F(2f —h)+H(g —f).

Les fonctions FF,F,F,F,, HH, H,H; H, qui sont également
cycliques, s’expriment d’une maniére analogue. En faisant, pour
abréger,

S'=fr+ gh,
8= g+ fh
A= h2+ fe,
J'ai montré dans mon Mémoire Sur Péquation du cinguiome
degré qu’on a
FF,FoFsF, = F( H2 73+ FHRA' 4 h21),
HH,{ B, HyHy = H(— B2 f3 FH ff' 4 f127),

On obtiendrait pareillement

661626y Gy = G[— G*(f — h) g+ FH(f*+ fh+ i) g
(S —2fh —5 frhr— g R kY],

Mais, dans ces formes si simples de fonctions compliquées de
racines, le caractére cyclique de ces fonctions n’apparait plus
d’une maniére évidente, et pour le retrouver il faudrait toute une
théorie, qui me meénerait bien au deld de mon objet actuel. Je me
propose en eflet, en considérant des expressions non seulement
cycliques, mais symétriques, d’établiv que tont invariant dont
Cordre est multiple de 4 est une JSonction homogene de F2 et
Layant pour coefficients des polynomes entiers en geth.

Dans ce but, je considérerai les diverses déterminations de la
fonction suivante

w=(o1)(12) (23) (34) (40),
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qui, multipliée par «?, donne évidemment un invariant. Ces
déterminations, au nombre de vingt-quatre, sont deux a deux
égales et de signes contraires, el peuvent ainsi se réduire a douze,
roupes et désignerai comme il suit :

que Jl, Imll(\gual en deux g

w.=(o1) (12)(23) (34) (40),
wy=(03) (34) (41) (12) (20),
wy=(14) (40) (02) (23) (31),
| @y =(20)(01)(13)(34)(42),
ws =(31)(12) (24} (40} (03),
w, = (42)(23)(30) (01)(14)3

oo =(04) (42)(23)(31) (10},
10)(03) (34) (42)(21),
21) (14) (40) (03) (32),
32) (20) (or) (14) (43),
vi=(43) (31)(12) (20)(04).

g 0= (02) (24) (41)(13)(30),

o, a été tiré de u, par la substitution ’; w, et v, ont élé
Z2y,

[,

respectivement déduits de «, et ¢, par la substitution / 0
Tay |

enfin w; et v; de w, et ¢, en ajoutant le nombre ¢ aux indices des
On sait q Porigine de la

racines pris suivant le module
théorie des invariants on a considéré comme fonctions symétriques

des carrés de ces douze quantités les invariants fondamentaux du
¢me ordre des formes du cin-
nant avec M. Sylvester I'inva-

qu.xL ieme, du huitiéme et du douzi
quieme degré. Ainsi l'on a, en dé
riant du quatrieme ordre par J et le déterminant par D,

@t (ul—+ ud+ uj+ uj+ ud-+uf)=—5" —3.52/5D,
@t (02 + 03 + v} 93 + 03 +0}) =— 5% +3.52y5D,

et la somme des produits trois a trois des carrés conduit a

arr(uiudud+...)=a?(v3eiei+...)

— 45948 TIE — 7681 — AY,

en adoptant les dénominations du méme auteur, Or on a, comme
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on le vérifie sans peine, ces deux systemes de relation, savoir
| sa

2Ue=+ A(H + F), 20,=~+ f(H— F),
2up=—h(H— F), 20p=— f(H+ F),

/zu,:ﬁ»g((}—-l]), 20 =+ (G + H),
2u,=— g(G+ H), 20, =— h(G — H),

2=+ /(F—G), a2n=—2g¢(F+ G),
Sd=— (4 €, o

3=+ g(F — G).
On en déduit, en faisant la somme des carrés, Iexpression de
Iinvariant du quatrieme ordre J, sous la forme
at[(2F2 4+ G2 H2) f2 4 (5 G2 + H2 - F2yg
+(2H2 T2 4 Gr) 2] = — 4.54),
et, si 'on éerit la somme des produils trois A trois, wyuu?
de cette maniér.: :

O O ) N )
(e ud) (ut +ud) (wi+uj)
+ ugudwel+ wf -+ w4 ul)

U+ ui+ug)

—+ ufud(u2-

= uFud (ei+ul

on parviendra a l'invariant du douziéme ordre, exprimé com
il suit : 4 i
2769( 48JK — 768L — A)
= §a'?(F2+ G2)(G2+ H2)(Hz+ E2) f2 o2 p2

+ @2 (B2 — H2)2[(I2 + G2) g2 (G2 H2) 2] gt

+ al2(G2— F2)2[( G2+ H2) A%+ (H2+ F2) f2] g%

+at?(H2 — G*)2[(H2+ F2) f24(F1 - G) g2 | 45,
; Adoptant done le discriminant 55D = q* [*g*h2 2 pour inva-
riant du huitiéme ordre, la proposition pl‘é;‘ddunlnoul (mnoncz,'e
se trouvera démontrée & I'égard de ces invariants fondamentaus,
en observant que F, G, H n’ Y entrent que par leurs carrés, de
sorte qu’au moyen des 1el(mon\ :

G?— H2= 4 if,
:—F2=jlg,
2 41N,

et de celle-ci qui en découle

S+ g+h=o,
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on pourra effectivement les exprimer par 12, g, /2, {. Nous obtien-
drons ainsi
54) =—at[2F2(g*+ gh+ 1)+ (g — h) (28 + gh+2k*)1],
55D = a’(g + k)2 g2 h2 L2,
£.59(48TK — 768L — A)
= a2[Fs(g+ h)2gihi+ (Fl(g—h)(g+ h)grh?
+ F202( g8+ 4 &Th +128%Rh - 68503 — 580 ht
+ 6525+ 1282h8 + fgRT+ AY)

— ol gh(g —h)(g5+38%h +8g h2+1183h3 882 It 4 3 ghs+ ht)].

Or, ces expressions sont des fonctions homogenes de F2 et Z, dont
les coefficients sont des polynomes entiers en g et /i, etil en sera
de méme par conséquent de leurs combinaisons entieres qui
représentent tout invariant de la forme du cinquieme degré dont
Pordre est multiple de quatre. J’ajoute qu’un invariant donné ne
peut étre obtenu de deux maniéres différentes, comme nous venons
de le dire; car, en égalant deux expressions de cette nature, on

arrive 4 une équation homogéne entre F2 et /, qui pouvait donner

F2

l
séquent celle racine au moyen des quatre autres, puisque g et A

en g et /i, c’est-a-dire une fonction de la racine &, ¢t par con-

ne contiennent pas .
Je terminerai cette Note par ce qui concerne, au méme point
de vue, Pinvariant gauche, et a cet effet, en posant comme plus

haut
= 4P

&'=g+fh

K= hr+ fg,

j’emploierai les relations suivantes qu’il est aisé de vérifier,

savoir
2 (wy— @) F1Gy = Hg'+ G/,

(e — ) By = T 4 T8
2(we— 2 )H3 G =G f +Fg,
2w —x3) G Fy=Hg'— GR,
(s 5By L — L7
2@y — @) G Hy= G f"— Fg'.
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On en déduit, en les multipl

ant membre & membre
)

— 64 1. = [ (0 ~
64./ghK = a\SFGH (H2g'2— GEA) (F2 k2 — Hifia) (G2 s s
& S el

Ecrivant ensuite

Heg—Goa= M2 (g pny gy ppn
=F(A2— fia) qrgfn
=G (f2—p2) fuhgn,

el observant qu’on a

&R — plai= 4 fgh(e—h "
R gl

o P

on en conclut immédiatement

K= alSEGH[F2 (h— f) fh — g5
<G f—g) fig — tg]
X[ — k) gh — 12,

et'on reconnai : ité
nnait que la quantité par laquelle est multipliée FGIH

peul encore étre mise sous | i Q.
Sous la forme d’une i ¢
e we fonction lmmnbuue de
H. — 11
28
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