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savoir :

P(x+az y+ bz)__q,+adF‘]>J_ a? d*F2d
F(3) = @ D @
dF ® A2F2d
+b + ab +
dy dzr dy

ou bien

wnbr dmnrEming
DU s A

D(z 4 a

I'équation en 5 élant
F(z)=z—F(z+az,y+bz)=o0.

Cette conséquence de la formule de Lagrange donne le théoréme
que nous avions en vue d’établir; supposant ¢n effet

F(z, y)=a?+yt—1, @(2,))=1

b o o
et remplagant @ et b par ;, 21, équation devient
as b
J(z)—z—<z+—) ('}/+T “+1=0.

F(s)=[1—2a2 —2by + a?(1— y?)+ 2abzy + (1 — * )]%

On en tire

et, par suite,
_1
[1—2az —2by + a(1— y?)+2abzy + b (1—a?)] *

ambr AN (22 4y — )M
e 2 1.2...m YT dz dy :

Voici ce qui résulte de cette expression pour les polynomes Uy, .

W

En premier lieu, on a comme pour Vi, la relation

ffdwdy Unnn Uy =
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avec la condition
x4+ <0,
5 e 4
quand m -+ n west pas égal &+ v. Nous le déduirons de la for-
mule suivante

[1( 1"<iw(z) —F dn=t® dP dn2d  F desd
dar* 1 d‘r dz> ' dz? dgrs

dn F(x)

(== 02 = 1‘1 “+(— 1) [fl;(x)

dx,

qui donne

: /l"ll(!') < & dnF(z)
]’ V= dxﬁhr)"[ b (z) e,

en supposant que @ et & annulent ®(2) et ses n —1 premiéres
dérivées. Considérons, en effet, I'intégrale double

dmn (z2 3
dz dy F el ie ol Vi
ff z ay F(z,y) T dyu 9

avec la condition

RS0
el commengons par rapport a la variable y I'intégration qui devra
éure faite entre les limites — /1 — 22, /T — @2, On aura
]
dy ¥(@, y)
f-‘m :

+T—=1

:(7[)”f d]d’i l"(.r 7) dl’l(rﬂ_’_}/ﬂ*])mﬂ»n
== 74 dzm

Y21yt

de sorte qu’on peut écrire

fl/‘(fzd)/ F(z,y)%

ey [ e e
dzm

Opérant en second lieu sur la variable 2, comme on l'a fait
sury, on aura

ffdrd]F(z,y)W

d
=(—1)m+n ff dz dy "H}"’:‘(l;ny) (@24 yt— 1ym+n,




330 QEUVRES DE CHARLES HERMITE.
et la proposition annoncée s'ensuit en prenant
F (2, )= Uy,

S y e qui ‘tvidemment le
et sup[)u:nnl » +y<m-+n, ce qui annule L. '\ second
membre. Il en résulte, comme on le montre aisément, que le ]\ol}v_
nome U, » est une fonction linéaire des divers polynomes Vi, , 0,
Vingnoty1y -5 Vo,min, de degré m - n.
Considérons en second lieu le terme
de la fonction quelconque F(z, y) sous la forme

F(2, )= 2 Aun Vimm

néral du développement

savoir :

T Mol 2.. . MR oy
s A= [ [ de i ) Unn
m-=n-—+1 o200

En appliquant la méme formule au second membre, on en

déduira

I L2,

m—+n—+1

dn+nF (2, y) S
_(4,),.L+,;jf,/r,1y T Comr = ORI o e gD

7‘/ [rlx dy ————= G (@, o 1) ) (1 — at— y2)mtn,

da™ dy"

ce qui introduit sous les signes d'intégration les pmssancesduu
facteur moindre que 'unité, et qui sont d’autant plus petites que
les indices m et n sont plus grands. Comme on lrouve aisément

d’ailleurs

s P e

dn+nF (o, y)
on aura, si 'on appelle gy, le maximum de l'expression 0

sous la condition z2-+)*S1, cette limite supérieure fort simple

de Am n, savoir

Pmn

A < T3 - .ot
; £l TR amais une
En supposant donc que ———C——; ne dépasse |
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certaine constante /&, les termes du développement considéré

N . » ) i
)_‘.\”,_,,\ m,n 1€ dépasseront pas non plus ceux de la série suivante

r.‘plc'snnt(ml, la fonction

k(1—2az —by + a*+ b?)

dans 'hiypothése

Mais d’autres propriétés du polynome U, , vont encore nous
montrer, et indépendamment de la wransformation précédente,
que la valeur de A, , diminue quand les indices augmentent.

VI

On sait que la fonction X, de Legendre reste, quel que soit n,

numériquement moindre que I'unité lorsqu’on fait varier z de — 1
441, et que Péquation X, = o admel entre ces mémes limites
nracines réelles et inégales. Par conséquent, dans I'intégrale

aq
/ F(2)X, dz,
i

F(z) se trouve multi plié par un facteur qui change n 41 fois de
signe entre les limites et sans dépasser 'unité. Or, aux infiniment
petits prés du second ordre, une fonction prend des valeurs égales et
lC 3]"[’([33 (,()Il'.l'nllll'\ avant et \lf)l'l' S son pxlbsd“(’ Pdl /UIU ](l f()ll(,l]oll
F(z ) variant alors infiniment peu, on voit que le facteur X, a
pour effet d’amener dans le voisinage de ses racines des éléments
de Tintégrale infiniment peu t[llluc‘uls et de signes contraires,
4:011 résulte que U'intégrale diminue de valeur quand le nombre
de ces racines augmente. Des considérations semblables s'ap-
pliquent 4 Pintégrale double

f / do dy F(2, y)Upa,
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dont les limites sont déterminées par la condition
224 y250,

et reposent sur les propriétés suivantes du polynome Uy, ;.
Supposons que les variables x et y représentent des coordonnées
rectangulaires, la courbe donnée par I'équation U,,,, = o, abstrac-
tion faite du facteur @ ou y, suivant les cas, sera toute comprise
dans Pintérieur du cercle #2+y2=1; de plus, elle sera ren-
contrée en me points par une parallele & axe des abscisses, et
en n points par une paralléle a Paxe des ordonnées. Ce sont les
changements de signe du facteur Uppi,ny résultant de ces intersec-
tions, qui améneront dans les intégrations relatives a 2 ou a y les
meémes conséquences et la méme conclusion que précédem-
ment (').
Le premier point résulte d’une forme de développement de
Pexpression
Iy
[1— 2a2 — 2by + a2(1 — y?)+ 2abay + b*(1— a?)] 3,
qui s’obtient de la maniére suivante. Soit pour un instant
T
y=—"
1—ax—by
elle pourra s’écrire ainsi
Al
w1 —(a2+ b2) (24 gy —n)uz] ¥,
ce qui donnera la série

u (@t b2 (2 — %(aw GAP(ERF gH =P o0
5 3

(ag+bz)n(zzq.yz_1)"u?"+‘+.”,

Faisant encore
ax+by =3z,

(') Je dois faire remarquer toutefois une diflérence en ce qui concerne l¢
maximum de U,, , égal & Punité lorsque 'un des indices est supposé nul, et dont
Pexpression générale est

coomtn m \2 ( n 2
9...M.1.2...A\M + 1 \m+n)
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de maniére 4 avoir

e, par suite,
du _
a5

ou bien

du

&z

55 Ty L

en remplacant les puissances de w par les dérivées, cette série
deviendra

B o

= ;(a~+ b2) (24 y2 1)
I diu 1.3

0l (o0 (@24 02)2(22+ 2 — 124 .

w—+

4 o et ;
Cela posé, nous en déduirons I’ensemble homogéne des termes

de (lcgre_ ken aet b, en développant, suivant les puissances de z,
la quantité

ainsi que ses dérivées

du
E:Enz”*'. Zn(nfl)z"‘ﬂ, =

Par i on obtiendra cette expression dont la loi est manifeste :

k(k—
oy W) %(az_\'_ b2) (@24 32— 1) 5h—2

1.2

Kk —1)(k—2)(k—3) 1.3
+T_ m(m_‘_ bz)?(z«z+},z_,)z;A7;+

o rte Y 1
De sorte qu’en mettant au lieu de 5 sa valeur ¢z - by, on sera
conduit & la relation suivante :

@ Upotah=16 Uy g+ . .4 abk=1 Uy 4y + 6~ Ug
k(k—1) 1
1.2

=(az+by)k+ 5 (@80 (22+ y*—1) (az + by k=2

k=1 (k—2)(k—=3) 1.3
T T e Sl 62)2 (22 4 2 — 1)2(az + by Yo=i 4., .
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Elle met immédiatement ce fait en évidence, que pour des va-
leurs positives des coordonnées, rendant positive la fonetion
22+ y*—1, toutes les quantités Ug,o, W09 coop Whpeny Uy
seront également positives. Or U,,,,,, sulvant ces qualre cas, savoir:

n=o
2])'2]1'][ l')()llr exl][‘cssiﬂll
F(z% y%), @ (% pY), yE(2h g, ey Flat 50,

ne pourra par conséquent jamais s’annuler, quel que soit le signe
des coordonnées, abstraction faite du facteur 2z ou y, qu'en sup-
posant 22y — 1< 0, ce qui démontre notre proposition.
Pour en donner un exemple, considérons la courbe W 0= 03
on vérifiera aisément qu’elle est composée, suivant que a1 est pair

m

. . m =0 e 2 o @t

‘ou impair, de = 0u == ellipses ayant pour équations — 4+
) ot

oil o est une des racines du polynome X, de Legendre. Ces racines

.étant moindres que Uunité, les diverses ellipses sont bien ellective-

ment comprises dans le cercle
2 yr=1.
Démontrons en dernier lieu qu’une parallele a P'axe des y, par
exemple, rencontre en 2 points la courbe U, » = 0, et remarquons
a cet effet qu’on peul poser

dn( g+ y? —)mEn

dam

= (2 —1)" L,

_en désignant par Z une fonction entiére en 2 ety. 11 en résulter:

' AT+

o oo 1o Do o AL IIATL dy’

Upn=

.et sous cette forme le théoveme de Rolle suffit pour montrer que,
rpar rapport a y, léquation Up,n= 0 admet 7 racines réelles com-
prises entre les limites — \/f. + \/( — z. Notre courhe esl
done effectivement rencontrée en n points par I'une quelconque
1

-des ordonnées du cercle z*—+
La méme démonstration s’appliquera d'ailleurs a une paralléle i

Laxe des x.
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A . 5

Wi,

N ) e :
Nous avons cherché & montrer, dans ce qui précede, Panalogie
4 . . ) el
des polynomes & deux variables Uy, , avec les fonctions de Le-
gendre, et sous ce point de vue le fait le plus caractéristique s’est
trouvé dans la relation A

i dmn(p 4y pymen

Upiyn =

L o S i)
R e e e=r dam dyn 2

; o .
sisemblable a l'expression donnée par Jacobi,

: 1 (2
N )
16930 So/aDe dan

Maintenant nous devons considérer les fonetions ayant pour

origine le développement des quantités

=4
2
)

(1—2a8 —2by +a>+ 02)

i
Szt = ) A=t ar= byt ﬂ‘z([_y'l)“"2&b2‘]+1]2([~—]‘-’)J—1
M5

el que nous définirons ainsi

£
z

(1—2az —2by + a2+ b2)" T— 2‘(;’“ LB I

1
(|~x”-—y5)*[1~-1.az7‘zb_y+a7u—y7)

+2abzy + b2(1 — z2)]-1 :Eambq (OB

L 5
L’équation suivante, que nous établirons bientot
)

s , L2.com—+n (—1)" (m-+n—+1) dn+n
.. o1,z 3.5 P T g
M2 3050 (e ) dam dyw 2

Zapproclm par la similitude de forme analytique ces fonctions de

CUX va "{ X 1 1 3 i J

. ariables des expressions qui donnent le sinus du multiple

; unarc au moyen du cosinus de cet arc. Clest ce que rend mani

este ce beau résultat d re 4 1 i :
au résultat d encore i Jacobi, savoir :

1
sin[(n +1) arc cosa | = (*;)n(n-f” d’l(]_ﬂ)"*f
1.3.5...2n +1 dxr &
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¢ i6Lés entiere-
Nous aurons d’ailleurs pour Oy, €L Om,n deleTOIJ’l'lell‘;li‘ enl lz”i’
$cé es s'établissent de
s a ¢ précédentes, et, comme e
ment semblables aux pré ates . i
é iere, il suffira d'indiquer rapidement les plus impor
la méme maniere,
tantes. : g
Voici en premier licu leurs valeurs dans les cas les plus simples
15
Q1= — (72y2— @),
Do, =1, Y= = 7%
3 £
Bp= = (7°=9h
2
G L 202t — 1422+ 1),
W= (2 .
Vyu= o 32y — @),
3, =
Vg9 = 1? (63z2y2— 722 —7)2+1),
§ 4
) = ﬁ(ﬁ}my“;a‘y)g
” o}

Vg = %('u_y*—-li}”"")a

el en posant, pour abréger,

p=
0y1,0= 4o (4ay?+2°—2),
Vyp,0=p 2
T Voa= hp(2° + 2y =)
Oy 0= p(16 28+ 12222+ yb — 1202 — 2 1),
0= f

Vi,0= 207,
Vo 1=12p) g
(‘)ﬂ —p(har+yr—1),  Vig=200(28°y +a@yi—ay),
2,0— '~

6 Va2 206242772y 24 byt—7 2 =7y +1),

¢ =0bozy, 2, 2

2’ pi';“ —1), Oua=a0plamy+aty —ay), i
ek : : e b —12y2—22+1),

I‘Jn 4o(2a yi—a), Oy = pA16y* 1252 Y2 ot — 12y =2
T SR B i End S R G R -

Vo= 4p(4T2Y +FP=F )y oorecirccess

€ S o5 intéerations étant loujours entre les limites déter-
J ntre |
Cela pose, grat |

minées par la condition

24 yis
on aura

O myn Opy= 03
[/‘drdyf’,,l,yzi9y.,v,:o, ffda:dy wy
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siles degrés m 4= n et g +4-v sont différents, et en outre,

f / 4z Ay Oy =0,

lovsque les indices 72 el 1, 72 et v ne sont pas é
le cas contraire, on obtient

[f{zzdyw.ﬂ,no,,,,n= = (x e B

LM~ n +3)

gaux a la fois. Dans

Ce dernier point résulte de la considération d’

analogue & celles qui ont été précédemment d
SaV0Ir

une intégrale double
ésignées par A et B,

C= /‘(/'([‘Z‘d}/(l —2a'2 —2bly a2t 11'2)_%(1 —

Xll—‘l(ll‘—‘).b}/-k!t'l(l—]l)-k 2abzy + 02(1— a2)]-1,

Nous allons en donner la détermination.

VIII.

Soit, pour abréger,

= a4 p2)
M= a2y e,
En posant

et introduisant les quantités suivantes

aa' + bb' ab'— ba'
——— = el ———— —sinb,
rr ’r

nous obtiendrons une transform

ous ée en & et v, que nous écrirons
a1ns]

-3 1
C:f‘/‘dg(ln(.hw’g.._,--z, T(1— g1 qaye

X[(1— 7 cos0z — rsinln)— pa(gey g0 -t

Ce résultat conduit & intégrer en

premier lieu par rapport i n,
H.— 11,

22
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clest-a-dire a Pexpression

2 1
j dn (1 — E2— n2)2[(1 — 7 cos 08 — rsinbn )2 — 72 (E2+ 1> — )] 1,

qu'on peut décomposer de cette maniére

f dn (1 — r cosOF — rsinfn — Py —1)

1 i : - —
4+ — /d‘q (1 — rcos0f — rsinln + B
D

En faisant

n=\y £2 cosg,
on devra, d'apres les limites de w, faire eroitre I'angle o de zéro
am, el, sil'on pose

L =1— rcoslz,

M = 7 sin0y/T—

N =r/i—¢,

ces intégrales deviendront

Ji=m PO sine deo ‘_\/ —-§~f—' sing dy
" 7 J, L—Mecoso—iNsing 2 oy L, — M cos + iNsing”

2ir
ce qui peut étre évidemment réduit 4 U'intégrale unique

/1 —§ sing dy

7 T
T aur .[T I — M cosy — tN sing

Introduisant en dernier lieu la variable e?= z, nous serons con-
duit 4 intégrer, le long d’un cercle ayant son centre a Lorigine et
son rayon égal & I'unité, la fraction rationnelle

)

b o R o 26 Sl e
z[2Lz —M(z2+1)— N(12—|)]’

dont il 0’y a plus dés lors qua déterminer les résidus.

A cet effet, nous supposerons r el s moindres que Iunité,
restriclion permise, puisque Iintégrale doit étre développée suivant
ssances ascendantes des quantités @, b, @ b'. Sous celle

les pui
condition, 'équation

2Lz —M(z2+1)—N(s2—1)=0

SE E FONCT USIEURS v
RIE DE FONCTIONS DE PIL RS VARIABLES. 33
b 9

admet une racine inférieure 4 l’unité,

car le premier m
P pg— 0.0 m;
J"C“d pour s —1 la valeur positive Sralie

2L — 2

=‘>(1—rcosﬂ§—,uinu /‘;:2)
&)
etpour 2 =—1 la valeur négative
—aL— oM :-—2(1*/'cos')i-krsino\/(—g_v)_

Or, le résidu de la fraction proposée, relatif i cette racin

expression €, a pour

5

1 =
i I — rcosfE
7 cos20 /1 — :’(
cos20y/1 —¢ ‘/1—21'00605-»- 72 cos?()

en l'ajoulant au résidu relatif 4 la racine z — 0, savoi
=0, P g

1
7(t—sin0) /|_Ez’

on trouve lintégrale de la fraction r:

J &[2Ls—M(z2+ D—N(z2—1)]

alionnelle

20T
=—  (1— I— rcosf:
rcos20 /1 — 2 —
s \v/"z/'cus(}§+,-ewszg 2

el par conséquent

sing do
=) (o I— 7 cos
el L,
Vi —2r cosOE 4,2 cos’ﬂ}

¢e qui réduit Pintégrale double proposée i

it d
oo ) (r——l_\cc’”__>

(=206 \ VI— 2 Gos i + 72 cose

Maintenant le calcul s'achéve
obtient

(===
rr' cosl

ar les procédés él¢ i
P procédés élémentaires, et Ion

— e n'+\/m>
)

1
lo

N ey —————

2y rr' cosl 1 —/rr cos0
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de sorte qu'il vient en définitive, en remplacant 77! cosl par sa

valeur,

log —

S —Vad -+ b0

L+ ad + b[)’)
>

1 [
= aa - bb' <[— =00 Vaa + b0’

etl’on en conclutimmédiatement la proposition énoncée sur l'inté-

f'fdzdy'@m,nup,v,

prise entre les limites déterminées par la condition @+ y*<1.

grale

IX.

Nous allons considérer maintenant le développement suivant les
puissances ascendantes de @ et b de la fonction

il
(1—a2—yH)i 1 —saz—aby+a*(1—y*)
+aabzy + b(1—2?)| = Ea”'b’ll'),”,,‘,

afin d’établir lexpression déja donnée du polynome V,u.
Soit & cet effet
i i
P = az + by +(a?+ ) (22 + 32— )%

1 L
Q= ez + by —(at+ b+ =)

on voit aisément que I'on pourra écrire

(1—712—}'2)%2[1—1(11 —2by + a(1—y?)+ sabzy + b (1—a*) !

e g — P — (= @)
’———”m[(l = =Q]

de sorte que I'ensemble homogene des termes de degré & danscc

développement sera
pl+t — Qf+t
)
5

aiyar+

et yoici comment on parvient a leur expression.
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Revenons & la formule

dm+nFomtng

dz i dyn

)

O(z+az, y+ bz) 72 ambn
F(z) oD 0 60000 1§ 6B 0 il
ol z est une racine de I'équation
J(e)=s—F(z+asz y+bz)=o,
en y changeant, comme plus ha @ B &
b geant, I ut; a et ben - Sil'on prend
F(1'4‘;/):z7+y'5—1,
1
(@, )= (zt -2 —)2)

v rer: ) 4 1
on retrouvera d’abord la méme équation en z, savoir :

1
3(3".2—Ilz+l(=(~.Y

en faisant, pour abréger,
G = az+ b2,
H=1—az— by,
K=a2t+y*—1.

Nous en tirerons

VR G
=0

z
de sorte qu'ayant évidemment
as bz
Dz 4+ —= )=z
(v %5y ) =z
on en conclura par un calcul facile

‘I’(x 1 “;—z,y+ E)

)

§(z)
Va I -
T = feLin—ve®)

i)
2

—(U+»/G‘K)_%].

Mais, d’apre
ais, d'apres les valeurs de G, H, K, cette expression est précisé-




342 OEUVRES DE CHARLES HERMITE.

ment

et I'ensemble homogéne des termes de degré & en a et b sera
donné par le développement des puissances fractionnaires sous

cette forme
1.3.5...2k 1 Pitt— Qh+t
) 3

2.4.6...2k+2 [y P2

de sorte qu’en posant & =m -+ n, on a

1.3.5...2k + 1 P+t Qk+t

2.4.6...2k+2 (@ b2

-t
dm+n (@24 yr—1)

ampn
= )
2 1o 6 0 D6 L 6o o 6o DLAHL dz dyr

et, par conséquent, ce résultat auquel nous voulions parvenir,

Ph+1— QF+L Zn+|,n+-z,..n+nz
3 1.2...0

21y ar+ b2

(M4 n— ) (— )mtnampn dmtn(l —z2—y?) 3
Z 68086 60228 =5 1)) == 1 dz dy*

On en tire, pour le coefficient de @™ daus le développement de
la fonction proposée, I'expression du polynome 0, qu'il s’agissait
de démontrer, savoir :

NAL.R+2...0+m

Omn= Y
Mt b
(m b ) (= 1)me dmrn (i — ot — y%) 3
1.3 5...2(m+n)+1 da™ dy”

En partant maintenant de cette expression et considérant le déve-
loppement d’une fonction quelconque sous la forme

Bz, )=

on obtiendra évidemment a I'égard de I'intégrale

ffdz dy F(2, 7)Omm

man S,y
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prise entre les limites

Z2y

ainsi que sur les propriétés de la courbe O, =0, les mémes con-
séquences que précédemment; Jje ne m’y arréterai pas, pour
abréger, el je termineral par une derniére remarque sur les poly-

nomes Uy, et Vi p-

X

Les dérivées des divers ordres de exponentielle e=2(x, .

>

dans laquelle o (@, y, 5, ...) désigne une forme quadratique, con-
duisent, comme on l'a vu, & un mode de développement d’une
fonction quelconque, ot les variables peuvent recevoir toutes les

valeurs de —co0 & + ¢, Or, un pareil mode de développement
peut étre obtenu comme conséquence de ces formules

F (2, 3= 3 Ao Vinu= BBy U,

et de celles ot I'on emploie ¥y, 5 et 0, , et en supposant z et y
limités par la condition
ot <1,

Considérons en effet la substitution

on en déduit
1
e s el S
7 PRy
Fa 5

d'ol résulte que les nouvelles variables pourront s’étendre de — =
4+, et l'on est amené par la & rechercher ce que deviennenl en
fonction de £ ety les polynomes U, , et Vinn. Silon fait

min

U= Ripn(r+E2+n2) 2

man

Vinn= Spa(t+E4n2) 2,

on voil tout d’abord que les quantités Ry 2y Sy sont rationnelles,
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entiéres el du degré n +n en £ et 7; ainsi on aura

I

Roo=1, Ry o= < (282 —38),
’ 3
Ry o=8, Ryq= ;(’15?'6‘—'4),
3
Ro,1 = 1, Ryo= ;(?-'625*'5)3
L Q
Rop= S(of=1)  Bag= == )
% 2
R = Ry o= é(sg»— 2422+ 3),
Ro, = DO
S0 =1, (B —n2E—¢),
Sj0=2% > =
o= 28, ;
Se,1= 27, =5
Sy =382—n2—1, En2— 1),
Sy, = 8y 08292+ n*—10€24 292+ 1,
= 8kn,
See= 37— —1, -

Mai
définition

, pour en reconnaitre la natare, revenons aux équations de

1o
|1 —2ae —2by +at(1—y?)+2abzy + 0*(1—a?)] ?=>‘""‘1)"Um.m
(1—2a2 —2by + a+ b’)*‘:21!”'1)""m.u.

En posant dans la premicre
£ e n s
/R B

b=Bvi+E+1?

xr = > 2
Ve

a=ay1+E+n?
elle prendra cette forme

|
n ¢ 2 "= @ B2Ry i
[17215—::,f,’a-r,—}—z%?-;—x)—ix?ir,—q—&(r, +1)] E BB,

par conséquent, Rz, comme onle reconnail ais’émenL, r‘xe 001:
tient que le seul terme Emnn du degré m IZE cAcsl la pu})lpn:e
caractéristique de Viu,n qui a été transportée ainsi par le change-
ment de variables au polynome Uy, n-

SERIE DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES.

Faisons dans la seconde équation

€ o)
r = > y: —_,
V12 qt
«
= =
Vi B4

elle deviendra

P E—aP (=0 &

E“m B2 S0 (182 m2)=tmt0),

ctl'on en conclut celte expression qui nous rapproche de la forme
analytique de Uy, ,, savoir :

(14 82 4 m2)m+n+i (l”""“([—‘—-51+'[]2)‘|'

Spn = (— D)mtn s

[.2...m.1.2...

En posant

mn
2 x ; B
Wnon=Smn(t+ 52+ 12)

on obtiendra semblablement

e i
dm+n (-4 §z+ %)
0 0clf dEm dqn

(1-+ 52+ 72)

000 0 oltloll o

Simyn

— )

A T'aide de cette forme, en raisonnant comme Je lai fait préceé-
demment, on établit que les équations

Smn=0, 8un=o0

admettent toujours 7 racines réelles considérées par rapport i £

ct nracines réelles par rapporta 7. Sous la condition & > col %,
l'équation S,, ,= 0 a méme toutes ses racines réelles par rapport
an (). Mais Jje ne m’arréterai pas a I'éwude des polynomes Ry,
S ayant voulu seulement indiquer encore un c.\,cmplc du genre
Lexpression donné par Jacobi aux fonctions de Legendre. Clest
en 1826, dans le second volume du Journal de Crelle, que ce
grand géométre a établi la relation

i dn(z2—r)»

(*) Cette affirmation ne parait pas exacte,

comme le montre le cas particulier
delmi=s =y

RS
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Mais bien avant, et dés 1813, un homme du mérite le p.lus «Iislil?gué

etdontla mémoire estrestée chére A ses nombreux a?mxs, ,\[_‘()Imdv

Rodrigues, y était parvenu dans une lhi!sfe,‘Slu' l (1{[/;/10.1‘1011‘:/4»,\-

sphéroides, présentée a la Faculté des Sciences de Paris. Ceue

thése contient encore la relation remarquable

drp (@t — iy
domp

‘ (z2= 1)

o2

HoDo o ot == R

donnée également par Jacobi dans le mémgMémc:im7 “.,L,‘!uf Joue
un réle important dans la théorie des f()nc\ll()ns Wi £ I égard (luf
polynomes U,, , la propriété analogue n’a ].ms un.c forme iE )
Silnll)[l‘,, On I'obtiendrait en partant de I’équation suivante, facile 4

démontrer,

) dmn—p=(zy — 1)

B —Jp NeRecolld—a] Az dy
Y. — )21 dm+nrp+a( gy — rymn
(l& - :
= e P ,/' drm+ 1 dynq

% e
et remplacant les quantités z et y par @ +y\/— 1, J‘] v —
1 y ari rait un résultat un peu
mais ce changement de variables donnerait I

(‘ompli(lué, et je nem’y arréteral pas.

SUR

I’EQUATION DU CINQUIEME DEGRE.

77>

s 715, 919, 959, 1054, 1161

Comptes rendus de I’ Académie des Seiences, t. LXI, 1865 (II), p. 8
965 et 10783 t. LXIT, 1866 (I), p. 65, 157, 245
et 1213,

La théorie des fonctions elliptiques conduit a deux méthodes
pour la résolution de I'équation du cinqui¢me degré.
a pour fondement la possibilité de ramener
la réduite

La premiere
I'équation proposée a

de Péquation modulaire relative a la
ordre. Dans la seconde, qui est due & M. Kronecker ('), on prend
pour point de départ certaines fonctions cycliques des racines dont

les carrés ont seulement six valeurs, et que 'on représente par les
quantités

ansformation du cinquieme

€0S am 2w

€os am 4
€OS am § w

COS am 2 w 4
K+iK oK+ ;K .
——% — —————- Deces fonctions
5 5
o déduit“ensuite rationnellement |
sobtiennent ainsi sous forme
tités. Ces deux mé

A g K K
o élantsuccessivement , %,
es racines elles-mémes, qui
explicite a l'aide des mémes quan-
thodes ont été pour moi le sujet d'une longue

e Wt A e ) s e S e

(') Comptes rendus de U Académie des Sciel

nees, t. XLVI, année 1858, et
Journal de Crelte, t., 59, année 1861.
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étude, dont j’ai en ce moment Phonneur d’offrir & I'Académie les
résultats. Je m’oceuperai d’abord de la réduction a la forme trinome
25—z —a=o de l’équal.ion générale du cinquiéme degré, et, 4
celle occasion, de la recherche des conditions de réalité des racines
sur laquelle M. Sylvester a publié récemment un de ses plus beaux
Mémoires ('). FVessayerai ensuite d’approfondir la méthode de
M. Kronecker et de la rapprocher de la précédente, en prenant
pour base le travail remarquable et plein d’invention dans lequel
M. Brioschi en a exposé les principes (*). Cette méthode permet,
en effet, de ramener I'équation générale du cinquicme degré 4
celle-ci

(1+32k2k'2)
kk'

T3— 10T+ 45T — 4 =0,

qui est la réduite de I’équation

(rus am 2w cosam/;m)ﬁ

: SR
dont les racines sont les quantités =

€OS am j w COS am 2w

Mon but principal sera d’effectuer complétement le calcul de la
substitution qui donne ce résultat si important, et, comme les
éléments algébriques invariants et covariants des formes du cin-
quieme degré servent de base A ce calcul, ainsi qu’a la réduction o

la forme trinome, je rappellerai d’abord & cet égard les notions

dont j’aurai a faire nsage.

Soit
Sz, y)= 225+ 5Pzt y + 10y zFy?

agpen &

= (2 By, 1 BN (@ y)

+ 10y 22 y3 45

(') On the real and imaginary roots of algebraical equations: a trilogy
(Philosophical Transactions. Part 111, 1864).

(*) Sul methodo di Kronecker per la risolusione della equazione di quinld
grado (Al dell’ Instituto Lombardo, L. 1, 1858, p. 279).

EQUATION DU CINQUIEME DEGRE.
la forme proposée et

z=mX -+ m'Y,

¥ =nX -t r'Y
une substitution S au déterminant un, propre A réduire le coya-

riant quadratique

("= 4Py 3@ t-(aa'— 3BB + ayy )y (o B— (Bl 4 3712) 2

aumonome /A . XY, ou je pose, pour abréger,
T e ) : 5 ’
A =(ax' —3PR'+ 2yy'):— (o' — 4 By + 372) (/B — 4 Bly + 3y72).
Cette substitution n’est pas ainsi enti¢rement déterminde : majs
on sait qu'on en aura I'expression générale en la faisant suivre de
toutes celles qui reproduisent \/X\\ Celles-ci comprennent
d'abord la substitution propre

M= @,
Y=Ly,
w
et la substitution impropre
5% VT

mais cette derniére doit étre rejetée, si Ion veur conserver le
déterminan stituti égal & 4 rn

‘e ant de la substitution S égal & 4-1. Cela posé, soil pour
unnstant

SmX +m'Y, nX 4+ n'Y)= F(X, Y)=(a, bye, ¢, b, a')(X, V),

de sorte que l'on ait

=
F (w.\,;Y) = (aw’, bo?, co, c'w 1, blw=, @' w=5)(X, Y)5.

Jachev

de définir enticrement la substitution en détermi
mnt o par la condition cw=c'w='; cela fait, je prendrai

ox 1v) ; ;
I (m)\, ;\) pour transformée canonique de la forme générale du

tinquiéme degré, ¢t en posant, pour abréger,

y bwt=y, cw =k, cot=\k bot=
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je la désignerai par §(X, Y), de sorte que 'on aura
50 V=00, 1 v, VB, 4,2 (X, V.

Il est aisé de voir qu’on obtiendra la méme forme canonique
pour toutes les transformées déduites de la proposée f(z, y) par
une substitution quelconque ¥ au déterminant un; car il suffia
d’efectuer dans cette forme la substitution inverse %~ qui raménera
a la proposée, et puis de la faire suivre de S, pour retrouyer
F(X, Y), le déterminant de la substitution composée S='S ¢tant
d’ailleurs égal al'unité. Il suit de la que les coefficients de la forme
canonique sont des invariants de la forme proposée, et il importe
d’étudier avec soin ces coefficients.

i,

Je dis, en premier licu, qu'ils peuvent s’exprimer en fonction
des trois quantités M= g, pp/=/ et k. Effectivement le cova-
riant quadratique de (X, Y) étant devenu y/A. XY, on a les denx
relations

W' — vk 3k =o,

Wi Al T 5l = @,

d’ou I'on tire ces deux équations du second degré

36y/K502 —[fe( g — 16 k)2 — k(g + 16 k)]h + 36 g y/K5

123 p2— (9 k2 16hk — gh)p 4+ 12k /R = o.
Lin les résolvant et posant, pour abréger,
A =(9k2+ 18hk — gh)2— 2t hi3,
on aura un premier systeme de solutions, savoir
72N = lu(g —16k)2 — gk2(g + 16 k)+ (g — 164) /A,
243 p= gl2+16hk — gh — /4,

et le second s’en déduira en changeant ala fois le signe de /A dans
ces deux formules. Mais, d’aprés le produit des racines des équa-
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lions en A el i, ce second systéme pourra aussi se représenter par
S A e 5 s
—c est-a-dire par N et @, de sorte que I'on aura

= k(g —16k)*— 9k (g +16k)—(g —16%) /A,
=9k 16Ak — gh +y/3.

Voici done, comme on I'a annoncé, les coefficients de la forme
canonique

X, Y)=Q, w, V&, VE, p, 1) (X, Y )5

exprimés en g, /i, £, et I'on va voir que ces quantités s’expriment
elles-mémes par les invariants de la forme proposée.

I11.

Jerappellerai d’abord cette proposition : que, o(x,x) eto (z, y)
désignant deux covariants d’une forme £, si I'on pose

oz, y)=ayadV+a aV-ly ...+ ay—1 Ty a v,

d'ott

ST = G = G =57 o ool = 1) e +(— 1)y,

l'expression

dvo, dro,
) *ﬂv—im oo

Y(@ )= ay

v Vo
srl=nita d;f_l (=), ((‘[;:

sea encore un covariant de /, et je dirai suivant Pusage qu'il a

b1é olflcuu en opérant avee ¢(z,y) sur o (z, ). Cela résulte de
ce qu'en faisant

o(mX+m'Y, nX + n"Y)

= A0 XVt A XYY o Ay XYL A Y= @ (X, Y)

o1(mX +m'Y, nX + n'Y)= @, (X, Y),

Iexpression semblable obtenue en opérant avec ®(X, Y) sur
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@, (X, Y), savoir :

VD, 3 Vb
v @ ', ke ,_'(_‘_._(_|V\ =,
.\.,%—;\.,,|m+...+( 1) ”\ld‘\dYV-‘ NaoTre
sera

Y(mX +m'Y, nX + ' Y)(mn'— m' n),

ot Pexposant v, du déterminant de la Slll)SFi.LllLiOl‘l CSL,IC degré dc.
o (@, y). Je ferai usage de cglle ;‘1“)P°5‘l‘f’“ cn1 pl]fzn{an-l po;u
(‘]r|(X, ) G ®(X, Y) la transformée c?nomc[ue (‘e a mlfne fu
cinquiéme degré el son covariant quadratique, de sorte que U'on ail

®(X, V)=y/AXY, @:(X, V)= F(X,Y).

insi ’ 1 ler covariant
On obtiendra ainsi, sous sa forme canonique, un premier co

du troisieme degré (')

& 120 A(VEX +VRY).
e

Enfin on sait que le déterminant
Yl )= i
esl aussi un covariant, car on a

1 vy db db  db
(ma—m/n) Y(mX +m'Y, nX +nY)=Z¢ o8 = %

FFaisant donc .
° B (X, ¥)= /AXY,

1 o ¢ covariants auxquels on
el prenant successivement pour @, les deux cova 1

vient de parvenir, savoir :

(I VA, v VI 1) (X5 Y )
(1) A(YEX +yEY),

(1) 1l faudrait mettre le signe — devant le second membre.
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on obtiendra les suivants (1)

(111 A3, V& —y&, —31) (X, Y)s,
(1V) AVA(VEX —yEY),

qui sont encore du troisitme et du premier degré en X et Y. Main-
lenant on voit qu’en opérant avec (I) sur (III), on e

stconduil a un

invariant du huiti¢éme degré (), VA (! — ) s jele désignerai par B.
En opérant avee (II) sur (IV), on trouve un iny

degré (2), v/

ariant du douzieme
k, que je représenterai par C. On a dailleurs

W — 3 o f = VA

de sorte qulayant posé

W=g, =4,

on peut déterminer g, 4 et & au moyen de Uinvari
deg;

ant du quatriéme
s et de ceux da huitieme et du douziéme degré, que I'on
vient de définiv, par ces relations

§—3h—+2k =X, h—k

d'ott 'on tire

A3+ 3AB + C
— P

Enfin jobserverai qu’en opérant sur (I)
riant linéaire (IT), on obtient un invari

=

avec le cube du cova-
ant du dix-huitieme degré
ayant pour forme canonique VAT \//T”(‘u; )
par K, en posant ()

- Je le désignerai

K = 5 /K7 /B (1 — ),

et, dapres les valeurs précédemment données de wetpe

n fone-

e - TR

(') Les expressions (III) et (IV)

devraient étre précédées du signe —.

1 1
A rétabliv devant lexpression qui sui.
B
ablic devant Pexpression (/A1

(*) Un coeflicient numérique 36 serait

(%) Un cocfficient numeérique a serait 4 rét

I3, 12
(') Le coefficient numérique 12 serait & remplacer par 6 devant Pexpression
de Pinyariant K, 15, 125

H. — II.

23
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tion de g, A, k, on voit que
K =—X7/4,
et, par conséquent,
K2— A7A = AT[(gh2 -+ 16kk — gh)?— 242 hki].
Or il vient, en remplacant g, /, & par les valeurs ci-dessus,

2+-3B)2AB2+2(A2-+3B) (A2 —12B)BC+ (A2—72 B)AC2—480C3;

de sorte que K2 est une fonction entiére des invariants A, B, C.
Une derniére et importante proposition nous reste a ¢établir pour
riant, quel qu'ilsoit, peut éwe

terminer ce sujet, c’est que tout inva
exprimé en fonction entiere de A, B, G et K.

IV.

En désignant un invariant quelconque, fonction entiere des coeffi-
cients de la forme du cinquieme degré : f= (z, Boats i Bo@ ey
par
I=0(%8 1 v # )
je remarque d’abord que, la transformée canonique

§ =2, w V&, /T, 1, M) (X, )8
ayant é1é déduite de f par une substitution au déterminant un, on

a également
)8

1=0(%, Vi VEk

et on en conclut, d’aprés les expressions des coefficients X, b, ...,

données précédemment,

P+ QyA

>

en désignant par P et Q des fonctions enliéres en 2, h, k. Mais
distinguons entre les invariants directs et les invariants gauches,
et pour cela considérons la transformée déduite de la forme cano-

nique par la substitution impropre

Yy,

X
Y

un autre sig: r radi Y
a signe pour le radical VA dans les e
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savoir :

2 4 VB VR 1 1) (X, Y 5.

On remarque qa’ iffe
que qu’elle ne differe de 5 que par

le signe de /X,
B iR ! ¢ e signe de /A, de
sorte que Iexpression du méme invariant [ rel :

ative & 7, sera
. P—Qy/A

==

Nous aurons done, selon qu’il s’
invariant gauche,

sy o ;
gira d’un invariant direct ou d’un

P QYR P @yh

Jee Jor ‘

ou bien
Pr@QyR @R
Jen A Ty

\insi, dans le "er g = S econ =
s1, da > premier cas, () o et,
0) dans le sec ¢l, 1P (0}

J';", > 2 é 1 1
joute que le dénominateur f» disparait dans Pane et I wilre d
ces expressi I prendr ¢ e
/!7 essions, qui prendront deés lors les formes plus simples P
; : s $
et Qy/A. On va voir, en effet :

L Qy y que, d’aprés la nature me
fonction ©, aucane ; o Bl

o de ces quantités ne peut devenir
i=o0; car, quel que soit ®, on peut poser

de la
infinie pour
O 1,V Y, 1, N )= 0 (hws o, ko, |/ To-t

y (o e

¢t, en prenant w =y/k, nous allons re
le second membre est nécessairement
immédiatement des expressions

connaitre que dans ce cas
fini. Clest ce qui résulte

79

e
\/:) (& —16k)2—gh2(g +16%) + (g —164) /A
y.h//r‘lu:9/c2+l(3/z/.'—g/z—\/s, '

qui donnent, en supposant & = o
)

72/ N =2gh

2;1//.7.&:—-),0":’1.

¢s deux quantités ant limitées, on voi L n es meme de
S XS

uanttes éta ¢ on voit qu’il en est de 1
( t eme

Vst 7
N i @ feo= i
8 w3’

on serait d’an I rve: a méme conclusion 2 5
lleurs parvenu a I conclusion, si Fon ey
ut pris

Xpressions générales
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1
5 A tré de méme en supposant w = —; et
de X et 1, car on aurait opcre de r PP T

considérant 1/ et p au lieu de A et e i 0 .
Ce qui vient d’étre établi fournit une premiere donnce sur

sression d’un invariant quelconque des formes du cinquieme

i noe -t

eux qui ont ét¢ définis précédemment et

Ie
degré, au moyen de ¢
nommés A, B, C, K. Ayant en effet

A3+ 3AB + G ,7M
5 =

=D VA

on voit linvariant du dix-huitiéme ordre figurer comme factear

dans I'expression générale Q VA des i_n\'uri_ants ;.;';ll.u‘chcs,\l;\‘lll.(ixsillll[lz
A, B, G se présentent seuls dans l(_:s invariants d ucrc‘le.:l _1 ) 1\"
parvenir i notre conclusion, exprimons en A, B, V(A, K les coefli-
cients de la forme canonique. En posant, pour abré

) — (P S A== :7,\ﬂ[(313 < A2)2(C —+ AB)
5 7

— 30AG(C + AB) — gAC2—goB2C],

L A2(3B2- AC + A%B),
T o= ABC— o AXG3B -+ AC + A?B)

A(Az+3B)—15C]K,

_uyE T

wy/Gi= +M'V/A;
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dont le déterminant est numérique; elle donnera le résultat
survanb

l).+)"+5(;¢+‘u.’)+-10\/7:]\"/‘1\_i'[‘3+:}[),*7\’+ 3(p— )] /AT U
+10[ A+ Wt - ' — AVE] VA TIU 10 [ — M — (ju — )] YA=TT2US
+ 5[ X' —3(p + ) 4R ]VASTUS [ — N 5 (1 — )] /A5

ou bien, d’aprés les valeurs de X, p, ¥, 1/,
2¢/C=5(L + 5MC + 10C3) T5— 104/C=5 (L'+ 3M'C)AT* U
+20y/C3(L -+ MC—2C3) A-1 T8 Uz — 20/C= (I — M’ C)T2Us
+10y/ G5 (L —3MG + 2 C3) A=2 TU* — 5/C=8 (L'— 5M'C) A1 U5,

Cette transformée pourraservir, absolument comme la forme cano-
nique, & donner Pexpression générale des invariants de la forme
du cinquiéme degré, qui seront des fonctions enticres de ses coef-
ficients. Or, on observe que A, dans les termes en T3 Uz, TU", Us,
disparait comme dénominateur; d’aprés les valeurs de L, M, I/, M/,
on obtient effectivement

(L—+MC —Co)A—t
=2BG+ - A[(3B -+ A2)2(C + AB)
7
—30AC(C + AB)— gAC2—goB2(]
= 2L,A(;(3132+AC+ AfB),
4

(L—3MC + 2C3)A-2

5 [(3B 4+ A%)2(C 4+ AB)— 30AC(C + AB)— gAC2— goB2C]
s 50(332+1\C+1x213),

(Li— 5NQyA—! — o K2E3B)

Tous ces coefficients sont ainsi des expressions enliéres en A,
B, C, K, ayant pour diviseur VG, et par conséquent un invariant,
quelconque sera une fonction entiere des mémes quantités divisée
par une puissance de C. Mais les considérations précédentes ayant
déja conduit aux expressions P et Qy/A, entitres en 2o L lon!
voit que ce dénominateur, représenté par une puissance de C, dis-
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paraitra nécessairement comme facteur commun. Glest le résultat
que je m’étais proposé d’établiv et qui autorise i regarder A, B,
C, K comme invariants fondamentaux, puisque tous les autres,
quels qu’ils soient, en sont des fonctions rationnelles et enticres.
M
cinquieme degr
la proposition suivante, qui sert de fondement i@ ma méthode, el
qui montrera comment les invariants s'introduisent & titre d'élé-
ments analytiques et jouent le principal réle dans la résolution de

arrétant 4 ce point dans la théorie algébrique des formes du

, Je reviens & mon objet principal en établissant

I’équation du cinquieme degré.

V.

Soient f(z,y) une forme de degré quelcongque net o(z,y ) un
de ses covariants de degré n—o en z et y; je dis que les coe,
cients de la transformée en s de ' équation f(z, 1)=o0, obtenuc
en posant

sont tous des invartants de f(x, y).

Avant d’exposer la démonstration. je rappellerai que 'on nomme

covariant de
flz, y)=(a,b,c,...)(2, )"

tout polynome s(z, y'; @, b; ¢, ...) dont les coefficients sont fone-
tions entieres de @, b, ¢, ... et tel qu’en posant
S(mX+nm'Y, aX +n'Y)=(A,B, G, .. )(X, Y)~
on ait
o(X, Y; A, B,C,...)=(mn'— m'n) o(mX +m'Y, nX +n'Y; a, By @ occ)
On voit qu'en faisant, pour abréger,
F(X,Y)=f(mX+m'Y, nX+1n'Y)

el

(X, Y)=o(X, Y; A, B, C, ...},

le polynome ® est déduit de I absolument comme ¢ de /.
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Cela posé, je considére les deux équations homogénes

J(@, )= o,
q

55— yo(a, 7)=o,

(ui donnent celles de I'énoncé pour =1, et d’ott I'on déduit
aisément celles-ci

(1)

d,
f z;é —r 9@, y)=o,

sur lesquelles je vais raisonner. Si I'on y remplace les coefficients
a, b, ¢, ... par ceux de la transformée A, B, C, ..., elles devien-
dront

dl - SR T
‘ z?\,—o-)‘b(\.\):n\
) dF
2o —YeX V)=o,

etil s'agit de comparer le résultat de I'élimination de 2 el y entre
les équations (1) avec celui de I'élimination de X et Y entre les
équations (2). Jobserve a cet effet que 'on peut introduire z et ¥
aulieu de X et Y en posant

z=mX +m'Y, y=nX-+n'Y,

d'ot
ol af dF af . df
R = s e =GB g

de cetle maniére les équations (2), en y remplagant ®(X, Y) par
(mn'—m'n)io(z, y), deviennent

4 4 2
z(m & +n fi—i) + X (mn'— m'r) o(z, )= o,

dx
d df\
z(m d_g +n Z}f:)f Y (mr'—m'n)o(z, y)=o.

Or, en multipliant la premiére par 7, la seconde par ' et retran-
chant, il viendra

; i 3
z(mn'— m' ,l)Ti — (X + n'Y)(mn'— m'n)io(a, y)= o,
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ou évidemment

S

S —y(mn'— mn)=to(a, y)= ot

De méme, en multipliant la premiére par m, la seconde par m/,
el retranchant, on obtient

4 LR

z—f =z (mr'— m'n)i='o(x, y)=o.

dy

Ce sont done précisément les équations (1) qui se trouvent repro-
: e Sty | :

duites, en y multipliant o(x, ) par (mn'— n/n)=" ou rempla-

cant 3 par o> et il va étre ainsi prouvé que les coeffi-

(mn'— m'n )t
cients de la transformée sont bien des invariants de f(x, ). En

effet, cetle équation en s sera, d’aprés un théoreme connu, privée

de son second terme, et, si I'on désigne par D le discriminant, elle
aura cetle forme

X, !3, ..., &% érant des fonctions entieres de @, b, ¢, .... Mainte-

nant, si 'on remplace s par = elle deviendra

Zh=(mn'— m' p)¥-2= gn—1

—+(mn'— m'n)3i-3

ol Ok

o L
Fn=3 4 ..+ (mn' — m'n)ni-n 5=
d’ou 'on voit que, par le changement de @, b, ¢, ... en A, B, G, ...,
o 4 B £ . y
les coefficients D’ *c p b par conséquent, P2 B LB, se

reproduisent multipliés par une puissance du déterminant de la
substitution, et sont bien des invariants.

Wi,

Ce qui précéde ne peut étre appliqué aux formes cubiques et
biquadratiques, qui n'ont pas de covariants linéaires ni de cova-
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riants quadratiques, mais plus tard on établira, pour toutes les
formes de degré r égal ou supérieur a cing, lexistence de divers
systemes de 72 — 1 covariants du degré n— 2. Désignant par

?1(@, 7)) 2@ 0), oo 9ui(Z,57)

I'un de ces systémes, et posant
(@ 30 = 01(2, ¥) &= 20:(25 7)o+t (2, 1),

2@, 1)
Ja(@, 1)
arbitraires ¢y, &, - .., £y, comme formule générale de transfor-
mation & I'égard de Iéquation f(z, 1)=o0 de degré quelconque
supé

jintroduirai I’expression 5 = » (ui contient 2 —1 quantités

ieur au quatriéme. On va voir ainsi disparaitre en quelque
sorte les coefficients de cette équation, pour faire place aux inva-
riants qui prendront le caractére d’éléments analytiques dans les
plus importantes questions de la théorie des équations algébriques.
En eflet, les quantités X, ,?3, ..., & deviendront des fonctions
homogenes de ¢, &, ..., £, ,, du deuxiéme, du woisicme et enfin
du n"¢ degré, dont les coefficients seront des invariants de la

forme f(z, 3); et, pour montrer immédiatement comment intervient
leur propriété caractéristique, en prenant, par exemple, X, Je vais
déterminer le degré de ces coefficients dans les divers termes s
& Gy vy o000

Nommons indice d’un invariant ou d’un covariant o(z, y) Lex-
posant 7, qui figure dans I'équation de définition

PO%, g A, 1B, €y 00

=(mn'—m'r) o(mX 4+ m'Y, nX + n'Y; a, 0y @ 000l

& SOGNG gy oy ooey By ks dnefees ooy cormmeints oz, ),
(2, %), .y 9u_i (@, ) qui entrent dans la formule générale de
transformation. D’aprés la démonstration donnée (§ V), le chan-
gement de @, b, ¢, ... en A, B, C, ..., dans I'équation en z, revient
dremplacer ¢y, ¢y, ..., par ¢, (mn/— m' n y La(mn/—m! p)at L
et il en résulte immédiatement que lindice du coefficient d’un
terme quelconque ¢otg dans N sera i+ g — 2. Mais ce coefficient
apour diviseur le discriminant dont 'indice est 2 (n — 1)} par con-
séquent I'indice du numérateursera la somme 7, ig—2~n(n—r1)

" etsondegré en a, b, c, ... le double de cette quantité divisé par z,
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5 g 2(ig+T3—2
c’est=a-dire %

~+ 2(n —1). En introduisant le degré 3,
du covariant o, (z, y) en a, b, ¢, ..., aulieu de P'indice Z,, d’aprés
la relation 27,= n8,— n -+ 2, cette formule se simplifie et devient

Ba—+ 23+ 27— 4. On wouvera pour la forme cubique D, abso-
lument de méme, que le degré du coefficient de ¢,¢5¢, est
Oy~ 83408y 431 —06. Ce sont ces fonctions X et 3 qui jouent le
principal role dans la réduction a la forme trinome de I'équation
du cinquieme degré, car celte réduction dépend de la résolution

des équations A= o, B —o. Etici le point qui m’a semblé
essentiel et m’a le plus préoccupé consiste a vérifier la premicre en
exprimant £, ts, (3, £, en fonction linéaire de deux indéterminées.

e plus

La méthode & laquelle j'ai été amené repose en entier sur le choix
des quatre covariants du troisieme degré qui entrent dans la formule
de transformation, et voici comment on les obtient.

VII.

Une remarque facile i établir, et dont j’ai fait usage ailleurs ('),
me servira de pointde départ. Elle consiste en ce que les coefficients
des termes en & et 1, dans le développement de 'expression

o dey do

onl(Bo— o, Bprae g —it
(1) “(,x ndy,,y "dr)’

ou ¢(@, ) et i (x, y) sont deux covariants d’une forme quel-
conque f(«, ), sont encore des covariants de la méme forme. En
supposant ¢ (&, ) du second degré et o, (2, y) du troisiéme, on
voil ainsi un premier covariant cubique donner naissance 4 trois
autres, et les éléments de la formule de transformation

toy(z, 1)+ wos(a, 1)+ ¢ oy (@, 1)+ w o (@, 1)

Jz(@, 1)

semblent s’offrir d’eux-mémes, en partant du covariant quadratique

o(z, y)=(af — 4By +3y*)z*
(e — 3B + 2y )y (o' — 48"y = 37%)p*

(') Voir HERMITE, QEuvres, t. II1, p. 308,
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etdu covariant du troisitme degré obtenu au paragraphe III, en
opérant avec g(l.z‘, ) sur la forme proposée f(z, ,,T')- D(’:signéms.
pour les |.nLr0duu‘e dans I'expression (1), par O(X, Y)etd (X, \),
les transformées canoniques de o (z, ) et ©i(z, ¥); on aura

@ (X, ¥)=y/AXY,
Dy (X, Y)=y/K (12 X5+ 3y/TX2Y + 3 /FX Y24 @ Y3),

et l‘UJl IlOlIl‘]‘ﬂ l‘CI]]PlZlCCl‘
{i2)
2 (Ex —n

a7
par

®,[(t—ayA)X,

Posant done

w[(t —avA)X, (5 - 7y/E)Y]
=8 2u(X, Y)— 3820 ®a (X, Y)+ 3802 D (X, Y)— 73 &, (X, X),

voici, sous forme canonique, les expressions des covari

ants que
nous sommes toul d’abord amends

¢ a prendre pour o, (z, V)
03(@y )y «- ., & SAVOIT :

2,(X, Y) = /& (pX

3k

Y + 3y EXY2+ ' Y2),
DX, Y)= A (pXs4 EX2Y — VEXY2— p'ya),
Lo (X, V)= /A3 (kX0 — VEX2Y — /EXY24 piys),
P(X, V)= A*(pX0— 3y/ZX2Y 4+ 3 /EXV2— p/y2),

Le premier est du troisié 2ré par r i

: (] st dh LlOlS}Lf‘ﬂe degré par rapport aux coefficients de
alorme proposée, ou, sil'on veut, du troisieme ovdre ('), et arecu
de M. Sylvester la dénomination de canonisant. Sous cette forme
de déterminant, sayoir

e1(@, y)=3 / b
¥ T o
3 —p2a gyt — gl

Isert de base au mémorable travail de I'illustre analyste sur les

) Pome alydken. So e i

( )‘l()lll ub{«,,,cl, Je désignerai désormais, sous le nom d'ordre, le degré des

covariants yari i g ¥ 2
ints ou invariants de f (&, ») par rapport aux coefficients de cette forme.




