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Tel est I'objet de la proposition suivante due a M. Liouville, et
dont l'illustre géométre a fait la base d’une théorie compléte des
fonctions doublement périodiques (*).

IV. — Proposition de M. Liousille.

Elle consiste en ce que toute fonction uniforme f(2), possédant
deux périodes @ et b, se réduit nécessairement a une constanle
si elle ne devient infinie pour aucune valear de la variable. Par-
tons en effet de I'expression suivante, de toute fonction entitre,
uniforme,

f(x) =

La condition f(z + b) = f(z) donnera I"égalité

2 NG @@ ZA,,, e

on multiplie les deux membres pare — “, on trouve, en

rant entre les limites zéro et a,

Ape @ =

On en conclut que A, est nul, car en supposant imaginaire, ainsi

5 . el b 0
qu’on le doit, le rapport des deux périodes —, on ne peut avoir
a
iwh
am 2

¢ “ =1 que pour la seule valeur m =o0. A,, devant étre sup-

posé nul pour toute valeur de m, sauf 7 = o, on voit que f(z)se
réduit a la constante A,.

Celle proposition, aussi simple qu’importante, nous fait voir
que les fonctions a deux périodes seront nécessairement des (rans-
cendantes fractionnaires; elle rend compte a prioré des singuli-

(') On pourra consulter sur ce sujet 'Ouvrage de MM. Briot et Bouquet, inti-
wlé : Théorie des fonctions doublemend périodiques et en particulier des fonc-

lions elliptigues, Paris, Mallet-Bachelier.
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rités que présente la nature des produits doublement infinis

( @
I I (e —2— )
\ ma -+ nb

et montre l'impossibilité de donner pour origine aux fonetions

deux périodes I'expression plus générale

—na)elex—3a)...

@ —a) &

(@ -+ a)e(z sa)e(z—+3a)...,

en prenant pour s(z) une fonction périodique entitre. Mais ces

expressions, si clles ne peuvent conduire aux fonctions a double
période, nous aménent i celles qui leur servent de numérateur et
de dénominateur, et ¢’est 4 ce moment qu'a proprement parler

nous entrons dans I'étude des fonctions elliptiques.

Définition des fonctions ©(z), H (), leur expression en produits
et en séries.

Rien n’est plus important ni plus digne d’intérét que Pétude
atlentive des procédés par lesquels, en partant des notions anté-
rieurement acquises, on parvient i la connaissance d’une fonction

nouvelle qui devient P'origine d’un nouvel ordre de notions analy-

liques, el un traité complet sur le sujet qui nous occupe ne devrait

omettre aucune des méthodes découvertes et suivies a Pégard des
fonetions O (2) et H(z). Mais ici nous n’en indiquerons que deux,
¢, et la seconde

devant nous permettre de donner un apergu sur les fonctions ana-

la premicre se liant naturellement & ce qui préce

logues, mais a plusieurs variables et d’un ordre plus élevé, qu’on
nomme fonctions abéliennes on ultra-clliptiques.

I. — Premiére méthode.

Nous adopterons désormais les notations employées par Jacobi

dans Pimmortel Ouvrage intitulé : Fundamenta nove theorie
Junetionum ellipticarum, et nous représenterons les quantités

qui serviront de périodes par K et éK’, ¢ désignant v— 1. Cela
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posé, en désignant par ¢ () une fonction entiére ayant pour pé-
riode 2K, nous considérerons, au lieu des expressions
(@) (2 — iK')o(x —2IK')...
o(@ + iK' o(x +20K)...,
que nous savons ne pouvoir servir 4 la définition d’une fonction
entierement déterminée, la suivante :

(@) =o(z+iK)o(z +3iK)o(z+5iK)...
o(— 2+ iK)o(— 2 +3iK)o(—

<= 50T Yoo 00

On aura d’abord

®(z +2K) = d(z),

et 'on trouvera ensuite immédiatement

P (x + 20K') = ¢(x) M
oz + iK')
On n’a donc pas ainsi une fonction doublemeut périodique, mais
ce nouveau type d’expressions conduit, comme nous allons voir, i
des fonctions parfaitement définies et déterminé
Soit, par exemple, la fonction entiére ayant 2 K pour ])él'iude

ce qui donnera

En posant

on trouvera

v+ (2m+ 1)K | o

L ey
+ gt

el, par suile,

®(2) = (|—-zqcos‘

z

+</") ((—zqims KK +q‘“)---

s (x - 2% cos

Or il suffit que le module de ¢ soit inférieur & Punité pour que
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ce produit représente une fonction complétement définie et déter-
minée, car la dérivée logarithmique donne cette série

7 g5

T 6 E
1——'«’,(/30:)577‘»(/'» 1— 245 cos

qui, dans ce

5, est toujours convergente, quelle que soit la va-

leur réelle ou imaginaire de la variable 2.
En introduisant en facteur une constante A, nous poserons avec
Jacobi
0(2) = A®(x),
ou hien

) A(l—2q cos2z + g?)

X (1= 2g%cos22 + ¢°%) (1—2¢%cosa2x + gl0)....

Cest la premiére des fonctions que nous voulions définir
rifie les relations

s elle vé-

. | 8(z+2K) =6(z),
(1)

1 6(x+20K)=—06(x)e :

qui servent de base a la théorie.
En second lieu, soit
. o @i K
H(w)=—i8(z+ K)eR
on trouve immédiatement les relations toutes semblables aux pré-
cédentes
\ H(z +2K) =—H(«),
(2)

Sl Oy ==y &

el, pour 'expression développée, la formule

Il()l\t> = A.2y/g sinz (1— 242 cos22 +¢*)

X (1—2q* cos2z + ¢8) (1 — 29° cos2a + ¢'2)....

Cest la seconde de nos fonctions fondamentales; en la divisant
par la premidre, on obtient une fonction & double période, car,
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1(2 o po 0
M) satisfait aux condi-
8(x)

cause des relations (1) et (2), le quotient
uons
H(z)
5 E T"
H(az)
o(z)

H(z +20K') H(x

8(w +2K) Bz

Faisons enfin
0,(2) = 8 (v + K),

H,(z)=H(2z + K),

L-a-dire

& (-,l r‘) = A(1+ 24 cos22 + g*)

= (14 2¢% 0522 + ¢°) (£ + 2

= A2 /g cos@(1 -+ 2 cosaz 4 q*)

> (L+2g* cosaz + q*) (1 + 2g° cos2a +g'%)....

»s deux nouvelles fonctions conduisent aux relations

( O (z+2K) = 0,(2),
(3) 2= — i K
: | 0(z+20K)= 6i(z)e K 2
( Hie+2K) =--Hi(a),
(4 ! e
') | Hy(z+2iK)= H(x)e
5 H, <A
'Le que le 5 = - ser :ncore des fonctions
de sorte que les quotients 55 6@ seront enc s

a double période qui se lient chacune i la précédente a peu prés
comme le sinus au cosinus, et completent le systeme des trois

nouvelles transcendantes dont I'étude constitue la théorie des

fonctions elliptiques. Nous allons les retrouver sous une forme
analytique différente, qui les rattache aux lf‘a.nsccndzullws ullrit-
elliptiques a plusieurs variables et a |l(:‘l‘10[110141.0' mu.luplc. Mais
cette premiére méthode a l'avantage de donner immédiatement les
racines en nombre infini des équations transcendantes qu’on ob-
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tient en égalant a zéro chacune de

s fonctions, savoir :

[ O (@)=, 2 =omK + (om'+1)iK/,
\ H (2 o =2mK +a2m' (K,
' O(z) = o, o= (2m 1)K+ (om'+1) iK',

H, (4

2= (2m+1)K+2m' iK',

m et m' désignant des nombres entiers quelconques. Aux diverses
relations fondamentales que nous venons de donner, nous join-

drons encore celles-ci, dont il est souvent fait usage,

\ 0 (z + iK")

H (z

{

O (@
Hy(z
Eufin nous remarquerons que ces fonctions ne changent point en

y remplacant # par Az, Ket K’ par AK et 1K/, de sorte qu’on peut
particul:

ser I'une des périodes, prendre par exemple K =1, ¢

de ce cas

spécial, on reviendra immédiatement A nos expressions
géncrales. Mais c’est une particularisation diffévente de celle-la
que nous aurons & melttre en usage, el dont nous parlerons lors-
qu'elle viendra naturellement s’offvir.

ll. — Deuziéme méthode.

La proposition de M. Liouville consistant en ce qu’une fonclion

5 = ~ 2 . A

uniforme mllu-rez‘ \we  “, qui admet la période a, ne peut,
sans se réduire & une constante, admeltre une autre période b,
conduit naturellement & rechercher lexpression analytique des
fonctions a double pé

riode sous la forme fractionnaire

Dlicas

i

EBM e
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Issayons, d'apres cela, de déterminer A, et B, par la condition

~ 2 miZ (x+b)
m

> Ame

=

N om Tt

Bpe &

e

b désignant la seconde période. Faisant, pour abréger,
b
fi2
g=c¢ 1,

= 2m T
S
C—

lité les coefficients d’'une méme expo-

et dans cette nouvelle ¢

iTx

: 24 R S
nentielle ¢ - devront étre égaux. Or on reconnait immédiate-

ment que ces coefficients seront les séries

3
> ApnBugin et

de sorte qu’en mettant pour un instant n au lieu de m pour indice

+e

i B 02 0,

dans le terme général de la seconde, on sera conduit a cette ¢galilé,

qui devra avoir lieu quel que soit u :

+a e

o >

Il pourra sembler difficile de tirer de la les fonctions incon-
nues A, et B, dans toute leur généra
nous a chercher cette solution qui s'offre d’elle-méme, et qui con-

2

prm B Ap—n B u2e—n),
)

; aussi nous bornerons-

siste 4 obtenir I'égalité des séries en les rendant identiques. Nous

poserons donc

Apm Binat? = Ay—nBratli=n,

el nous imaginerons que 7 soit exprimé en fonction de m, de
I)lliSSCﬂl I'Cpl'l'!SClllCl' en IlH“H\E

maniére que ces deux quantit
ie compléte des nombres entiers. Cest ce quion ob-

temps la
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tiendra en fai

ant;
n=om-+k,

So

k élant enuer, et aprés avoir écrit 'égalité précédente sous la

forme
B.
uB,

on trouvera ainsi

B,

Ry—n—i - 93%B),

Mais devant sauisfaire, quel que soit p, & cette condition, on

pourra poser

p—m—k=n,

m' élant entierement indépendant de m, ce qui donnera

A ik Bk

02 A 2B,
d’ott 'on voit que 4',hn(|ue ‘membre est une ([\mntité constante,
Ainsi les fonclions inconnues A, et B, sont deux solutions de cette

méme équation aux diflérences finies

£t = const
Zmrk — const.
9213, A
dont I'intégrale générale est
G =0k (S

endant de la constante du second membre, et wu,, devant vé-
rifier la condition

Umfe = Um.

Celte quantité {« peut étre particularisée, comme on le voit,
sans restreindre la généralité du résultat, car il suffia pour la
retrouver de changer dans la fonction 2z en @ + 8; nous la suppo-
serons égale & zéro, et nous prendrons pour A, et B,, les valeurs
survantes :

m3
Ap=ana¥,

B = &gk,
i, = il
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les «||1;|nlil\,'-.~ m el b, vérifiant les conditions

Ay = A, b mA-k = [).’l“
Ainsi en faisant
3 2 ima
S L et
P (x) N awgfe @,

mal i
N
Il (z) = bin
A ;)

Dix)
() s E 5
riodique, donnée par notre analyse, et il s’agit maintenant d’é-

le quotient sera I'expression d’une fonction doublement peé-

dier de plus prés ces séries remarquables auxquelles nous sommes
conduit pour le numérateur et le dénominateur.

En premier lieu el relativement a la convergence, si 'on sup-

pose, comme nous l'avons fait déja, le module de g inférieura

Punité, le nombre entier & qui demeure arbitraire devra évidem-

ment étre pris pmilif; mais, cette condition admise, les deux séries

¢édant suivant les puissances quadratiques

considérd |
de g présenteront pour toutes les valeurs réelles ou 1maginaires

S comme pr

dela variable la convergencela plus rapide, et dont aucun ex 2mple

avait encore 6té donné en Analyse. Ensecond lieu et pour saisir

de quelle manicre se véalise la double périodicité dans le quo-
i cons T 3 ar exe ., dans le numérateur. On
tient, changeonsz en x -+ b, pai exemple, dans le

trouvera

p im
o 2 amiZaan

P (z+ b) 21"'" G @ @ 3

ou bien ; i
S Toiom am 'i'"

D(z+b) >_‘itmll 4 e >

inl
en ayant égard a la valeur de g=¢e “ . Mais dans le terme gé-
Y 3 3

néral il est permis de remplacer # par m — k, puisque I'ind

doit recevoir toutes les valeurs entliéres —oo a oo} on trouve
ainsi et en faisant @,_x= @m,
m—ky iza
< - +2(m —k) 'I\Ulvlu’—
(b(:‘A—lz):Za,,,q k & g
i o T
= Zam-\/‘ ¢ “
ima 2

gke
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de sorte que la série primitive ®(z) se reproduit en facteur.

Nous ¢erivons cetle relation fondamentale sous la forme suivante

D(z+b)=D(x

et en obs

vant qu’elle a é1é oblenue sans rien supposer sur les
coefficients arbitraires a,,, nous y joindrons celle-ci :

s — AT 9 b

M(z+b)=M(z)e @« """
Par la se manifeste de la manitre la plus claire a quoi tient la
double périodicité du quotient des deux fonctions B (z)et I (x).
Chacune d’elles admet la période «,

, lorsqu’on y change  en
# + b, elles ne font qu'acquériv un méme facteur exponentiel qui
disparait par la division (*).

Bientot on verra le role important que joue le nombre entier &
qui_introduit au numérateur et au dénominateur & constantes
arbitraires d’aprés les

relations

Ak = Amy  Opi= b,

Mais nous devons dés

4 présent remarquer qu’il est impossible de
satisfaire aux conditions

P(w +a) = P(z),

B(x+b) =d(z)e '@

par dautres fonctions wniformes enticres

» que parla série précé-
denln..(gu on fasse, en effet, pour se placer dans celte hypothése
en vérifiant la premiére de ¢

conditions,

R 2un L
D

@(z)

4 5
(') Dans le cas ol & est un nombre pair, on remarquera la

{ relation suivante.
Faisons

fonction qui ne différe de @ (z) quen ce que les constant
disposées dans un autre ordre; on aura

rhitraires @, sont

= 2+ 0)
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ou plutdr

< U oy

tl)(m)—Za,,.q" ¢ @y

il viendra, en substituant dans la seconde égalité et en comparant
les coefficients d’une méme Cxlmm‘ulinlh?. Ak — @~ Avant
d’aller plus loin, nous nous proposerons dans .une courte digres

sion de dire quelques mots d’une généralisation aussi remarquable

([lfiln[)u!'l‘(nch des séries que nous venons de rencontrer.

I, — Apercu sur les fonctions de plusieurs variables
a périodicité muliiple.

Une fonction f(z, Z2, ..., xz,) de n variables peul étre pério-
dique non seulement par rapport a chaque variable considérée
isolément, mais par rapport a leur ensemble, lorsqu’elle vérifie une
condition de cette forme

= an) = £(@1, B2y ooy @)

@1+ @1, 2

Sous ce point de vue plas général, on a d’abord cette proposition
qu’une fonction uniforme de n variables ne peut admettre plus
de 2n périodes simultanées (*). Mais il est cxlrémc.mcnl remar-
quable etc’est & M. le D* Riemann, de Géttingue, qu’'on (ll).l‘l celle
belle découverte analytique, qu’a I'égard des fonctions uniformes
ou bien déterminées, les 22 ]n':riodcs simultanées ne peuvent clre
des qu;u\tités données a prior, et indépendantes les unes des
autres. Qu’on forme, en effet, avec 2 périodes simultanées conve-

nablement choisies :
as, 4y

iy Oy o

n,y

bus

les n fonctions linéaires

X, = a1y + by @t o &1 0y

(1) Si elle est entiére, ellc nen peut admettre plus de n.

ORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 149

En posant
£(Xy, Xoy 0y X)) =F(2y, @ ...y 20),

on aura une fonetion transformée simplement périodique par rap-

port a chaque variable, mais qui conservera n autres périodes

, et c’est & leur égard que se manifeste dans toute sa

simplicité larelation que nous voulons énoncer. Repl‘ésenl(ms—los

simultané

Il‘zll'
N A A
BN E IR 5
G G G

La proposition de M. Riemann consiste en ce que les termes de
ce Tableau qui sont placés symétriquement par rapport a la dia-

gonale Ay, B,, ..., G, sont égaux entre et

2 , Ou, ce qui revient
au méme, en ce que les fonctions linéaires
Az + Ay

.

Bizy + Ba@y ...+ Buan,
Gyxy + G

y+.. .+ Guop

sont les dérivées partielles d'une méme forme quadratique a n in-
déterminées.

Voici maintenant la généralisation des séries relatives aux
fonctions & double période, et qui donnent I'expression analy-

tique des fonc

ns analogues & n variables et 2n périodes simul-
tanées.
Représe . 5 . . - i :
teprésentons la forme quadratique dont il vient d’étre question

par o (zy, Zy, .., &,) et posons

267 m g2y

P(zy,

0 on ) = Wn o, €
) 2

‘tendant a toutes les valeurs entieres de —oo & 4+

des nindices m, m,, ..., m,, et le coefficient constant Gy oioim0os

élant assujetti A la condition de reprendre la méme valeur lors-
quon augmente du nombre entier & Pun quelconque des indices.
Cette fonction est évidemment périodique a I'égard de chacune
des variables considérée séparément, et voici la propriété fonda-
mentale qui la rattache aux séries elliptiques.
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Désignons par a,, @s, ..., a,, 2 nombres entiers arbitraires,
on aura
o
q!(r,*li ) TeH+ — !r,lﬂ»»l(]—(r
2 day kS 2 da,

= &(z, 23, 2000+ 2t Xa+ o+ (g, 13,

Celte relation ne contenant pas les constantes ., . .. ... ;. UNE

-fu), ol ces constantes auront d

autre série I1(z

terminations différentes, donnera de méme

I d 1 do) @
n(x + - » A+ - == Ly By =
\ 2 da, 2 da, 2 da,
= [ (21, Ta, ooy Tu) e~ MBI T2 arrs =t @ lasy @20
A . D2y, @
Il en résulte que le quouent ——=— entera une
n(z,, Zy)

fonction de n variables & 22 périodes, n d’entre elles égales i

I'unité et appartenant sépar

‘ment a chaque variable, les 7 autres
étant les termes du Tableau dont on a déduit la forme quadratique

'f'(.r.. r z,). Elles résultent effectivement des égalités pré-

cédentes, en y supposant successivement nuls, sauf un seul qu'on

prendra égal & 'unité, les nombres entiers @, a . @p- Nous

voyons aussi figurer dans les séries un entier A dont dépend le

nombre des constantes arbitraires qu’elles renferment; or ce
nombre sera limité et fini, lorsque la condition suivante, dont la
découverte appartient encore & M. Riemann, sera remplie.
Soit
s By ooy Ihm
G GFn coon G

S S one S

un systéme de n* constantes arbitraires, il sera nécessaire et suffi-

sant que les fonctions

f(z)+p1, T2+ psy -y To+pPr),

f(z)+ ¢4, 4

£+ w+ Sn),

égalées i zéro ou a l'infini, n’admettent qu'un nombre fini et limité
de solutions qu'on ne puisse réduire les unes aux autres en ayant

ard aux périodes.
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(Vest A Giipel et a M. Rosenhain qu’est due la premiére notion
des séries dont nous venons de parler, et leur application dans le
cas de deux variables, i l'expression des fonctions inverses des
intégrales de radicaux carrés de polynomes du cinquieme ou du
sixieme degré. M. Weierstrass, dépassant de beaucoup les résul-
tats obtenus par ces deux illustres analystes, résolut dans toute sa

généralité i Paide des mémes séries le probleme de I'inversion des

intégrales de radicaux carrés de polynomes de degré quelconque.
Aprés lui, en suivant une voie toute différente, M. Riemann
parvint aux mémes résultats, et ¢’est dans le champ plus vaste en-

core des transcendantes a différentielles a

briques quelconques

que ces deux grands Géometres se rencontrérent en obtenant en

méme temps la solution du probleme si général de 'inver

ion des

priques quelconques, une des plus

intégrales de fonctions al
belles et des plus importantes questions ui se soient jamais offertes

en Analyse.

IV. — Comparaison entre les expressions sous forme de produits

infinis et de séries des fonctions © et H.

Nous venons, dans un rapide apercu, de montrer le lien et I'ana-
logie des séries qui donnent I'expression des fonctions doublement
périodiques a une seule variable, et de celles qui conduisenl aux
wanscendantes abéliennes les plus générales. Mais le cas le plus
clus

ait lieu une décomposition en facleurs que ne comportent aucune-

ivement est le seul ot

simple dont nous allons nous oceuper ¢

ies renferment deux ou un

ment les cas les plus généraux ot les
plus grand nombre de variables. Le rapprochement de ces deux

genres d’expressions se présente de lui-méme, et résulte de ces

relations qui ont été précédemment données et que nous réunis-

sons i¢l :

3 B — iR

0 (e+26)= 0 (@), 0 (z+20K)=—0 (x)e K 5

H (z+2K)=—H (2), H (z +2iK') = — H (z)e

0 (z+2K)= 0, (x), 0, (2 +2iK)= ©,(z)e
L)

Hy(z +2K) = — H(2), Hy(z +20K) = Hy(z)e K 5
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Comme on a évidemment

0(x +4K)=0(»), H(x+(K)=H(z),

on voit que les fonctions O () et H(z) satisfont toutes deux a ces
conditions
®(2+(K) = d(x),
in
e W
s = I = =) B

et les fonctions 0 (z) et Hy(z) a celles-ci, pour une raison sem-
blable,
P(z+ 4K) = P(x),

{K')
B(2+2iK')=D(z)ye K0

Mais ce sont précisément celles que vérifie 'expression générale

22

= m
D(2) = }‘ anpnk e @

lorsqu’en supposant le nombre £ égal a o2, on prend pour périodes

a
b

Il

K.

Les constantes a,, se réduisent alors a deux, @, et a,, et, comme
elles suffisent, ainsi que nous I'avons établi, @ représenter la solu-
tion de ces équations la plus générale par des fonctions entiéres,

en leur attribuant des valeurs ¢

»nvenables, les fonctions 0 (z)
et H, () seront données par la sér

A +o o
mt i im

+o s
o T ma1)?
D O o I e
anq? e = Grite R 2 (7R
m m

Cette détermination résulte d’ailleurs immédiatement des condi-

tions
0y (z +2K) = 0,(2),
Hi(z +2K) = — H(2);
on remarque en effet que les séries qui multiplient @, et @, Véri-
fient respectivement la premiére et la seconde, de sorte qu’on
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aura

e

o om
20 (@) = g™e
| (@) 2‘/

i
BH, ()= g 7
i el 1y,

(2 1) ‘
2 21
e

en désignant par « et % des quantités constantes. Si 'on remplace
les exponentielles par les lignes trigonométriques et la variable z

2K . A
par —» on obtiendra ces dc\‘cl()pp(tmenls l‘t',null‘(lllu])lcs

Kz ‘
20 ((—— ) -+ 2¢ C0S2Z + 2g* COS4 @ + 29 cosbz +...,
e (21 4= o 3 4y i3
BH, ( -_—) =2y g cosx + 2y/¢? cos3x 4+ 2y ¢ cosHZ 4+, ...

En y remplagant z par z - =, on en déduira

(,m- A

ae l*‘)’/ (‘US‘AI‘V')J/'(!
\

8H

Dailleu

(} sinz‘—z\" (7‘4 sin:

ation

en ayant égard a la r

O1(z + iK') = Hy (@)

on trouvera que les deux constantes « et 3 sont égales entre elles.
Voici done entre les séries et les produits infinis des relations d’i-
dentité extrémement dignes d’intd

, et auxquelles bien d’autres
méthodes pourraient conduire. Jacobi, le premier auteur de leur
découverte, et M. Cauchy, en ont donné plusieurs qui sont tout a
fait élémentaire

mais c'est surtout la suivante qui appartient a
M. Cauchy, et présente ce caractére ainsi qu’on va le voir.
Considérons avec Iillustre Géométre le polynome entier et fini

9(3)=(1=+3)(1+ ¢3) (£ +¢23)...(1+ g"'3)

1 A3+ Ap32+, ..+ A,z

La relation identique

(+2)9(g3)=(1+q"5)e(3)
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donne cette suite d’égalit

Aui—q) =1— g7
Ar(1—g3%) = Ay(g — g"),
As(1—g*) = As(g— g7),

*(l__//u)“ — gn=1)...(1— gritl)
== )

, nommons un instant ®(z) ce que devient (
- Si l'on fait

Cela pos

remplacant ¢ par ¢*, n par 22 etz par (/;"_'

P(z) =1 =232 =+ @ . 22,370,

on trouvera aisément a; au moyen de A, et, en introduisant 7 -

pour indice, on aura cetle expression

1= te)(=tgist)o (5=,
O —g2) (1 —g*)...(L— g2r+¥)

apsi = g ¢
Le nombre entier ¢ doit étre regardé comme recevant toutes les
valeurs de — 7 4 -+ n, mais on peut se borner par exemple aux
valeurs positives, car on vérifie sans peine la relation

Ap—i = An-wiy
il en résulte pour ®(z) cette forme

8, 8”7 + apan (301 4+ 22HL)

P(z)

- Aqa( 02 = BH2) L Aga (1 522),

)

Mais revenons a la valeur de ®(s) sous forme de produit, et ob-

ou encore

ey Apss

; 54+ 5-1) +
A a,

b (z)=a,s" [1+

servons d'abord qu’en remplacant ¢ par ¢* et n par 2n dans

il vient

(14 2) (14 g22) (0 -+ g+2). . .(1 4 g4n=2z)

= [(1=+3)(1+ g23)...(0+g** )| [(1+¢

+25) (14 g2 +4 3) (1 g5,
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de sorte qu'en mettant en dernier lieu -

G2t

(= =) s )]

X [(v+gz)(1+¢32)...(1+ g22=13)].

au lieu de z, on trou-

vera

Pz

Or on peut écrire autrement les facteurs du premier produit, en
remargquant que

cela donne pour ®(z) cette nouvelle valeur

r|)(:)=(;,;“,<|+g)(\.‘_:/.ﬂ _(|.,_r/:u

X(14+¢g3)(1+¢%5)...(1+ g26-13).

Telle est la forme définitive du produit de facteurs dont nous
avons le développement suivant les puissances de z. En faisant,
pour abréger,

. Wi s
.|,,7F. “—”:u,q’,
c'est-d-dire

) (1 — g*n=2). . (1 — q2re)

Ny = — »
(= @)= D)o o o(F=1G70)]
o (L= g2) (1 — g2a=2), .. (1 — g2n—2i-+2)

= (1 — g2rut2) (1 — grivv) (1 — gan+il)’

Iidentité a

brique que nous venons d’obtenir s’écrira ainsi

(ol il

(1+g3)(1+g*5). . (1= g2

= a1+ 0193+ 571) + ¢4 (32 4+ 572) 4. o+ g (30 + 51)],

el par suite, en faisant z —

(1424 cosuz -+ ¢2) (1 + 2¢% cos 2@ + ¢b) ... (1 + 2g2n—! Cos2x + gi=?)

= A1+ 22,9 co

4= 20,44 COS {2 +...+20,9" cosanz).
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Or on a pour n infini
1
= B
== N0 =GN = ooo

(7 =

X,

et I'identité algébrique fournit importante propriété de la trans-
cendante 0 (z), exprimée par la relation

(t+2g cosoxw + g*) (1 + 293 cos2z + ¢%) (1 4+ 2g° cos2z + ql0)...
I+ 29 C0s2% + 2g* oS4+ 29° cosbz +-...

T (=)=

Ce résultat nous conduit & pré r complétement la définition
premiére que nous avons donnée des quatre fonctions © (), H(xz),
0,(z), H,(z), en les représentant par un produit de facteurs
affecté d’un coefficient A resté jusqu’ici arbitraire. Nous ferons
désormais

A= (T 2) (L=l ) (g S) (L=t g S A5

et nous aurons de la sorte

Kz : N
B1(—— ) =1+ 29 cos2w + 2¢* oS4z + 29° cos62 +-....

En partant de la et a 'aide de la relation

» iKY

ﬂ)(l‘fll\”)ﬂllx(.l?)f,’7 9

on aura ensuite

& teny

s Kz )\ (Vs s VT
lh(;lu) = 2{/q cosa + 2 /g7 cos3a + 2/ g™ cos’

donneront

=1—2¢ 0522 +2g*COS{x — 2g° COS6Z +...,

= z\fr; sing — )\”q-"'sin 32+ 2 \/qBsinsz —.. ..

Telles sont sous les formes de produits infinis et de séries les trans-

cendantes dont nous allons établir les propriétés.
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Des deux formes principales que peuvent prendre parmi une
infinité d’autres les fonctions 6, H, etc.

Ce point touche a la plus belle partie de la théorie des fonctions
elliptiques, a la théorie de la transformation, que les bornes de
cette Note ne nous permettent point d’aborder. Mais, indépendam-
ment de leur intérét propre, les formules que nous allons établir
et qui donnent cette transformation spéciale des fonctions @,
H, cte., ot 'on remplace I'une par Pautre les quantités K et /K/,
nous seront indispensables plus tard, et nous devons d’autant
moins les omettre qu'il est extrémement facile d’y parvenir,
comme on va voir. D'ailleurs, on sera mis ainsi [sur la voie de la
recherche analogue et plus générale, ot I'on remplace K et /K
par ;K +m' iK', n K 4+ 1/ iK', e, m!; n, n' désignant des nombres
entiers, et qui constitue le sujet méme de la théorie de la transfor-
mation. Dans le cas ot mn'— m’n = 1, on est amené a ce que Ja-
cobt nomme la théorie des formes en nombre infini des fonctions

0, H, etc.; mais, parmi toutes ces formes

ce sont celles que
nous allons établir et dont nous aurons a faire usage, qui méritent
d’éwe particulicrement distinguées. Posons

H, (=),

on verra immédiatement correspondre aux relations fondamentales
propres aux fonctions ®, H, ©,, H,, a savoir :

‘v(r—-k’;: 8, (z),
o JH@E+K)= ),
Oi(z+K)= @& (z),
Hy(2 + K)=— H (2),

& +iK)

0 (z+iK')= iH(z)e & 3
H (24 £10) = 76 (z) 60 2 Gt
in }
0, (2 +(K')= Ih(.’r)(:‘mcz'huh),
Hy (2 + iK') = 8 () e ik 27K

9
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celles-ci :
0 (== = @)

i0 (),

4 (2 + iK') =

(@) [n,(zf;u';:y,.(.m
n(2+iK') =0, (=),
'\n (z+K)= 0, (x)
(d) | n(@+K)= m(x)e"_"[" i
’ b(z+K)y= 0 1.7:)3“T‘\1'+m,

t(@+ K) =—q (z) ek ‘7‘l+m'

Cela posé, remplacons les équations (@) par les suivantes, qui
évidemment leur sont équivalentes :

0 (z—K)= 0 (),
b \u (=I5 = — I
(ad) I G e=T)= Gl

H(z—K)= H(z)

Alors, en comparant les équations (&') et (b) aux équations (c)
et (d), on remarque que le second systeme de relations coincide
avec le premier lorsqu’on y remplace d’une part

KSe tRvK¢
l'cspccli\'mnenl par
(K" et —K,
et de lautre
0(2), n(x), O(@), mn(x)

par

Hy(z), Ll’“('” 61(z), O(z).

Les nouvelles fonctions que nous avons introduites se trouyent
ainsi ramenées aux anciennes et, si 'on remarque que par le chan-
o

{ gement de K en 7K/, et de (K’ en — K la quantité g =e © de-

K

vient ¢o = ¢ ¥, on aura en conclusion les expressions suivantes,
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ot M et N désignent deux facteurs constants :

=M.» | 75 COST (14 2g% cos22 + qh)

X (14 2¢§ cos2z + g§)(1+ 2g§ cosaz+ gl?), ...,
;/ = M.» Vg, sina (1 — 23 cosoz +q)

X (t—2g§cos2z +qf) (1 —2¢§ cosaw + gl?), ...,
=M.(1+2g,cos22 +¢3)

X (1+2g3 cos2z + q8)(1+ 2g§ coszx + g}®), ...,

=M (1—2g0cos2z + ¢3)

X (1—2g3 cosaw + ¢8)(1 —2¢f cosaw—+ gf®), ...,

g4 cos3z 2 V/q3® cossz +...),

2° Ofig-)—.N(z,v{/r/_‘.cosr*

(20K @

=N (2{/gosine — 2 V/g} sin32+ o /g2 sinba —...),

=N(i—2gycos2z+ 2qicosfjo —2q) cosbz +...).
4 4 To

Le principal intérét de la seconde forme analytique qai nous

est ainsi donnée par les quantités (), n(z), elc., consiste en

ce que l'on introduit, au lieu de

2Kz

I'argument imaginaire

- En supposant K et K’ réels, on a donc sous forme réelle
et l'on peut suivre la marche des fonctions, que I'argument soit

lui-méme réel ou multiplié par \/— bientét on en verra une

application.
Propriétés fondamentales des fonctions © et H; définition

de sinamz, cosamz, A amz.

En employant dans ce qui précéde la considération de la fone-
tion

S(x) =

pour le cas de & = 2, nous avons supposé

a= 4K,

(5 = o,
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Désormais nous garderons pour périodes ces deux quantités, ¢

nous ferons par suite

()

avec la condition

Qpms-b = Ly

ce qui donnera, comme nous Pavons établi, la maniére la plus

genérale de satisfaire par des fonclions entiéres uniformes aux

deux conditions
{ d(z+ (K)=P(a),

(—+ i K)
| @(z+2iK)=o(x)e :
Cette solution générale renfermera donc pour k = 4, par exemple,
quatre constantes arbitraires, que l'on metira en évidence en dis-
A S -
tinguant ces quatre formes de lindice m, m= 4n, 4r—+1, bn+s
4n—+3, ce qui donnera

=
O (z) = avz
(hr+1)* iTx
Grr hnr1) o
2K
+ ay Eg e )
2 x

ou bien, pour abréger,
O (z)= ayPo(®)+ ay Py (x) + a; P, () + ayPy ().
Par la on voit que, dans le cas ou
@ (v +2K) = ®(2),
la solution est représentée par
B(z) = aoPo(@)+ aP2(2),

et ne contient plus que deux constantes.
De méme, en supposant

@ (z +2K) =—®(@),
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on aura avec deux constantes arbitraires seulement
D(2) = a; Dy (2 )+ az Py(z).

Ainsi nous avons la maniere la plus géndérale de vérifier ces deux
stémes de conditions, savoir :

( P(z+ 2K)=d(x),

{ D(z +2iK)=D(z)e

P(x+ 2K)=—d(2),

B+ 2iK)=d(z)e K .

Cela établi, nous remarquons qu’en élevant au carré les deux
membres des diverses équations fondamentales de la page 152,
les résultats sont précisément de la forme du premier de ces deux
systemes. Nous en tirons cette conséquence, (1u’en d(}slgnam
par a, b, etc., des conslantes, on aura

0 (2)=ad(a)+ bPy(x),

H2(z)=c ®y(z) +~ dPs(x),

et en changeant x en z + K,

02 (

x)=ab(w)—bdy(x),

H2 (@)= ¢ ®y(2) — d Py().

En second lieu, si 'on multiplic membre & membre, soit les deux
premiéres, soit les deux derniéres de ces mémes équations, c’est
i la forme du second systéme qu’on se trouve amené, par suite
on a

O(z)H(x) = Ad () + Bd;(x),

A et B désignant de nouvelles constantes, et cette relation donne,
en y changeant z en z + K| la suivante :

8y (@) H(x) =tA ¢y (z)— B Ps(x).

De la se tivent, parmi bien d’autres conséquences ('), les relations
algébriques et différentielles de nos fonctions.

(') Notamment la transformation du second ordre.
H. — II.
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I. — Relations algébrigues. — Du module et de son complément.

Deux équations linéaires entre les ¢ 2, 03, HY résul-
ions de ces quantités par @, (z) et

tent évidemment des express
@, (). L'une d’elles pourra étre présentée sous la forme

02(a) = 2H2(2) + o« H(2),

o et ol dés

gnant des constantes (ue nous allons déterminer.

es x—o0 el x = K; comme

Pour cela faisons ces deux hypothé
on a, d’apres les formules de la page 143, Hi(o)i= 05 Hy(K) =0
il viendra

(K)
. K)
y )
a'=

03 (o)
Mais on introduit au lieu de @ et o les quantités suivantes :
H(K)
= (K)’

02(0)
7(K)’

et comme la relation
H(z + K) = H;(2)
donne
H(K) = I, (0),
on aura

d’on

() = (@) &' Hi(2).

Cette premiére relation obtenue, la seconde en résulte eny
changeant z en z + iK/; si 'on emploie i cet eflet les formules
chang : f

2 3 Al ra, en s £ facteur expo-
données page 143, il viendra, en supprimant le facteur exj

nentiel, ‘ s
— ki (@) =—0(2) + K'0i(2),

ou bien

2(2) = kH2(2) + k'03(2)-

ntent d’ailleurs toutes les relations

Cﬂ.\' !l()ll\ é(llluliOTlS I'!'r[)l'( ;
g ¢ oI A S B e A S sent
algébriques 1)0551]){@: entre nos quatre fonctions ; elles conduisen
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ala notion des quantités que nous avons désignées par £ et 4

dont les racines carrées s’expriment en série de cetle maniér

/ H(K) o
[h=—0pn =

£ O(K) %
. (@) = 2gi - 2gt=0gi-ogl6—___

vk = =

7’&)?[\) [+ 2g + 2¢" +=2q°+ 215 4.

La premiere, k, s'appelle le module de 6(z), H(z), 0, (z),
H,(z), et la seconde, &', le complément du module. Consic
par rapport a ¢, ou plutét en faisant

g = eino,

par rapport & la variable @, ces quantités constituent un genre de
fonctions analytiques entié

ement nouvelles et de la plus haute
importance parmi les fonctions d’une seule variable. Clest prin-
cipalement en Algébre, dans la théorie des équations, et en
Arvithmétique, dans la théorie des formes quadratiques a deux in-

déterminées, que la considération de ces fonctions a suggéré
delle-méme des points de vue tout nouveaux et ouvert des voies
fecondes, ot ont été obtenus les plus intéressants résultats. Les

bornes de cette Note ne nous permettent pas d’entrer dans ce

champ déja si étendu de belles recherches, mais ce que nous
dirons @ Iégard des fonctions O, H, etc. servira de préparation

suffisante pour lire les Mémoires spéciaux qui y sont consae

Clest de ces fonctions, en effet, étudid

a la fois par rapport a @
et o, que découle tout ce qui concerne k et &' qui contiennent
|

seulement o, etil ne semble pas possible, dans Iétat actuel de nos
connaissances en Analyse, d’arvivera toutes leurs propriélés en
partant uniquement de leur définition comme quotient des séries
données précédemment (@)

) Poisson ¢t M. Gauchy sont arrivés, par deux méthodes différentes, A cette
identité :

2e © 426

qui conduit 4 des propriétés fondamen
tion de o.

s des modules considérés comme fone-
lais il w'est possible de tirer de li que la transformation pour le pre-
€L aucune aulre voie pour parvenir

mier ordr

Ix dguations modutaires ne
oflferte que celle qui a é1¢ donnée par les fondateurs de la théoric
ons elliptiques

slest enco

des fo

ST
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On se rendra compte, jusqu'd un certain point, de cette diffi-
culté, en observant que 4 et &' n’existent comme fonctions de v

qu’autant qu’en supposant cette variable imaginaire ¢t de la forme

@ = =8

B est essentiellement différent de séro et positif. Ce sont done
véritablement des parties de fonctions qui, des lors, échappenta

beaucoup des méthodes les plus habituellement employcées. Ainsi,
il n'existe pas pour 4 et £ de développement suivant les puissances

de w, et si l'on fait
Wy ==

pour pouvoir employer la série de Taylor, voici encore les circon-
stances particulieres qui viennent s'offvir. Les quantités & et &

sont déterminables par la résolution d'une équation numérique,

pour une infinité de valeurs de o, telles que

A==
G 4

wo =

A. B, C élant entiers, et B essentiellement positif; mais, si I'em-

|>loi de ces valeurs initiales, en faisant » = w, + 2, donne pour

premier Lerme des séries une simple irrationnelle numérique, les
termes suivants sont nécessairement des transcendantes. Ainsi, par

(:xcmp[c. pour w, = Z, on aura

cl, en prenant © =

its des développements de k

qui entrera dans tous les coeffic
ssantes de /. On voit par li com-
ent les transcendantes

el &', suivant les puissances cro

bien on est éloigné des séries qui défini

simples, ou les coefficients sont toujours commensurables. Ma
sans nous élendre plus longuement la-dessus, et pour revenir i ce
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qui concerne notre sujet, nous allons justifier les dénominations
de module et de son complément, données a & et k', en démon-

trant cetle égalité

Les deux relations (ue nous ayons obtenues sont

( ko) = Ha(w) +KH} (),
| ©w) = AH(2) + K 0% ().

Faisons dans la seconde 2 = K, aprés avoir divisé les deux mem-

hres par ©*(z), en remarquant quion a

0,(z+ K)=0(z),

el, par suite,
0,(K) = 0(o),

on trouvera précisément Pégalité qu'il fallait démontrer,

ies infinies

[l en résulte cette relation entre les

(¥

4 (1—2g +2g" —2g*+2q'¢ —...)"

72 Vg =2 Vg + 2 Vg )

= (14 29+ 2g* + 29° + 2GRS SR

quil est extrémement facile d’établir directement i laide des

propositions arithmétiques connues sur la décomposition des

nombres entiers en quatre carvés. Mais, laissant encore de coté

ces questions, nous allons compléter ce qui concerne la défini-
tion méme de & et A" dont nous avons obtenu les racines carrées
comme fonctions uniformes et bien déterminées de w. Jacobia fait
voir que les racines quatriemes possedent la méme propriélé en

donnant les formules remarquables que nous réunissons ici :

1. LY an Y 2moad
I+ q—qt—q>—

P) L U e w7 s i

B =g g3 g ...

% = Ly boe g

(—2q: +2¢° —2q" —

= [== g P+ g +...
b e

dgt+2g¥ ...
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Les lois de ces séries sont données par ces formules ot le signe

s’étend & toutes les valeurs de I'indice 7 de — o0 & + o, savoir:

M (— 1)
Y(7|\¥
P

2 P
2 =ya Vg = =i

o
S s
—

i U
S
—

o
S e

L. _ G
N
e

in second lieu, et pour le complément du module, on a

: 2
1. VE = i
Wit G @
9 — M= =GP an P on G oo
=9 7lv(/vq‘——f/“‘—'t/“‘-v—4..
3. = L= Bt —2g0 -+ 21—
I—2¢% + 2¢4° —2¢18 + 232 —...
2, = 1 —2g2 +2¢8 —2q18 + 2932 —...

I+24+92¢%+2¢g? +2q!0 +. ..

ou, en mettant en évidence les termes généraux,
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s

e
DI

La quantité kK qui joue aussi un role important est donnée par

le développement de forme semblable aux précédents :

gl (— 1) grit+i
Sty s

S

Il. — Définition de sinamz, cos amz, A amz.

Equations différentielles.

Posons

5

& H; (z)
o(x) 2

a — 0, (2)
= 2=
TS ©(x)

<
I

Les relations algébriques obtenues précédemment, et qui sont ho-
mogenes par rapport aux (uatre fonctions, donneront

w02 =1,

Tyt w2 = 1.

Si-

La premiére conduil & représenter @ par un sinus, ¢ parun ¢
nus; ¢'est ee qu'a fait Jacobi, et, en adoptant les notations de I'il-

lustre géomelre, nous poserons

w = sinama,

€OS am &,

w=Aamaz.

Le sinus, le cosinus et le & de Pamplitude de la variable @ seront
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ainsi les trois fonctions doublement périodiques fondamentales
Nous voici amenés maintenant au point en quelque sorte le plus
essentiel de la théorie, ot I'on a pour but de les définir par trois
équations iflérentielles.

Considérons a cet effet la dérivée de u, a savoir :

de 1 H(z)0(2)— H(x)9 (z) D (2)
@& CHED) T e(w)’

Cette dérivée, comme la fonction elle-méme, admet la période

2K et ne fait que changer de signe lorsqu’on change x en 2+ 2K;

ayant donce pour le numérateur la valeur

P(z) =

on tirera immédiatement des relations

CR(@ == = e,
LT (i KY)

0z +2(K') = 02(x)e
auxquelles donne lieu le dénominateur, celles-ci :

Dz +2K) = d(a),

@ (@ + 20K) = P(z)e
Or, d’aprés ce qui a été précédemment établi (p. 160 et 161), ona
P(x)=a Py(z)+ a3 Py3(x) = mo(xz)H(z) + m 0,(2) H(2),

m et my désignant des constantes. Observant done que « change
o o du 5 o 9
de s gne avec z, el que, par suite, e est une fonection paire, on
1

voit que la partie impaire 7,20 (z)H(2) doit disparait ainsi

m =0, el 'on asimplement
P (z) =m0 (x) Hy(z).

En divisant par 82 (z) et fai

il viendra

du

7 e = Vi(i— 2y — %
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Celle constante u. représente, puisque la fonction w s’évanouil

1 am

avec , la limite du rapport pour = o, limite qui dé-

pend en général des quantités K et K. Mais nous avons précé-
demment remarqué que Lexpression des fonctions 0 () H(2) ne

; A 5 K K0
! ge: as en y r aca ; ar —s =) — que cette
changeait pas en y remplacant z, K, K’ par R et que cet
circonstance serail utilisée pour particulariser d’une certaine ma-

niere les périodes. D’apres cela, nous allons introduire une rela-

si

tion qui aura pour effet de rendre égale a I'unité la limite

afin de rapprocher en ce point essentiel le sinus d’amplitude du
sinus trigonométrique. Ayant

r—r—(I"’([7’).(/'(‘4;3%—1/‘)...

sinam(x) 1 1S

z

)i;—~ 2% cos

nous ferons, pour z = o,

1= Vgli—g
VEK T (= g)a—¢°

ou bien

VEK -,~|'Vl~!/-‘ul—( ]
e L e e 2
—qg (1—g*) (1 —g3)...

Ainsi, en admettant que les quantités K et K’ vérifient cette condi-
[h\”- nous aurons

du

2 = wag

dx
c'est la premicre des relations différentielles que nous voulions éta-

blir. Les autres en découlent a Paide des équations

w4+ 92 =1,
202 = o =1,
el sonl
dp
— = —uw,
dz
dw
» - — krup.
da




