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que. soient les entiers @ et v, ne donne eﬂ'ectivementque quatre
fonctions distinctes; enfin la derniore permet d’exprimer ces
fonctions par une seule d’entre elles. A ces re|

alions nous join-
drons enfin, bien que nous n’

ayons pas a Pemployer ici, la sui-
vante, qui fournit des équations algébriques ou

diférentielles
auxquelles satisfont nos foneic

ons, et ou je suppose

B—p=u  y—y=p

savolr :

20uy (2 + )0, (2 —7)0a,0(0)80,5(0)
= Opv (2) Oy (@) 00 (37 00,8(2)
+(— D044y (2) Ot ,v (@) Boi1,0( ) 9,8(¥)
=)0y v (2) Oyt (2) 00,1 () O1,8+1()
F Ot (@) 0y sy (20) O2,1(37)00. 8.1 (7).
Cela posé, soient @ () @,

d des entiers tels, que ad — be — k,
4 élant essentiellement diffé

rent de zéro et positif; faisons
¢+ dw
Q=_—_—"2
a-+bw
m=ay+by+ab,
N=cp +dv+ cd.

& O(z) = Ouvl(a+ bw)z] eimblatbols
on aura les relations fondamentales
I(z +1) = (—pm I(z),
Iz + Q) = (— ) Ii(z) e—kimzz+Q)
qui servent i exprimer [1(x), quels que soient - ely, au moyen

des quatre fonctions analogues a 0, mais relatives au module Q, et
que nous représenterons par

Oy ().
A cet effet, je désigne par T, une fonction homogeéne du degré ¢

des carrés de deux des fonctions O; cela étan

L, on aura pour 4 im-
pair cette expression trés simple

(@) = Oy n(2)Th_,.
2

Laissant ici de c¢61é Ja détermination de ces fonctions désignées
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par Tj_y, je vais seulement, dans le cas de k=1, ou T est une
2

simple constante, en donner la valeur, qui exige une analyse assez
délicate. |

Supposons le nombre b positif, comme on le peut toujours, car,
$il en était autrement on chercherait la formule de transformation
relative au systeme desnombres —a@, — by — ¢, — d, ainsi _qu:on
y sl autorisé par la nature de la condition ad — bc =1, quinest
pas altérée par ce changement et, cette formule .n:ouvée, @ en
déduirait immédiatement celle qu’il s’agissait primitivement d’ob-
tenir, la constante T restant la méme ou changeant seulement de
signe, comme il est aisé de le reconnaitre par le changement dont
nous parlons. Cela étant, on aura

b—1

234.‘71
oP
L=

afp—t0)
e

3 étant une racine huitieme de Punité dont voiei la détermination :

1 (e wa-2.6¢ gy + bd v+ 2 abe P+ 2 abd v+ abi el

d=e ©

et le signe du radical carré J/—ib(a+ bw) étant pris de maniére
que la partie réelle de ce radical soit positive (*). .

Des cas particuliers de cette relation ont été déja donnés par
Jacobi dans un Mémoire sur l'équation différentielle & laquelle
satisfont les séries

1Eog+2g*F2g°+. ., 2V§+ -3{/?—% 7.\'/(]254—‘ i

(Journal de Crelle, t. 34, et Journal de Liouville, traduction de
M. Puiseux). Mais l'illustre auteur, laissant de cOté la détermi-
nation de 9, se borne a annoncer que le signe de la constante

dépend de la quantité désignée par le symbole (Z) dans la théorie

gis M o e e e
(1) Pour b= o, la formule de transformation se réduit a 'équation suivanle
in

—

.
0, (z 0)=¢ Bm, (2,0 + ),
)

« étant un nombre entier arbitraire, m étant égal A peln a a(p 1)+ v
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des rési ratiques it si

a CSIdL{% quadratiques. Ce fait si remarquable résulte, en effet,
€s propriétés de la série

b—1

—=0
vpe,,»ww,

0

ui se trouve y i
q ¢ comme facteur dans la valeur de T. Soit d’abord

e b =248,
2 étant Lmpair, on aura

ﬂ[xmﬁ-o—nu»[i H
o Tl \—u--u)(__a VB
g )

sl o estimpair, et

Vb,

im 3
s eT[Mn{Hn' +(B—12+az+1) ( a)

lorsque « est pair.

i n secondilieu, supposons b tmpair; alors on pourra déterminer
eux nombres entiers m et n par Péquation

’ a=mb—8n,
et I'on aura

o ;'—“(Z) i(%)"/i

Ces résultats (1) se déduisent des formules données par Gauss
dans le célebre Mémoire intitulé

2 Summatio serier
; 5 ! 3 serierum ua-
rumdam stngularium; .

. seulement jai fait usage, pour éviter
autant que possible une énumération de cas, de la

forme sous
laquelle elles ont été présentées par M. Lebesg

ue dans un Mémoire

(') Peut-étre n'est-il pas inutile d’observer que limaginaire ¢, qui figure dans
Xpression de cette série par les symboles de la théorie des
est abso!ument la méme quantité qui entre dans la définie
] © I'équation (A ). Je ferai enfin Iemarquer que ¢ se présente
tm:]our;, cm'nme le produit de \/5, par une racine huiti¢éme de 'unité; de sorte
qu'en résumé la constante T a cette valeur :

résidus quadratiques,
tion des fonctions 6 pa
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intitulé : Swur le symbole (g) et sur quelques-unes deses appli-

i i res pret v
| cations. Je remarque enfin que introduction des nombres 4
tions. | i i
‘ ; d’une part, m et u de Pautre, permet de résumer dans une seu
équation, savoir :
¢+ dw
3 [
1(2) = By [(a+ b, w] ermtiations = Doy o (7, S0,
4 B
ce que Jacobi nomme la théorie des formes en nombre l-Illf-\lnl de
i 1 4 G or-
fonctions 6, théorie sur laquelle il avait annoncé un travail imp
tant que la mort I'a empéché de publier.
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Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2¢ sér., t. 111,
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ol 1e quatre
501 les entiers u et v, ne donne effectivement que q
T s : ié d’exprimer ces fonc-
fonctions distinetes; enfin la derniére permet d'exp R
c < 1 o
tions par une seule d’entre elles. A ces relations nous join °
y A ver ici suivante, qui
enfin, bien que nous n’ayons pas a I'employer ici, las 5 G
) 3

i ilférenti cquelles
fournit les équations algébriques ou différentielles auxq

satisfont nos fonctions, et ou je suppose

==
savolr :
20y (@ - 3) B (@ — ) V0 (0) 80,8 (0)
= By (@) Oy (2) 0,0 () B8 ()
- (= 1)V 01 v (2) Oy (2 1,0 (07) 01,8(5)
(= 1) Bycr et (@) Ot et () 01,1 (37) 01,1 (5
Oy vt () Oyt (2) 00 () 0,8+1(¥)-

i S — e = I
Cela posé, soient @, b, ¢, d des entiers tels que an’ be 5
" e 1 diffé zér 1t ons
k étant essentiellement différent de zéro et posiuf, fais

c+dw 5
= Go
m=ap-+bv+ab,
n =cwu +dv—+cd,
v((@ -+ bw)a]efmba+owz?,

H(z) =
on aura les relations fondamentales
O(z—+1) =(—"(z),
O(z+90)=(—1n" Tl () e—kin22+Q),
1 au moyen
qui servent a exprimer (z), quels que s;)lgnt IRC e Qy i
ions a mais relatives au modu , el
des quatre fonctions analogues a 0, 1
que nous re])résenlel‘ous Pﬂr
Oy (2)-
it ¢ degré @
A cet effet, je désigne par T; une fonction homogeéne du kg
i & : 2 ra pour /£ 1m-
1 05 étant, on aura p
des carrés de deux des fomztmns 0; cela :
pair celte expression Lres simple

I(2)=0mn(2)T

inati ions désignées
Laissant ici de coté la détermination de ces fonctions désig
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» je vais seulement, dans le cas de f — 1, oi T est une

simple constante, en douner la valeur, qui exige une analyse assez
délicate.

Supposons le nombre 4 positif, comme on le peut toujours, car
s'il en était autrement on chercherait la formule de transformation
relative au systéme des nombres — a, —b, — ¢, —d, ainsi qu’on
¥ est aulorisé par la nature de la condition ad — pe — I, qui n’est
pas altérée par ce changement, et, cette formule trouvée, on en
déduirait immédiatement celle qu'il s’agissait primitivement d’ol)—
tenwr, la constante T restant la méme ou changeant seulement de
signe, comme il est aisé de le reconnaitre par le changement dont
nous parlons. Cela étant, on aura

o1 afp—g)

0
—
(= h(a+—bw)
8 étant une racine huitiéme de 'unité dont voici la détermination
. — LR (00 B2 50 Y BV 2 e P2 abd v+ abt )
0o—=e *

et le signe du radical carré o= ib(a—+ be) étant pris de maniere
que la partie réelle de ce radical soit positive ().

Des cas particuliers de celte relation ont été déja donnés par
Jacobi dans un Mémoire sur Péquation différentielle & laquelle
satisfont les séries

1329 +agbtagoy 2 Vg +2 /g0 YgEe
(Journal de Cretlz, s 4 e Jamme) de Liouville, traduction

de M. Puiseux). Mais illustre auteur, laissant de c6té la détermi-
nation de 3, se borne a annoncer que le signe de la constante

dépend de la quantité désignée par le symbole (g) dans la théorie

(1) Pour b= o, la formule de transformation se réduit a 'équation suivante ;

Bl )= T (0 0k ),

@ étant un nombre entier arbitraire, m étant égald et naalpr)4y,
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e
des résidus quadratiques. Ge fait si remarquable résulte, en effet, (?t v rl.une part, et n de l'autre, permet de résumer dans une seule
des propriétés de la série ‘€quation, savoir

4 (@) =0y y[(a+ bw) 2, w]eimblatbnet — TOp (x c +dm>
n (2, )
% a—+bw

ce que Jacobi nomm irs
x fmiu’ong S €] la]z/awz te des formes en nombre infini des
o T @es g N sars g ’ " e
qui se trouve comme facteur dans la valeur de T. Soit d’abord Ay 5 : sur laquelle il avait annoncé un travail impor-
¢ : 2 [ bé a [l)r;.ortl a empéché de publier.
bi=iad our établiv les formu 4o ; i
: ; B, L et les précédentes, je m’occuperai d’abord
ﬁ étant 1mpair, on aura es deux Ugahtes
+ML“;_“"3L'L§](441)\/E Uz + 1) = (— 1),
7 3 U +0) = (— ) () e—kin2z+Q)
A 3
dans lesquelles, ainsi %o Pes a
S, ainsi
J(ll()+1)’+\,’5~lw"~+rl“—l'} S I 5 que je lai dit plus haut, on a
DR B B )
2 J{—= b
( ? )\/, '“:“H+b‘/+ab,
lorsque o est pair., ; N = o+ dv st od,
En second lieu, supposons b impair; alors on pourra déterminer
deux nombres entiers nz et n par I'équation %
a=mb—8n, N
et 'on aura ekl e
Pour cela, j’observe quellion peut éerire 5
li(a) =
. 2) =0y [(@+ bw)z | eimblarbwas — o
Ces résultats (1) se déduisent des formules données par Gauss ¢ )z] _Z,,, eimgla,m),
B SRR : WA = en pos —=
dans le célebre Mémoire intitulé : Summatio serierum qua posant
: 3 Loty S
rumdam singularium; seulement jau fait usage, pour dviter e e e L] T 7
A " 3 | L e
autant que pos:ib]c une énamération de cas, de la forme sous GRS
été pré ées I yue dans un Mé- < e
laquelle elles ont éié présentées par M. Lebesgue Or cette fonction jouit de Ia Propriété exprimée par I'équati
50N Y o 5 a t(quation
moire intitulé : Swr le symbole (%) et sur quelques-unes de ses suivanle : |
jCali 1 i "Intr 1 s J o@—=n, ) — e
applications. Je remarque enfin que l'introduction des nombres o ( G e DY i
S AN TR G T L ue Pon véri \ G A
Eniad il oAr i T q e fie par un calcul trés facile, et il en résulte que Pon
(') Peut-¢tre nest-il pas inutile d’observer que Pimaginaire ¢, qui “g‘m‘e_ dans peut écrire |
la série o ou dans Lexpression de cette série par les symboles de la th:orlg _dc.s £ e
résidus quadratiques, est absolument la méme quantité qui entre dans la (lclm‘lv il <o) y Srolll s
i 'é i A). Je ferai enfin remarquer que @ se pré- LT =(—-1) eimp(x, mt-b)
tion des fonctions O par I'équation (A). Je ferai e Cmar . ol b X
sente toujours, comme le produit de VB, par une racine huiticme de unité; de iy [ G o
e Tie e el
sorte qu’en résume la constante [ a cette valeur ey Hee o o
e A ;
L irr ol car le nombr
B a-+ bw

re m devant prendre toutes les valeurs, depuis — oo
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jusqu’a -+ oo, on peut, sans altérer la somme 2, changer m en

m —+ b dans la fonction o (@, m).

Soit ensuite, pour un moment,
G

e ™ 00y — oI, m)
o) = :

il est elair que la nouvelle fonction ¢, (2, m) sera liée & celle dont

nous venons de parler par I'égalité
9o(z, m) = kQz+ o(Qz, m).

Or, en recourant a la valeur de Q et réduisant les deux termes
en 2, on obtiendra immédiatement ;

Qo (@, m) = d(e+ dw)z2+ (am + p)(¢ + dw)z + ?(zm -+ p)E—mv,
de sorte que I'on peut passer de la fonction o(z, m) a la fone-
tion ©,(x, m) par le simple changement de @ et b en ¢ et d. On a

donc la relation
g0 (@ +1, m)— 90(2, m4-d)=o2cm+m=n (mod2),

et, par suite, celle-ci :
Mo(z +1) = (— 1) o (2)-
On en déduit que U'on a, relativement & la fonction I(2),

e O (),

eich(aHn!n(ﬂx @)=

d'ou, aprés avoir dans les deux” membres supprimé le fac-
teur &2 et remplacé @z par z,

—kim(z+Q)

(e = @) = (= WP M@ 2=

Ces deux égalités démontrées, voici maintenant comment on
parvient, dans le cas ou 'on suppos
la constante T dans I’équation
c+ a!m)

inbla+bwlz? T
= &x, -
Om,n ( ‘a-+bo

0y v[(a + bw)z, w]e

Remplacant d’abord les fonctions par leurs développements et
c+dow

mettant pour cela dans le second membre Q au lieu de =

e k=1, 4 la détermination de
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2 s NCTIONS ELL
b P 93
QUES

+ o

(A) E TR,
m

+e

Z (e 20 [(Em+mhl'ﬁ- i—)rznwmyr]
n :

Cela posé i 1
, nous introduiro 1
ns « 1
au lieu de ?(z, m) l'expressmn
L — @
Y(z, m)=o(z, m)—m 2

ce qui perm, i
qut permettra de supprimer dans les deux membres de 1’

tion précédente le facteur pmemr équa-

» de maniére a avoir
= ! +
i, m) in[ama &
zme » TZ (= )y 7:[_»1 G [sm-pmﬂjl
oy m 2
On en ¢
onclura, par sui inté
. ) Par suite, en intégra imi
ey b grant entre les limites zéro et

Al + =
iz, m) imma 2
e e n?
S S ot

i j
et il s’agira maintenant d’obtenir
membre. A cet effet, jobsery
cette relation

Iintégrale deéfinie du premier
e que la fonction Y(, m) donne lieu &
q.u(z+r,m)sq«(z-, m—+b) (mod2)
ou plus généralement

Y(@—+n, m)

(@, m + nb) (mod2),
7 désignant un entier arbitrajre. S
admis précédemment,
décomposons la série
arithmétiques dont la

. Supposons donc, comme il a été
que b soit différent de zéro et positif,

(l‘es nombres entiers m en § rogr o
raISOn soit b, on aura e

e

2 eimU,m) o NV it nt)
m n

te
+2 e, nbi)
,,

o
= 2 ez’n-p(a:,nnzy
n

— =

e
-+ 2 iU, nbh- 1)
n 2
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494 (2, m), cette rela-

oL Gabiey
Or, en vertu de la propriété de la fonction ¢
[‘7

R85y
1 r écrire
tion pourra encore s

e el )
i (412, 0!
2 prmb ) z‘ imbat
m 7s"
i e
inlan, 1)
+E e
n
=
=

Ul@+n,2)
-3

insi U'intég) éfinie cherchée
Ainsi intégrale défin]

Ao
2 S, m) g
m
o

i dintégrales telles
cprimée par la somme d’un nombre b g
se trouve ex
que 1w
? ) g
A
i
1 en
— 1. Maintenant,
formant la suite des valeurs 0, 1,2, - b‘ LI
i ’une transformation bien connue de ces sor
vertu d un! a
on a simplement
1

e
SEO imlz,p)
pmbanee) g — e

stermination de T a cette
di te que l'on parvient pour la déterminatio
e sorte
relation i i
""gm’ 2 S g,
DT i
i formule
1 4 Jobtiennent par la
inté i y figurent s’o
Les intégrales qui y hg
o
em:u:.z*w,z—»;l B
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ou le radical carré V— ip est pris de manicre que la partie réelle
soit positive. Ce résultat est dd, comme on sait, 4 M. Gauchy, et
a été donné par lillustre géomeétre dans les anciens Kzercices
mathématigues. On en conclut par un calcul trés facile la valeur
de la constante T, qui se présente d'abord sous celle forme (1)

8 ayant pour valeur

in
i U= U+ dint— by
Eute .

Pour prouver ensuite que 8 est une racine huitieme de 'unité,
il faut remplacer m par sa valeur

ap + by + ab,
et l'on parvient ainsi, en faisant usage de I'équation

. ad—be=,
a Pexpression

s ’%‘(m 22000 DAV 2 b -2 abdy+abic)
=e .
Quant & la réduction aux. symboles de la théorie des
quadratiques par les formules de Gauss de la somme

résidus

i\
6—1 a(p—10)
N
2 e D 5
T

je pense qu'il suffit d’avoir donné les résultats du caleul sans
rapporter le calcul lui-méme qui estsans difficulté, el je terminerai
cette Note en donnant les formules pour Pexpression des fone-

tions Il(z) par les fonctions O (2) au module Q lorsque  le
nombre k= ad — be est pair.

e e S

(') On a supposé & positif. La formule donnant T subsiste, quel que soit le
signe de b, en convenant que la somme I s'étend aux valeurs 0y 1y 2y oo, Bi— 1)
ou f représente la valeur absolue de &,
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12)
et pour py = (mod2),

1o

£ ERMITE .
E CHARLES HE
OEUVRES DE

je disting i deux cas :
Pour cela je distinguera

(m—1)(n+1) =1 (mod2).

» uy = o (mod2), ona
Alors, pour pv = o )

(x) = Tk
3

T
11 (@) = 80,0(2) 80,1(#) 0y,0(@) B1,1(@) Tk

(m—+1)(n--1)=0 (mod 2).

= o (mod2), on aura

2°

En supposant encore
() = Om,o(®) 90.\\(1')1‘}.%2;

et pour py =1 (mod2),

1(2) = 01,1 (2) Omt1,nt (@) Tr—2

0 e e dit G mment. tsiene une fonction de
9 désig e f

T;, comme 1L a €€ di pxu.cde 9 5 g Y o

: o 5

I i i pour la transformation

rmules :
asi ar ces formu : 3
s el tent pour un ordre donn

orte de considérer (l"une
les transformations

degré

dans une 2 / At
d( fonctions elliptiques, qul rep!
es

se de transformations qu il 1mp:
St

icul nsemble de toutes
ticuliere dans I’ense

maniere par
possibles. ‘
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