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el la fonction (%, ) sera la somme des dix séries enti¢rement
déterminées, et multipliées respectivement par ces coefficients qui
demeurent arbitraires. Cela posé, soient g, 91, 0., 0 quatre des
seize fonctions 03 nommons ; I'uné d’elles, et wy, wiy pis 9 les va-
leurs des nombres u, u, py q, quila caractérisent. Faisons encore,
pour abréger, y;= piui-t qiui; on satisfera évidemment aux équa-
tions (19), en prenant pour Il(z, y) les quatriemes puissances de
ces fonctions, et les carrés de leurs produits deux a deux, quels
que soient w, ug piy 9i- Or on peut joindre a ces expressions, qui
sont au nombre de dix, le produit 0,8, 859, si 'on pose, suivant le

module 2,

Wi~ ity - g - Wy = 0, o= 11y = Mg+ g = 0,
(20) { po-- pr patpa=0,  qot qiE Gt R=0
St A==y 83 = 0.

Sous ces condilions, on obtient nécessairement, entre les onze
quantités que nous considérons, une relation linéaire, puisque
Loutes s’expriment linéairement par dix fonctions déterminées. Or
Vexistence de celte relation suffit & notre objet, et nous n’aurons
pas a employer les valeurs des coefficients, qu'il serait d'ailleurs
bien facile de trouver. Nous nous bornerons aux remarques sui-
vantes :

(° On satisfait aux équations (20) de la maniére la plus géné-
rale, en prenant, suivant le module 2,

Wig = M, g =M My, Wig == M - My, g = N+ Ny - My,
o= 1, = NNy, Wy = i + M, W= N+ I + Ny,
Fo=1, P1= P = Pie =Pt pa=p + p1+ ¥y

Jo=1, Q1= 0 -+ 0, qa= 0 + 0, = g + 0y -0,

u, 1, p, 1, élant arbitraires, et les autres entiers devant vérifier la

condition

Prily - Pally 4 qg My - Q2 My == 0.

50 Des quatre fonctions 0y, 0, 02, 8, deux peuvent étre arbi-
(rairement choisies parmi les seize fonctions 0. Ce choix fait, il
existe trois systemes distincts de deux autres fonctions qu’on peut
leur associer, de maniére a satisfaire aux équations (20).

39 Les fonclions 0y, 0y, 0a, 03 peuvent étre paires, ou bien deux
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seront paires el les deux autres impaires : aucune relation algé-
brique du quatriéme degré n’aura lieu entre quatre fonctions im-
paires.

XIL

Je considere maintenant une fonction homogéne de 8o, 6, 6., 05,
dont le degré soit le nombre impair k. Une telle fonction s’expri-
mera linéairement par des quantités de la forme 63050503, oi a, b,
By b.son.L des entiers positifs dont la somme est 4. Cela posé, en
assujettissant ces nombres aux conditions particulitres

b= gl (mod. 2),

s el v élant 0 ou 1, on formera quatre espéces bien distinctes de
fonctions homogenes, que je désignerai ainsi :

Iy (2, ) lorsquion fera
1, (2, y) )
n,(2, ) »
Wz (@, y) »

etl'on aura ce théoréme :

Les fonctons Wy (2, y), 0 (, y), Uy (2, ), Us (@, ) corres-
pondent respectivement & 0y, 0y, 05, 055 de telle sorte gu'en re-
présentant par Wy(z, y) U une quelconque d’entre elles, Uindice
pousvant recevoir les valeurs o, 1, 2, 3, on aura les relations sui-
vantes .

Wi(@ 41, ) = (=0 (@, ), W2,y +1) = (= 1) (2, 7),
O;(z 4+ h, y+&') = (— 1Pl (2, y) e-ithky+g’),
(2 + g, y + k) = (— 1)1 (@, y) e=imhlat+g)
UHE =) S E MG ES A

(21)

qut sont analogues auz équations de définition de la fonc-
tion Y;, savoir :

Vi 1, y) = (— )" 0z, ), 0@, y+ ) =(— )% 0i(x, ),
0i(z + I, y + &) = (— 1)Pi0;(2, y) e—inl2y+g),

0i(@ + &, y+ ) =(— )0z, y)e—int
Uil =z, =y) = (= 1) 0i(z, p)-
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Je vais maintenant établiv que les quatre fonctions (2, y)

BT g coef-
2

ficients indépendants. Concevons, pour cela, qu’en employant
équation homogéne et du quatricme degré, dont nous avons ¢ta-
bli Lexistence entre Oy, 0;, 05, 03, on ¢limine, dans ces fonctions,
toutes les puissances de I'une des quantités 6, de 05 par exemple,
(ui surpasse la troisieme. Cette réduction faite, toutes les expres-
sions 01080562, ot Pexposant b ne surpasse pas 3, seront lincaire-
ment indépendantes. Car, s'il en étail autrement, on aurait une
seconde relation algébrique, homogene entre B, 84,y 0z, 03, d’ou
résulterait que les seize fonctions ) s’exprimeraient algébrique-
ment par deux sculement d’entre elles; et, par suite, que deux
quelconques des quotients quadruplement périodiques seraient
fonctions algébriques I'un de 'autre. Nous conclurons de 14, qu'il
existe précisément autant de coeflicients arbitraires dans I;(z, 5)
que de solutions distinctes, en nombres entiers et positifs, des

contiennent, sous forme linéaire, un nombre égal a

équaLiOns
a+b+e+d=4FK, (mod 2),
lorsqu’on suppose successivement
y=o0,1, 2, 3.
k241
>

Or, on trouve sans peine que le nombre de ces solutions est b
¢est-a-dire précisément égal au nombre des coefficients indépen-
dants qui entrent linéairement dans la fonction définie par les équa-
tions (13 )et (16 bis) (*)- Cela posé, il a été éabli, § XI, que sur les
quatre systémes de quanLilés wiy Wiy Piy iy deux sont arbilraires.
On pourra donc, en disposant seulement de I'un d’eux, prendre

(') La coincidence de ces deux nombres est si importante, au point de vue, ol
je me suis placé dans la théorie de la transformation, que je erois devoir donner
le calcal qui sert & P'établir. Soient e etq, les valeurs o ou 1, déterminées par

les conditions

men,  m=n+r  (moda),

on trouvera immédiatement que, pour

D=0, Y =2,

les nombres de solutions sont respectivement les coefficients des puissances &* cb
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par exemple

i

—

Ly =V @ = Py =+ Qs+ Qg @+ @, ay
= by by + pby 4+ gby —+ by by + by by
£ Co ~= V.Cy == PCy == gC5 -y 5 + ¢y ey

wdo-+vdy - pdy, + Gels + dods + dydy

(mod 2),

Jo= 1

et pour (= o faire ainsi coinci
pour = o faire ainsi coincider les équations (21) avec les rela-
e s P

@'~ dans le produit

ot
b—z) =2y’

(b2 22k, (2 B Gt (e 2 gt g ) =

tandis que, pour
V=1, b»=3

ces mémes nombres sont les cocefficients de z*~! et z*=3 dans le pr

oduit
(1@ = . ) (Zh 2+, + il

S e =z

W@ g L)

De la on conclut que, pour

d=o0, 1, 2, 3

le nombre total des relations est donné ar le coefficient de z* da dév =
b d S i

s p e us le dévelop
LM (1 B + st (2 4 2Y)

(1—z) (i—a?)*

Passons mai XV iculi
e aintenant aux valeurs particuliéres de ¢ et 7. Lorsque ce: ité
sont nulles toutes deux, cette fonction devient ; Bk g

(1+2?) (1 &)

i 7 % 3
5 dans les trois autres cas, clle se présente toujours comme égale &

Mais les développements de ces fra

ctions ont m ie i i
Lo ¢me partie impaire, car leur dif-

férence est la fonction paire

S i LR

5 donc, pour des valeurs impaires de k, le
o proposées ne dépend pas des valeurs de ¢ et «
¢ celui qui se rapporte a Iéquation unique i

X Q :
nombre des solutions des équations
Ce nombre sera ainsi le quart

atb+c+d=k%,
sz;;}n:;;;osam Y=o0,1, 2, 3. Or, suivant ces €as, on trouve successivement les
(k-kl)ﬂ(k«o-’e)’ ki /;:—l), I.(/.‘Q-—x)’ (l.'-l)(kr-g)’
2
etleur somme, divisée par 4, est bien égale a g

2

n, — 1
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tions (13) (‘.L(I‘G bis). Nous sommes amené par la i eetle proposition
fondamentale de la théorie de la transformation des transcendantes
abéliennes du premier ovdre :

La fonction

P TR JEREA]

(@, ) = 0(5)+ Gz Hzy, 31+ Hay + G’
aux modules G, H, G' peut étre exprimée par Lme.fouclton en-
‘icre et homogene, du degré k, des quatre fonctions o (@5 )
licre : os ¢ ,

0, (@, ), 0:(, ), Ua(z, ) auz modules g, h, gy qui dépendent
1 b t e . z
des premiers par les équations (14).

XIII.

Mais cen’est pasune seulementdes seize fonctions © qui :,‘Cxl)l:l-lil.(:
ainsi par g, 0, 05, 05. En prenant en effet pour l'l(x,' .):/? :suc‘cglaoml:b
vement les quatre fonctions homogenes de ces qualllllb.sr;[ll(, D s
avons précédemment nommées Wy (z, ), Wi(z, p), Malz, ),

[(2, y), et qui toutes renferment linéairement conslantes
3 )

2
i iere la générale aux équa-
arbitraires, on satisfera de la maniére la p].usl générale ¢ l ‘11 ;
tions (13) et (16bis) pour quatre systemes différents de va Ll.llds des
: 5 res s ob ront
nombres p, v, p, ¢- Bt les valeurs de ces nombres s'obtiendro;
bres W, v,

posant :

G @y @y =+ pas + qaz += G Qg+ &,y
k

by -+ by = pby 4 qbs -+ by by <= by by,

Co V€L —+ PGy + gCs “=Co C3 = Cy €2y

qi = pdy+vdy = pdy + qdy + dyds dy cla,

4% Ssio i N
suivant le module 2. Pour plus de clarté, je désigne par wi, vi, pi
3 : A . . 1 1] Q== D i
qiy celles qui correspondent & wg, i, pis qiy 6] € fais s;=vipi + s

is ;
on trouvera alors trés facilement

vy v Vs =+ V3 =0
(== [ = (= ke A R l (mod 2).
i3 =0
Po+PiLHP2+Ps =0, = G = GOl )
Sp =81 - $) S5 = 0.

A o S
Or ces relations sontde méme forme que les équations (20), §

el Pon en conclut celte proposition :

Les quatre fOIIC[LOIIS (0] que nous cxpr unons par des /UIIL‘[IO/TS

X1,
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lomogenes et dw degré k, de 0, 0, 0y, 05, sont lices, comme
celles-ci, par une éguation homogene du quatriéme degré.

NIV,

Les résultats précédents conduisent immeédiatement aux relations
cntre les quotients quadruplement périodiques qui proviennent
de la division de deux fonclions 0, et ceux qui proviennent de la
division de deux fonctions 0. Ces. derniers, en regardant Lo s e
comme arbitraires, représenteront les fonctions périodiques les
plus générales, auxquelles donnent naissance les intégrales ultra-
elliptiques de premiére classe, lorsqu’on aura remplacé les argu-
ments 2 et y par d’aatres qui en dépendent linéairement d’une
manicre quelconque. On obtient ainsi la solution du probléme de
la transformation, tel que nous avons posé en commencant. Mais
nous allons présenter la relation obtenue entre les fonctions © et
de différents modules, sous une forme analytique mieux appro-
priée aux considérations qui nous restent & développer.

Nous ferons, dans e but, la substitution suivante :

Z=xkhetou,  y=y+gls+ hu,
¢l nous poserons
Sy, 2w, &y Ry ) = 0(xc+ Az +&u, ¢+ gls+ hu);
remplacant ainsi la fonction § aux deux arguments z et y, par la
fonction &, qui dépendra de «, i = w. Cela posé, soient

X = ayx by coz+dyu, N =ayx - Dyy + ep - dyu,

L = x4 bay+ ezt dyu, W) = s == By <5 Gae <=,

on trouvera aisément ces relations importantes (1) :

S +=6a+HaH=\N+G60+HEz,

s +Hz3+ Gz =5 +HUY + G'5,
= a(N+HL+GO)(x+ ks + gu)
o (N+H B+ GO)(y+ s+ hu)
+ (Y + G+ HO)(x+ Az + gu)
+62(] + G'E + HO) (v = '~ - hu).

(') On se souvient qu'au § VIL la quantilé a2 + b,y a été désignée, pour
abréger, parv =,.
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Pour abréger 'écriture, représentons par 7, celte expression de
et convenons de

la forme quadralique 503y 4 5422+ B(23, 52),
mettre en indice A la fonction € les valeurs des nombres w, u, p, 4§
qui figurent dans la fonction 6 dont elle dérive, nous aurons alors
ce nouvel énoncé des théorémes de transformation :

Les quatie fonctions représentées par

T, (N, 3, 5 0, G, I, G,

le nombre ¢ pousant recesoir les valewrs o, 1, 2, 3, s’expriment
par des fonctions entiéres homogeénes, et du degré k des quatre
quantités analogues

S pags (5 105210 50 6):
Les modules g, h, g' dépendent de G, H, G' par les équa-
tions (14), §VIL, et les quatre nombres i, Vi, Pi, i €e wi, wis pis 9
par les relations

Wiy Vi@ Pida - Qilty + (o fly == A1 @y,

— by iy + piby = qeby + boby —+ by

(mod 2),

i Co = v €1~ Pi €2 = §i €3 =+ Co C3 = C1 C2y

pi
Ji = iy + vidy - pida + qrds + docly = dydy,

auzquelles il faut joindre les suivantes :
= 0, Mo —= 1y == Mg == 113 =0,

= o, % (mod 2),

g - g - g - g

o == [ e p2i== p3i =05 qo =+ 1 = q2 7+ 18

So 8 s = 83 =0,
et celles-ci, qui en sont, conume nous Lavons dit, la consé-
quence

o —+ Iy = Pa -t 3 =0,

Po—+ p1—+ P2+ Ps=
Sg = Sy S2 + 3 =0, )

S = Yy T V2 Yy =0y
0, (mod 2).

qo = qr-i- g2+ g3

XV.

En’ partant de ces résultats, je vais déterminer combien s’ob-
ennent de transformations distinctes lorsque le nombre impair &

t
sl supposé premier. Je me fonderai a cet effet sur cette propo-
sition :
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Considérant la substitution

=2y X+ Y + oy Z + 2, U,
Y = BX+ B Y + BoZ + 4 U,
L=vX+1 Y-+ + 10U,
V=0X+8Y+8Z+eU,

dont les coefficients sont des nombres entiers assujeilis aua con-
ditions
a \
% 81+ Boti— Yo Pr — 8oy = o,
a9 82—+ Loya — Yof2r— Sp22 = 0,
N A
%) O3 ﬁu‘[n—‘,’o@:« ==y
595 B == (B0 s . B 3
102+ P2 YiP2— 01% =1,
A
@83+ Biys — 11Pa — S5 = 0.

2385+ Pays — 72 83 — 0225 = 0,

en la faisant suivre des quatre suivandes :

X ==
Y= ky,
7, :i[|+:,
W = s,

S S A :
ot &,i'\i" désignent des entiers positifs eurs ak,on pourra

obtenir dans toute sa généralité la substituiion
N = @px + Doy + ¢y2 + dyu,
= @x + byy -+ ¢i= + dyu,
= s -+ Dy oz + dbu,

V = agx + b3y + ¢3= + dsu,
dont les coefficeents sont assujettis auz relations fondameniales

ayd, ~+ byey — cyby—d 2 = o,
ayels + byes — ¢gby— dyas = o,
ayds + bycyg — coby — dyaz = &,
aydy +biey — e by — da; -

aydy + bics —c by —diay =0,

@y + byey — ey by — dyay = o.
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Celle proposition renferme, comme on voit, la théorie arithmdé-
lique de la réduction des systémes lindaires

@ by ¢y dy
a by ¢ dy
ay by ¢y dy

ay by c¢3 ds

en se fondant sur la notion d’équivalence qui a été nommée, par
Lisenstein, U'équivalence a gauche des systémes. En prenant, au
contraire, I'é¢quivalence & droite des substitutions pour point de
départ, on obtiendra les substitutions ou systemes réduits que j'ai
donnés § II. On en conclut que toutes les transformations des
fonctions abéliennes qui répondent & un nombre premier /&, ré-
sultent des transformations particuliéres ou I'on emploie les sub-
stitutions réduites I, IT, 11T, IV, combinées avec les transformations
ol figurent les substitutions au déterminant un, Or le nombre
des substitutions réduites étant 1 -+ & -+ k2 -+ A3, on obtient pré-
cisément autant de transformations distinctes, dans lesquelles les
fonctions (X, Y, Z, U) sont exprimées pav des polynomes homo-
génes et de degré A, contenant quatre des fonctions C(x, 1y, =, w).
Nous n’avons plus ainsi qu'a passer des fonctions ¢(X, Y, %, U)

%, V), les arguments &, J, 5, O étant liés

aux fonctions (&,

aux arguments X, Y, 7, U par les équations.(22). Or, en omettant
les modules, pour abréger I'écriture, la dépendance de ces fone-
lions est exprimée par la relation

e Ly, pyg (S5, %, V) = const- Ly 0 g (0%, N1, 74, W),
dans laquelle

M= ptg - vy = Py = Gty oty — %1% |
u = 3o+ v + pPa + ¢ Ba -+ BBt B o
B =M == A s A SR e DS 0T R

4§ = g = ¥81 + P8+ ¢ 83+ 8083 + 61 8»

(mod 2).

Cela posé, si I'on a

M=, n=v, p=p, 1=¢ (moda2),

la fonction ¢ se trouvant changée en elle-méme, la combinaison

de ectie transformation avec celles qui correspondent aux substi-
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tutions réduites ne donnera point de formules nouvelles. Mais si
les nombres W, 1, P, § ne coincident pas tous avec @, ¥, 2, ¢, la
combinaison de cette transformation aura évidemment pour effet
ions des diverses fonctions €, dans les for-
mules de transformation relatives aux substitutions réduites.

On est amené par la a une considération entiérement semblable
a celle qui a été présentée par Abel dans la théorie des fonclions

de permuter les expr

elliptiques, et qui a pour conséquence de multiplier par six le
nombre total des transformations données pour la premiére fois
par Jacobi. Seulement, il faut bien remarquer que les expressions
rationnelles de la forme

considérées par Abel (1), conduisent a des relations irrationnelles,
si I'on compare deux intégrales elliptiques prises I'une et I'autre
A pactir de la limite zéro. -

Dans la théorie de la transformation de fonetions abéliennes, le
nombre de ces transformations distinctes dans lesquelles &£ =1 est
égal au nombre des substitutions différentes, représentées par les
équations (22), lorsqu’on prend les coefficients suivant le mo-
dule 2. Or, en ayant égard aux relations qui existent entre les
coefficients, on trouve ce nombre égal & 720, c’est-d-dire au pro-
duit : 2.3.4.5.6; nous avons ainsi ce théoréme :

Le nombre des transformations distinctes des fonctions abé-
liennes qui correspondent & un nombre premier k est

720 (1 =+ k + &2+ A3).
XVI.
Parmi ces diverses transformations, celles qui correspondent aux

quatre types de substitutions réduites, lorsqu’on y suppose égaux
a z6ro les nombres entiers £, 7/ I, méritent une attention particu-

(') Voyez les QZuvres d’Abel, Lome I, page 379. Ce point de la théorie de la
transformation sur lequel insiste Iillustie géométre, est effectivement de la plus
grande importance, par exemple dans la recherchedes modules qui donnent lieu
4 une multiplication complexe.
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liere. On voit aloxs, en effet, se présenter immédiatement la notion
importante des transformations supplémentaires, qui, sous le
point de vue le plus général, résulte de la cinquiéme des propo-
sitions arithmétiques données § I1I. Les substitations que nous al-
lons ainsi considérer, dans les théorémes de transformation, seront
les suivantes :

X = = by, S b

W — v Yie

I 4 1. I o Iv. 4
7 s fo, T

| U= e, W =, (o=

Alors on trouve que la forme quadratique désignée par v,
§ X1V, s’évanouit, et que les nombres caractéristiques w, wi, piy qi
sonl respectivement égaux a (ui, Vi, piy i ()- Ecrivant done, pour
abréger, ; au lieu de &y, - et introduisant les modules trans-
formés dans la fonction o se fait la substitution relative aux argu-

ments, on aura cetle proposition
Les quatre fonctions représentées par chacun de ces qualre

tpes (2) ¢

I % ( g ke ku, 26, 210, }G)
11, t:(\.\', o= s S (6 1 /.-G'),
111 ' g-(/m, o e AE, T, I'G)
Iv. Gl s, ot = 1y RGPS, G,

s'expriment par des polynomes entiers homogeénes et du de-
gré k, composés des quatre fonctions

Gy, 5 1, Gy H, G).

(*) Cette derniére circonstance peut toujours étre réalisée a I'égard de toutes
les substitutions réduites. Rien n’empéche, en effet, de prendre pour chacun des
nombres désignés par i, &, ¢ un systéme quelconque de résidus suivant le mo-
dule k, au liea des résidus minima o, 1, 2, ..., k—1. Or, en faisant choix des A
nombres pairs o, 2, 4, ..., 2(k—1), on voit immédiatement qu’on aura

W=, w=vp,  p=p,  G=¢gp moeda.

(*) On peut remarquer que les transformations relatives aux fonctions T et IV
correspondent parfaitement a ce que Jacobi nomme, dans la théorie des fonctions

clliptiques, transformatio prima, moduli majoris in minorem et transforma-

lio secunda minoris in majorem. (Fundamenta, p. 56.)
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Gela posé, il est claiv quien appliquant Iune aprés lautre les
transformations relatives aux fonctions I et IV ou II et 1IL, on par-
viendra de ces deux maniéres a 'expression de

Gk, kyy £z, K, Gy T, G,

par des polynomes entiers homogénes et du degré 42, contenant
les quatre fonctions aux mémes modules

Eil, a2, 0, G, H, G

Revenons maintenant des fonctions § aux fonctions de deux
arguments dont elles tirent leur origine, nous obtiendrons le théo-
réme fondamental de la multiplication des transcendantes abé-
liennes, & savoir que les quatre fonctions 0.:(kx, ky)sont des po-
Uynomes entiers, homogénes et dudegré k* composés des quatre
JSonctions ©;(z, y).

XVII.

Les formules de multiplication pour les quotients quadruple-
ment périodiques, provenant de la division de deux fonctions 0,
découlent naturellement des théoremes qui viennent d'étre éta-
blis. Seulement, il importe de préciser les divers groupes de tro

quotients, qui correspondront respectivement aux divers groupes
de quatre fonctions 0;, dont les nombres caractéristiques iy iy
Piy @i sont assujeltis aux condilions

\ Po = L = 2+ g =0, Vo =V 4= W =+ Y3 =0,

(20bis) Cpo-=pi-=p2tps=0, Go+g1+g2+ g3

0, ( (mod 2).

Sp S+ S+ 53 =0, )

Je me fonderai, pour cela, sur la distinction de ces quotients
en deux genres bien différents, telle que 'a faite M. Veierstrass,
non seulement pour les fonctions abéliennes du premier ordre
que nous considérons en ¢e moment, mais pour celles d’un ordre
quelconque (). Les quotients du premier genre, en adoptant les

(*) Yoyez Journal de Crelle, tome 47, ou dans le Journal de Liouville (tra-
duction de M. Weepcke), le Mémoire dans lequel ce savant géométre a donné un,
apergu de ses grandes et belles découvertes. Voyez aussi, dans le tome X1 du Recueil.
des Savants Ifu'angers, le Mémoire de M. Rosenhain couronné par I'Académie,.
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notations de cet auteur, seront désignés par al (x )),, avec un
seul indice qui recevra les valeurs o, 1, 2, 3, 4. lls s’expriment

comme il suit, par les fonctions O, , , 4, savoir :

81000

aly = 5
©0000

91001
99000

A=

9101 i
o000

Ottt
O4000
@011
aly = —
Bso00
Ceux du second genre seront représentés par al(z, j)ug, avec
deux indices, devant chacun recevoir encore les valeurs o, 1, 2,
3, 4, et qu'on pourra permuter entre eux. lls sont au nombre de
dix, et s’expriment de cette maniére

iy
g, = alyyy =
91101
2 0k 2

o000

aly, =aly o =

Oi100

S ;
' Og000

ol A IR0
aljg =aly, = g
B0900

Ao10
aly, = aly =

5
G000
| ] Q910
aly g = aly. = %,

5 (T

_ 8uio

aly

Oovoo
Ooi00 .

aly, = aly 3 =
o000

et qui, beaucoup plus complet sous ce point de vue que celui de Gipel, renferme
les expressions du systéme des quinze quotients périodiques, telles (sauf une ¢~
gére modification) que les donne M. Weiers(rass.
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les indices des fonctions © étant déterminés dans ces formules par
la condition qu’en supposant

0y s Gl st

wp g vty

aly= SN gl = SR g = T
O0000 Oo000 O0000

&'y ' pl's ¢ soient les valeurs o ou 1, qui satisfont aux relations
=mepids

=p-+p,

"

i
"

P

Cela posé, on aura ce théoréme :

Tous les groupes de trois quotients al (@, y) formés avecquatre
Jonctions dont les nombres caractéristiques Wiy Viy Piy qi VEri-
fient les équations (20 bis) seront compris dans cette forme gé-
nérale :

al(z, )q, al(z, ¥, al(z. y)s.z

sous la condition que les indices «, {3, v, 3, < seront tous différents
les uns des autres.

Cette condition admise, le théoréme fondamental pour la mul-
tiplication des arguments dans les fonctions abéliennes quadru-
plement périodiques s’énonce ainsi :

Les trots fonctions

. al(kz, Ly )z, al(kay ky)s v al(ka, ky)pe

sond des fractions rationnelles, ayant powr numérateurs et
dénominatewr commun des polynomes entiers et du degré k2,
par rapport a
al(@, )y alz, )3y,  al(@, )5
Ces wrois fonctions sont dailleurs liGes par une équation du

quatrieme degré, conséquence de I'équation homogéne et du méme
degré qui existe entre les quatre fonctions @,(x, y).

XVIII.

Clest aux résultats précédents que je me suis arrélé Jusqu'ici
dans I'étude de la transformation des fonctions abéliennes, et je
vais terminer cet exposé succinet de mes recherches, en faisant
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voir comment celte théorie analytique de la transformation se
trouve élroilement liée 4 la théorie analytique des formes quadra-
tiques dont jai parlé § IV. Reprenons le théoreme du § XIV,
consistant en ce que :

Les quatre fonctions représeniées par

AL i (05 D5 2,0, 6, H, G,
st Uon attribue & Uindece i les valeurs 0,1,2,3, s'expriment au
moyen de fonctions homogenes et du degré k, des quatre quan-
tites

(= 1y 5 1, &5 By &),

.
S pg

les modules g, h, g dépendant de G, H, G/, par les équa-
tions (14) du § V1L, et les arguments Xy J, %, O de x4, = w,

par celles-ci : .
X = g+ bo y + coz 4+ dou,
Y = ajx+ byy+crz+ di,

G Ay =+ by 4 cy2 4 dau,
) = agx + by + ¢y =+ dyu.
Or, 2 cette relation ainsi formulée entre les transcendantes &,

de différents arguments et de différents modules, correspond la
relation arithmétique que donne le théoréme suivant :

Soit
Oy e 0 Tl Bl (B e Al 10— e = O = 1)

&= g+ g, =l ih &= py i, A—ggl= vy b

nommons 3 (%, 5, %, ©) la forme quadratique qui s'est déja
présentée § VI, savoir :

) = '@t G2+ (GO — Gy ) 22
(G0 — Go®) V2 — 25T — 2(G) b — §5o) 0%
— 2(Gol5— G50)TO — 2(®Fo— B 5) O

— 2(550 — Go§)N0,

F(X,

— 2550 — G95) I
et considérons de méme Uexpression semblable

[, 45 2y 1) = 0= =+ oy = (8'd0 — 0 2)=* =+ (%0 — fo?)u*
— ohxy — 2(05h — 8'bo) x=— 2(soh — gho) yu
— 20y — Do) s — 2( 9o — g350) y= — (o — goy') wu-
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Les variables &, Y, %, O étant liées & x, v, = u par les équa-
tions (22), dont les coefficients sont des nombres eniiers assu-
Jeltis aur conditions fondamentales

{ aody +bocy — coby — dyay = o,
aody + bycy — cob, — dya, = o,
) agdy + bycy— coby — dyas =

| arda+—bicy—e by — dyay =

|

(23)

ajdy +byey — cyby — dyag = o,

U ayds + bycy — caby — dyay = o,

on aura identiquement

FX,0,5,0) _ | fleany = 0)
B =45 W=

Telle est donc la nature de la relation entre ces deux formes
quadratiques, semblablement composées avec les modules G, H, G/
et &, /i, g', que la premiére se change en la seconde multipliée
par &, au moyen de la substitution qui transforme les transcen-
dantes £ aux modules G, H, G/, en des fonctions homogenes et du
degré £, des transcendantes analogues aux modules g, £, g'. On
voit ainsi comment vient se présenter cette étude arithmétique de
formes particuliéres & quatre indéterminées, ot I'on n’emploie pas
comme instrument analytique les substitutions les plus générales
entre deux groupes de quatre variables, mais les substitutions par-
ticulieres (22) définies par les équations (23), et qui reproduisent
des formes du méme genre. Clest précisément 4 cette idée que je
me suis déji ouvé conduit dans un autre travail (Journal de
Crelle, t. 47, p. 343), en ayant en vue 'étude purement arithmé-
tique des nombres entiers complexes «~+ by/—1 Jai pu alors
traiter, pav les méthodes propres aux formes binaives, les princi-
pales questions concernant les formes particuliéres a quatre indé-
terminées ui étaient I'objet de mes recherches, et ajouter par la
de nouveaux caractéves de similitude entre les nombres entiers
réels et les nombres complexes (1).

(') En poursuivant les recherches que je viens de rappeler, jai obtenu le théo-
réme suivant, qui olfve un nouvel exemple de cette analogie :

Les équations a coefficients entiers complexes et en nombre infini de la forme
az" 4 bzl 4.+ g3 + k=0, pour lesquelles la norme du discriminant (c'est-
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Un paveil rapprochement entre les formes 7 (X, 3, &, ©) et les
formes binaires semble ¢galement devoir se présenter; on peut du
moins le présumer, d’apres les propriéiés relatives aux 4f0rmcs ad-
jointes, énoncées au § VIII, et surtout par celle expression remar-
quable et facile & vérifier, sayoir :

F(N, Y, %, 0) =GN — 28N 1+ )7
(GG — ) (G2 + 2 HEO + GO2),

o jai fait, pour abréger,

Ny =X+ o + G0, Fi=T +Gok+ HoV-

Cependant I'analogie de ces formes particulitres, que j'ai nom-
mées A indéterminées imaginaires conjuguées ayec les .forn.ues 1?1-
naires, ne persiste pas Loujours; parfois, comme jle l'ﬂl'ffl'll voir,
il arrive qu'on ait a la suivre dans plusieurs directions dlﬂcl‘cllT,CS.,
¢t bientot on est amené i des questions ol la nature des fom?es a
qualre variables se manifeste sous un ])PillL de \'ue. qui l.ux est
propre, et qui exige de nouveaux princ:pes: Les mémes circon-
stances viendront-elles s'offrir dans les questions analogues dont
le point de départ s’est trouvé dans la théorie d'es fnm.:tions ,abé—.
Jiennes? Clest 1a un ordre de considérations arithmétiques aussi
intéressantes que difficiles, sur lesquelles je pourrai peut-étre un
jour offriv aux amis de la science le résultat de mes recherches.

d-dire du nombre entier complexe, égal a @ =" multiplic par le produit sy-
mélrique des carres des différences des racines), conserve la me'm’e v:lllyz.u, ne
contiennent qu'un nombre essentiellement limité d’irrationalités distinctes.
(Voyez pour le théoréme analogue, relatif aux nombres réels, le Journal de
Crelle, t. 47, p. 335.)

—

REMARQUE SUR UN THEOREME DE CAUCHY.

Comptes rendus de U'Académie des Sciences, 1. XLI.

Cest a M. Cauchy qu'on doit la premiere démonstration géné-
rale de la réalité des racines de I'équation remarquable a L'aide de
laquelle se déterminent les inégalités séculaires des éléments du
mouvement elliptique des planétes. Cette équation s'obtient,
comme on sait, en égalant & zéro le déterminant du systeme

f@p=0  @hn cos @

ay Ay —90 ... @
=1 au Qa3 T s
g0 Az p coo Qpap—0 s

dont les éléments @y sont des quantités réelles soumises i celle
condition,

Ay o= ey .

Jai fait, au sujet de cette équation, la remarque suivante que
lillustre géométre a bien voulu m’engager 4 communiquer i I'Aca-
démie. Supposons que les éléments ayy du déterminant cessent
d’étre réels et prennent des yaleurs imaginaires quelcongues, mais
avec la condition que ¢, , et @, , soient des quantités conjuguées.
Il est aisé de voir que le nouveau déterminant ainsi formé et que
Jje nommerai ), sera essentiellement réel quoique composé d’élé-
ments imaginaires. Il ne change pas de valeur en effet en y met-
tant — y/— 1 au lieu de /— 1, car on ne fait ainsi que remplacer.
@,y Par @y y, c’est-i-dire substituer les colonnes horizontales aux
colonnes verticales, et I'on sait bien que cetie transposition n’al-
tere pas la valeur d’un déterminant. Cela posé, I'équation Q@ = o
conserve la propriété si remarquable de I'équation © = o, elle «
Loutes ses racines essenticllement réelles. On peut le démontrer
de plusieurs maniéres, par exemple en transformant le détermi-
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;I anl Q@ en un aulre a cléments ¢ ombre double de
® @ aul éléments réels, d’un now b d
; P ag ) 0
nes et symétrique par rapport a la diagonale, de maniére a
colon Jue I s
retrouver précisément la forme analyuql e du déterminant 0. On
obtient aussi une démonstration recte en emp. olyan\. a belle et
b a d L l' d 1 : )
savante meéthode nnée mon ami M. le orchardt, de
u'a do 5
a d q M Dt B dt, d

Berlin, pour calculer les fonctions de M. Sturm dans le cas de

101 qu’il en soit, la réalité des racines une fois
e cine
o Q\O q ) t

S ien il s’en trouve
uation © 7 i i

]'e({)l‘e on détermine par la régle suivante combfed g

ol 1d7 limites données f, et 8;. Nommons Q;le dé

entre deux lir

systeme asor - En
) aj—0 @
A 9
(s ﬂ:.'b—‘) ¥ 4
2,i— 0
l i Qa0 R0 e

alculé naniére qt e signe -, et desi-
leulé de 1 lere que le terme prmmpal ait le sig 5
calcu ’
£no r (0) le re des termes positits de la suite
mbre d. erme: fs d t
gnons par ( ) le nor P

Q, Q) B, ..., Cu

ité 8 s grande que (9,),
3i I'on suppose 0, >>8,, la quantité (6,) sera plus g : auq]wmbre
fon L e R ’
i ; éI[;E)lL‘B (B0) — (8y) sera précisément égale g
: i r 7. IN 1o
S Lj le ’équation Q=0 quisonL COMprises e o
des racines d i
On remarquera que la suile
Q, @, Q5 oo e
i 1vé remier membre de
imple que la suite des dérivées du pre : i
e e i viraient d’ailleurs au méme usage
1 é i servir : s S
R 1 s doute il serait pos
1 (.quade la };éaﬁlé de toutes ses racines, et sans Flu\ e
cause - ;
"11;11; de passer directement de la :.eclondc suite i
o l’l fait M. Cauchy dans une circonstance y
nine a lait M.

con Mais, au point de

p. 1329).
rendus, t. XL, | ¢ "

Pkt i lacé l:équivalcuce des deux suites, comu
i ’d’aques qui jouissent des mémes pro-
ition élémentaire

vue ol jc me suls ?

g ) 1 )
) d’une infinit
existence e 2 08!
; déduisent immédiatement d'une prop ! e
s, se dédui Pes quadmuques. u' b
s, mais des

yriété T
Iel. fondamentale de la le_one [(]]es f;f(;rmes quadratique
ns Péude algébrique des re et dont je vais

maniére directe
que les

) 3 e
s articulie
formes quadratiques d’une nature L(?qu;.p e

it 1 rir
donner la définition, que vient so

q on B=a-, 1r caractere pr ipal consiste en ce
1 Lion 0. Leur caractere principal con
équall

' sente ce caractére particulier

e O
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indéterminées Y sont partagées en deux groupes de variables ima-
ginaires, les variables de Pun des groupes ét;

ant les conjugudes des
variables de Pautp

€ groupe. Ainsi, en représentant s variables
imaginaires par
X =242y,

Xo= r-—.z‘"/:—r,

Y =y+yy— coop U =Swacalf=n,
Yo=p—pv—1, ... Up=u— u'y/—7,
on aura I'expression analytique suivante de ces formes, savoir

@ =

G Xo(m,,X+(sz+..‘+a(,,LU)

+ Yo(@ry X + ay, Y + s, U)
SFacoo

+ Uo(@n,1 X+ 2 p Y . 2,2 U),
€t cette expression sera évidemment réelle en
dence z, y, ovo Uy 3y P oy
comme précédemment des quantit
principalement en v ue de I’
complexes de la forme ¢ =+
ces nouvelles formes,
Mémoires publiés dans
ce Mémoire, je me suis
deére seulement deux P
gudes. Depuis,
J'ai reconnu qu
féconds pour I’

mettant en éyi-
st les constantes @y €t a,,, sonl
és imaginaires conjuguées. Cest
étude arithmétique des nombres entiers
b\/=1 que jai introduit la notion de
comme on pourra le voir dans un' de mes
le Journal de Crelle, t. 47. M
borné au cas le plus simple oi 1
aires d'indétermindes im
en essayant d’étendre cogs premi
‘elles conduisaient 4 des
élude des équations algébr
plexes. Ainsi, au seul point de vue
amené 4 la détermination du nombre de leurs racines qui sont
comprises dans 'intériear dun rectangle, d’un cercle et d’une infi-
nité d’autres courhes fermées ou a branches infinies comme I'hy-
perbole (). Ce sont autant de cas du beau théoreme de M. Cauchy
sur le nombre des racines qui sout renfermées dans un contour
quelconque, et dont la démonstration trés fa

ais, dans
on consi-
aginaires conju-
¢res recherches,
principes nouveauy et
iques A coefficients com-
algébrique, Je me suis trouvé

cile et trés sim ple pré-

étre indépendante de toute consi-
dération de continuité.

(") Voyez sur ces questions I'extrait d’une Let,

tre que j'ai adressée a M. Bor-
chardt et qui a été publi¢e dans le Journal de

Crelle, . 52.
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