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et en posant, pour abréger,
8(a)=X+aY +...+ a=1U. oo a1 Uy,

je considérerai la nouvelle forme

(= —

i
Fota)F'(a)

i i
o e e e

6(a)8,(a)+ o 8(6)8y(b)—+...

i
o(0) F'(8)

En désignant par ¢’ ce que devient o, lorsquon met 2/, Psiandnd!

au lieu de &, ¥, ..., «, on aura évidemment
P =0+ ¢

mais il sera beaucoup plus facile de raisonner sur cette forme &
que sur @, qui contient un nombre d’'indéterminées deux fois
moindre. Pour démontrer en premier lieu la réalité des coeffi-
cients, je remarquerai que les racines de I'équation

Fo(s)= o
seront les conjuguées ag, by, . .-, ko des racines de la proposée;
de sorte qu’on aura, parla décomposition en fractions simples,

o(a) O(ag) 0(bo) 8 (ko)

Fola) ~ (@—a0) Fala)  (@—Bo)Folby) ' (@a—Fo) Fytke)’

d’ou cette expression de ®, savoir :

18y @) [ 6/(cta) 6(by) 6 (ko)

(@) |(@= @) Folas) T (@—6u)Folby) " (@ o) P (k)

i%(b;[ 0 (@) s CIC e G J
F(6) |(6—a)Fo(a)  (B—bo) Ko (bo) ~ " (b—ky) Fy (k)

w.uc)[ 0@ SINC (o) SR +,_,ﬁ,(,/5“),,,,]‘
k) | k—ay) Fy(ag) " (h—bo) Fiy(be) =7 (k—hky) F (k)

Or, en réunissant les termes contenus dans une méme colonne

verticale, on trouvera de suite

8y (ao) 8(a0)
F(ao) Fy (o)
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ce qui est bien I'expression primitive, dans
+i(en — .
Ce premier point établi,

laquelle on a changé

Je fais la substitution suivante :
O(a,

O diy s o
i(a Fitk) =7

Qo (a) )
= =i . ks Oy (k) o
F'(a) : ez =

Eet &, 1 etng, ..., U6t Yo étant des variables im
guées. De 14 résultera évidemment une substitu
entre les éléments réels des indétermindes X. Y

puisque le systeme des ¢ i

aginaires conju-
tion toute réelle,
_ - Ueté n, ... v,
; ! > S (.[uatmns posées ne change Pas en mettant
— Zau Lieu de + /. Ainsi, lorsqu’on fait éyanouir
le nombre des coefficients des carrés qui ont un sj
le méme pour la forme @ et la tr

les rectangles,
0 gne donné sera
ansformée en &, Ny =y U, SAVOIL

b= 550( ; ot

@ — a,

e gy [
J (/f — 5
T R : )
70r 1l est facile d appliquer a cette transformdée le théoreme I, et
d'obtenir le terme général de la suite : 7

C o,

3 =5 s LTl
& &’ ; Ay

Ay,

Je considere pour cela le déterminant A
variables et aux racines a,
A

m relatif aux m premiéres
b’, -5/, &; le rapport de détermi-

sera la valeur de &

nants u’on tirera des ¢ 1
=d era des équations linéaires

(&
a‘bo-‘i'”
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dans Phypothése particuliére que les seconds membres, & I'excep-
tion de p/, soient nuls.

O, on satisfait 4 ces équations de la maniére suivante :

Soit
U(z) = —a)(z—b)...(a— &) M(z)=(E—a0)(E—05)...C—
on fera
e ﬂ’(am Sl () B v.‘IIn(lf? L o WIL(E) }

I, (@) | (@e— @) '(a) ~ (ao—6)I'(&) (a—8)'(g)

__ I(b) £'o(a) 7/ Mo (b) (&)
= W) [(m e T G (b«—gm'(g)]’

T(ge) [ ETlo(a) Ll 00 I S

('g«fg)ll'(m]'

= —__“{;(é’u) [(gu—a)ﬂ'(d) =t (go—06)(d)

ce qui donnera de suite, pour le cas particulier qu’on a en vue,

wW(go) Mo(8)
(50— &)1 (£0) ()
done
g S . v Oo(8)
—=——=1 — &) : Norme —=
w A el T(g)
quantité qui a précisément le signe du coefficient de ¢ dans la ra-
cine g. Ainsi, les coefficients des carrés dans la forme W, ou dans
la forme ®, lorsqu’on aura fait évanouir les rectangles, offriront un
nombre de termes positifs ¢t de termes négatifs double du nombre

des termes positifs et négatifs de la suite
i(ao—a), i(bo—b)y ooy Eko—K);

donc, & cause de la relation ® =0 + o, le nombre des coefficients
des carrés qui offriront wn signe donné, lorsqu’on fera éva-
nouir les rectangles dans la forme ¢, sera égal au nombre des
termes, ayant ce méme signe, dans la série des coefficients det

des racines a, b, ..., k.
TI1.

Les résultats précédents sembleront sans doute inapplicables
a cause de la difficulté d’évaluer les fonetions

dans la pratique,
ur les coefficients de

sym(’!triques des racines qlli se préseuLem po
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la form i ¢ 1
s e quadratique o. RIﬂfS ce n'est la quiune difficulté appa-
; comme vous allez voir. Reprenons Pexpression

i
9 = =T
7 E Fo(a’p,(a)(x+a,y+”,+a,“*1u)2,

et fai ituti 1
faisons la substitution survante, que m’a suggérée la notion d.
g ion des

!.”og}ne; adi](?vintes, telle que je I’ai indiquée dans une de mes Lettres
e Bil. Joueolbi (") (Journal de Crelle, . 40 p- 263 et sui
théorie des nombres. ; i
Posons
do 1 de

I

= L —z e

zd-l' 0y 500 ~dc?=z,l
2 du ]

Un calcul extrémement simple montre que, si 'on désigne par
G GO e )

ce que deviennent les quotients

E(s)  E(z) F(z)

i—a s—0b T

quand on y remplace s par Sy, on obtiendra la transformée
— iF(
7'(;‘)61) [£(a)].

Or cette transformée, qu’on

cut substituer i
G o p bstituer pour notre objet &

0 -
s’évalue immédiatem

’ ent et sous forme ici

. , . explicitem
réelle, au moyen des coefficients de I'équation proposés it
B(s)l=o!

Considérez pour cela Pexpression

w(a) F(z) F(s)

(@) G—@ F—a)

ol s et 5" sont d i isti
5 eux variables distinctes ; elle se transforme succes

e =i e R ML e S

(') Poir p. 137 de ce Volume.
E. P,
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1 ié Jexpri ions, savoir :
sivement de la maniére qu'expriment ces relat 3

(@) Bi@) (&) :F(z)F(z’)Z Fo(a) !

F(a) 3—a s—a F'(a) (z—a)(
F(z)EF(a) Fo(a)( Y ’1 \)
= =5 T \e—a | 2—a

E(s) F(s") [Fo(2) Fn(s')]
T F(z) F(z")

i5—3

1 ‘ex ion évi-
Ainsi la transformée § sera ce que deviendra Pexpress

demment réelle

E(2) Fo(2) = E(s) Fo()
2 R v R T

i 3 ivisi ¥ successivement
quand, aprés avoir effectué la division, on remplace

29, 5l ; an—=1,
puis s Ly
par Zgy D1y Ry vey Bn-1e
Soit, par exemple, d

F(z):az2+bz+c+i1a’sz+b’z+c’);
on lrouyvera

F(a)Fo(z) — E(2) Fo(2) = (ab'— ba'yzz'+ (ac'— ca)(z-+35') +bc'— cb'
e LG A e S

1

>
el, par suite, cette expression de £ :

v . e

1 §5=(ab—ba')z} + 2(ac'— cd') 593y + (be'— eb') 55

Cette méthode pour obtenir la forme & et les rapports dle chelt_le
forme avec les racines de Uéquation F(z)= o €tant bien établis,

icl iéres 3 s a en tirer.
voici les premiéres conséquence

IV

1 2 ‘ex jon o(x -+ iy ), ou @ est
Soit @ le coefficient de ¢ dans I'expression .K + y.)j AR
une fonction rationnelle & coefficients réels ou 1maginaires. S

e gulai ans un
considére x et y comme deux coordonnées rectangulaires d

NOMBRE DES RACINES D'UNE EQUATION ALGEBRIQUE. 405

plan, Iéquation ® = o représentera une’ courbe, relativement a
laquelle nous distinguerons dans ce plan deux régions différentes.
Jedirai que les points dont ces coordonnées substituées dans la fonc-
tion @ la rendent positive occupent la région positive, et que ceux
qui la rendent négative occupent la région négative. Cela posé,
représentons géométriquement chacune des racines imaginaires
@, b, ..., k par un point dont P'abscisse et Pordonnée seraicnt la
partie réelle et le coefficient de i de cette racine, on pourra déter-
miner combien de points ainsi obtenus se trouvent dans I'une ou
l'autre des régions que nous avons définies. En effet, si Pon éli-
mine z entre les équations

F(s)=o, —ol(z))
I'équation en w aura pour racines
o(2), ¢(b), ..., ¢(k);

ainsi la forme quadratique, déduite de cette équation, conduira a
déterminer le nombre de ces racines, dans lesquelles le coefficient
de ¢ a un signe donné, et par conséquent le nombre des racines
a, b, ..., k, de Péquation proposée qui occupent la région positive
ou négative, relativement a la courhe ® — o .

Soit, pour premier exemple,

ols)=(a—t— cn)2;

les coefficients de ¢, dans les racines de Péquation en w, nous con-
duisent alors au nombre des racines de I'équation proposée

F(z)=o,

qui sont renfermées dans Uintérieur d’un rectangle, ayant ses cotés
paralleles aux axes coordonnés. Désignons par =(£, 1) le nombre
des termes positifs contenus dans les coefficients des carrés apreés
I'évanouissement des rectangles, lorsqu’on opére sur

la forme qua-
dratique relative a Péquation en w; I'expression

£ [7CE 7) — 7 (5o, 1) — = (&, ) + (B0, m0) ]

représentera précisément le nombre de ces racines qui sont con-
tenues dans le rectangle, ayant pour

coordonnées de ses sommets
les points

=k, y=m, =% y=n, z=4, 7=
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En effet, si l'on représente I'une quelconque des quantités a,
b, ..., k par @ -+ iy, le coefficient de 7 dans les racines de u sera
(z — &) () —n), donc (&, n) sera le nombre des quantités z, y,
contenues dans les deux angles opposés par le sommet, ayant les
cotés paralleles aux axes coordonnés, et pour Lorigine le point
2 =E, y =1, l'un de ces angles ayant ses cotés paralléles aux di-
rections positives des axes. La différence

(&, 1) — n(%0, 1)

représentera, dans intérieur des deux paralleles,

@ =1k, @ = i,
Pexces du nombre des racines, dans lesquelles p est = n, sur le
nombre des racines dans lesquelles y est <7, si I'on a toutefois
E, < £, etlon en conclut de suite la formule ci-dessus, en consi-
dérant une nouvelle ordonnée n, << 7, et retranchant les deux dif-
férences

w(& ) —w(Eon)  m(E M0) — (&, o)

Si nous prenons, en second lieu,
o(s)=Pz2+Qz+ R,

la forme quadraLique relative  I’équation en w donpera le nombre
des racines qui sont dans l'intérieur, et le nombre des racines ui
sont & Uextérieur d'une hyperbole équilatere, placée dans le plan
d’une maniére quelconque. Enfin, nous remarquerons les propo-
sitions sulvantes :

19 Soit w(%) le nombre des termes positifs contenus dans les
coefficients des carrés, pour la Sforme quadratique relative
P équation

F(z+if)=o0,

la différence n(8) —r (o) sera le nombre des racines a,b, ...k,

dans lesquelles le coe[ficient de i est entre les limites €, Gy

20 Lexpression semblable =(L) — n (&), relativement Lé-

quauon
F({—is)=o,
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donnera le nombre des racines dont les parties réelles sont
entre les limites ¢ ¢,.

3° Relativement & I’équation

v ! 2 :
n(8) sera le nombre des racines dont le module est moindre
que §.

En général, on trouvera le nombre des racines contenues dans
I'intérieur de courbes fermées, si la fonction o est le quotient de
f
deux polynomes du méme degré.

V.

La forme quadratique
y _ 02(a)
F,(a)F (a)’

composée avec les racines «, b, ..., k de équation
F(z)=o,
Y(a)=a+ay—+...+a"u,

et qui m’a conduit sans aucune considération de continuité aux
cas préeédents du théoreme de M. Cauchy, est susceptible d’une
transformation remarquable, par laquelle nous allons retrouver
les ¢noncés mémes de Pillustre géometre. Soit

B(s) = pf(z) +pifi(s),  Fo(2)=qf(3)+q1fi(2),

P Py 4> ¢ étant des constantes quelconques, telles cependant que
les degrés de F et f soient égaux.
Nommons o, §, ..., « les racines de I'équation f(z)= o, et re-

présentons par o le déterminant I Sl
Cln @

: Je dis quon aura cette

équation
02 (a) 62(5) 02k
Fo(a) B/ (@) © Fo(6)F(B) " By (A F (A
L 02 () 02(B) 02(%)
w[flmf'(«)* ﬁ(@)/’(ﬁ)*“'*fm.)//(-,,;]'
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gnons respectivement par o et ¢ les deux formes

VS () S i 02 () :
2 Fo(a)F'(a)’ Z Jil@) =)

par A et A’ leurs invariants, par et/ leurs formes adjointes.

Comme je Dai remarqué daus une de mes Lettres & M. Jacobi,
sur la théorie des nombres, les invariants de 7 et ' seront Ar=t,
A'n=1, et leurs formes adjointes : A*=20 et A'"=20/. Cela posé, et
d’apres la définition méme que j’ai donnée des formes adjointes,
les formes %, Z\L’ sont représentées, en vertu du théoreme 1V, par
les expressions symboliques

B Fo(s) —F(a)Fo(s) . fE)AG) = F5) fils)

3z —z Fhe=

Or les relations

F(z) = pf(2) +puifi(z), Fo(2)=qf(2)+q.fi(3)

font voir que la premiére est le produit de la seconde multipliée
par le déterminant . Ainsi, nous avons déja
X
A

=w

e
A

De cette équation identique on conclut d’abord, en égalant les

" o
invariants des deux formes % et mf:

A
n—1 Aln—t -
LM —or= o A—oud

En égalant ensuite les formes adjointes, il vient

An—2 ARl

= @

b4 — &
L— pnt L
ou N

et, par suite,

(") Remarquer que 3 = ANFy(@) Fy(b) ... Fy(k); clest done la fonction qui

provient de Pélimination de = entre F(2) = o, Fy(2) = 0. On peut Uobtenir sous
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Je vais faire usage de ce résultat, en supposant

F(s) =/(s)=+tf1(e),  Fo(e)=f(s)— ifi(2),

[fet fi étant des fonctions réelles dont la premiére soit de degré 1,
condition qu’on peut-toujours rempliv en multipliant, si cela est
néeessaire, E par une constante imaginaire. Dans ce cas, identité

SR oDl U () k)
" F(a)F(@) — Fo(6)T(5) 7 By(k) F (k)

L[ Lo e 0 () e S OWL]
2 LA A T A

owa, B, ..., %sont les racines de Péquation réelle f(z)= o, con-
duit a ces théoremes () :
Nommons, pour abréger, = et v les nombres de termes positifs
et négatifs que présentent les coefficients des carrés de la forme o,
apres I'évanouissement des rectangles. D’aprés mon théoréme fon-
“damental, © sera le nombre des racines de léquation F(z)= o,
dont le coefficient de i est positif, et v le nombre de ces racines

dans lesquelles le coefficient de i est négatif. -

Or ces deux nombres vont recevoir une acception nouvelle.

La variable s croissant de — = a @, 7 sera le nombre de

Jois o le rapport S(z)

- vasse en s'éeanouissant du positif au
Feay Pass évanouls. du positif a

négatef, plus le nombre des couples de racines imaginaires de
Péquation f(z)= o, ety le nombre de Jous oivle méme rapport
passe en s’évanouissant du négatif au positif, augmenté encore

du nombre des couples de racines imaginaires de

la méme
équation.

Supposons en premier lieu les racines o, 8, ..., %, toutes réelles ;

o

‘ 3 N 1 ;
forme de déterminant, puisque 3ot Pinvariant de la forme représentée symbo-

q P e

| s F(:’Hm(z_)—F(:)F., 5

() La fonction désignée ici par ¢ differe par le facteur 7 de
signée plus haut par la méme lettre.

fonction dé-
8
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on pourra faire évanouir les rectangles de o par la substitution

1(c) B () B
E

ce qui donnera la transformée

Fllad gy FUE) Vil
i i ) R

£(2)

Or, en s'évanouissant par exemple pour z = a, le rapport A

passera, pour des valeurs croissantes de la variable, du négauif au

positif, ou du positif au négatif, suivant que la quantité },::; sera
positive ou négative; ainsi, dans ce cas, les nombres = et v ont
bien la signification indiquée. : g

En second lieu, supposons la présence des racines imaginaires,
el soient par exemple « et § deux racines conjugudes. Relative-
ment a ces deux racines on fera

8(8)

e gy, i o
el fi(2)f (%)) LA (B)]*
ce qui donnera .
pa(E) 0”’6) =2X2— oY

I () PR e
Fite) f(@)  fi(B)S(B)

Ainsi, en général (toutes choses égales d’ailleurs), deux racines
imaginaires conjugudes donnent liew & la différence de deuw
carrés, lorsqu’on fait évanowir les rectangles par une substi-
tution réelle, ce qui donne bien la signification atiribuée aur
nombresw et v. E

o on Sy v

On en conclut que la différence = —v sera Pexceés du nombre

s Ol fle) ’é issant du posif
le rapport 2—~= passe en s'évanouiss P
de fois ol le rapp T P ¢
aw négatif, swr le nombre de fois otw ce rapport passe en s éva-

nouissant du négatif aw positif.

Ce sera donc l'indice intégral

I 7%
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(ui représente par suite la différence entre le nombre des racines
de 'équation F (z) = o, dans lesquelles le coefficient de ¢ est po-
sitif, et le nombre de ces racines, pour lesquelles ce coefficient est
négatf. Cette remarque, faite déja par M. Sturm dans son Mé-
moire sur le théoréme de M. Cauchy, a les conséquences que nous
allons indiquer.

Wil

Considérons une courbe fermée G, rapportée a des axes rectan-
gulaires, et dont les coordonnées s’expriment par les formules

Al _ w(?)
Sy U7 e

les fonctions v, &, o, étant entiéres. Je supposerai qu’en faisant
croitre ¢ depuis — oo jusqu’a + o, on obtienne, en revenant au
point de départ, tous les points de cette courbe. Cela étant, j'ob-
serve que le théoréme de M. Cauchy, pour un contour quelconque,
est évident lorsqu’on Papplique 4 équation 5 = o.

Il suffit, en effet, d’'un peu d’attention pour reconnaitre qu’en
suivant la courbe G, toujours dans le méme sens, Jjusqu’a ce qu’on
revienne au point de départ, le rapport Z passera, en s'évanouis-
sant, autant de fois du positif au négatif que du négatif au positif,
siPorigine des coordonnées est en dehors de la courbe. Au con-
traire, si 'origine se trouve dans son intérieur, ce rapport passera
en s'évanouissant, deux fois de plus du positif au négatif que du
négatif au positif.

- Cela posé, un simple changement d’origine, en rapportant la
sourbe & de nouveaux axes, passant par le point
x =, 7=
permettra d’étendre le théoréme de M. Cauchy a I'équation
z—a—if=o.
De li vésulte que nous pouvons immédiatement déterminer Iin-
dice intégral relatif & toutes les équations imaginaires de la forme

0(2) +ipi(8) — (a+iB)y(t)=o0;
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et, par suite, I’excés du nombre de leurs racines dans lesquelles
le coefficient de ¢ est positif, sur le nombre de leurs racines dans
lesquelles ce coefficient est négati.f, cet exceés élanl zéro ou deux,
suivant que le point @ = «, y = @ est extérieur ou intérieur i la
courbe C.
Cela posé, faisons dans I’équation proposée
_ ) +ieu(D),
= 5

F(z)= o, % 2(0)

en appliquant ce qui précéde au résultat de cette substitution dans
chacun des facteurs simples 5 — @, 5 — b, ..., & — k, de F(z),
on arrive A cette proposition :

Lexces du nombre des racines de [ équation

¥ [q(z)—»— i:gut_)] il
pa0)

dans lesquelles le coefficient de i est positif, sur le nombre des
racines dans lesquelles ce coefficient est négalif, est égal
& deuz fois le nombre des racines a, b, ..., k de Uéquation
F (z) = o, qui sont renfermées dans Uintéricur de la courbe C.
Ainst, en désignant par p ce nombre, ¢t en nommant PetNle
nombre des termes positifs et négatifs qui se présentent dans
la forme quadratique relative & équation en t, lorsqwon a
fait évanouir les rectangles, on aura la relation

(P == )

p=1:
2

Voila ou je me suis arrété dans I'étude de cette découverte si
belle et si grande de M. Gauchy. J'ai été amené a cette étude e
grande partie par des recherches sur des questions arithméliques,
qui, depuis Pannée 1847, ont appelé mon attention sur les formes
quadratiques composées d’une somme de carrés de fonctions sem-
blables des racines d’une méme équation. Aussi ai-je éprouvé une
véritable satisfaction a rattacher a la considération de ces formes
ces magnifiques théorémes de M. Sturm et M. Cauchy, qui ouvrent
P'ere nouvelle de I’Algébre moderne. Sous ce nouveau point de vue,
d’ailleurs, le fait de Pexistence d’une infinité de systémes de fonc-
tions jouissant des mémes propriétés pour la détermination des

v ) .
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nombres des racines réelles ou Imaginaires, qui sont comprises
entre des limites données, se présente dés les premiers pas et d’'une
maniére qui en fait mieux saisir de caractére et I'importance

), 1 16 & p ;

Parmi les formes variées dont le théoréme de M. Sturm est ainsi
susceptible, la suivante me semble la plus simple :

Soit Uéguation proposée

o f(z)=o.

Nommeons fi la dérivée de [, et désignons, comme précédem-
(7 e

ment, par (%) le nombre des termes positifs de la forme qua-

dratique qui a pour expression symboligue

(a= O/ (&) fils) = (&'— &) f(2) fu(=)
5 — 3 ;

s o !
lorsqu’on a fait évanouir les rectangles; le nombre des racines

: réelles comprises entre deuz limites ¢ et L, sera

™ (8) —7(&)-

Jne a iculié 2 é d Inati
Une analyse particuliére m’a donné, pour la détermination du

nombre total des racines réelles et i o A
des racines réelles et imaginaires, cet autre théoréme :

Soit, sous forme homogeéne,
w=f(z,y)
le premier membre de ¢ z . 1 4
[ equation proposée dw degré n. Posons
Uy = f(20, 7o)
et considérons expression

I (zlu, duy
&t — 7

En remplacant, la division faite,

Gy H O oonn GOy D

'

d'une part, et de Uautre
on=z  pa-3y, o @ynd, yn—t

respectivement par X, Y, ..., V, on obtiendra une forme qua-
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4

dratique (w); et, relativement @ cette forme, la quantité _ofe-
signée précédemment par w—v sera le nombre total des racines
réelles de Uéquation u= o, moins une unie.

Soit u! ce que devient u par la substitution
o=Aa'+py,  y=R& oy

les deux formes quadratiques () et (') seront équivalentes, et si

On NnomI - es indéterminé a substitu-
V déterminées de (u ubst;
1 I i 2 Vil cooy 0 ( ), I

i lautre s'obtiendra par l'identité sui-
tion pour passer de I'une a l'autre s'obtie I

vante :
(X, Yy ooy V(@ pyn—t = (X, Y oo, V) (A 87, 12 + oy )i

o, d’apres I'excellente notation de M. Cayley,

(X, Y, o0y V), )it = Xan—t Yan—sy ... Vyr-t.

Hyéres, 28 janvier 1854.

SUR

LE NOMBRE LIMITE D’IRRATIONALITES

AUXQUELLES SE REDUISENT LES RACINES DES EQUATIONS
A COEFFICIENTS ENTIERS COMPLEXES D'UN DEGRE
ET D'UN DISCGRIMINANT DONNES.

(Extrait d’une Lettre a M Borchardt, Journal de Crelle, t. 83.)

Permettez-moi, en continuant en quelque sorte ce que je vous
ai éerit au sujet de la détermination des racines imaginaires des
équations algébriques, de vous entretenir des questions arithmé-
tiques auxquelles je songeais, lorsque chemin faisant Jai 616 ainsi
amené aux théorémes de M. Cauchy et de M. Sturm. Ces ques-
tions arithmétiques avaient pour objet la théorie des nombres com—
plexes, et en particulier I’étude des formes décomposables en fac-
tears lindaires, lorsque les coefficients sont des éntiers de 'espece
a -+ by/—1. Pour le cas des entiers réels, la réduction des formes
quadratiques définies avait été, ‘comme vous savez, I'instrament
analytique que j’avais surtout mis en euyre ; mais, pour passer de
la aux nombres complexes, il fallait & ma méthode une modifica-
tion que j'ai été bien longtemps & découvrir. Cest le hasard en
effet qui me 1'a donnée, en traitant de la décomposition des nom-
bres en quatre careés, sous le point de vue que j'aiindiqué dans le
Tome 47 de ce Journal. Je vais essayer de vous en donner une
idée précise en démontrant le théoréme que j'ai eu déja occasion
d’énoncer dans une note de mon travail sur la théorie de la trans-
formation des fonctions abéliennes :

Les racines de toutes les équations & coefficients entiers com-
plezes, d’un degré donné, et pour lesquelles le discriminant
(déterminant de Gauss) a la méme valeur, ne représentent qu'un
nombre essentiellement limité d’irrationalités distinctes ()
e el R R R T P L

(') Comme le rappelle M. Herite, ce théoréme a été énoncé par lui pour la
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Jaurai, pour cela, deux points prineipaux a établir. Le premier
consiste dans la théorie arithmétique de la réduction de ces formes
quadratiques & indéterminées imaginaires conjugudées que j'ai faii
servir A la démonstration du théor¢me de M. Cauchy. En dési-
gnant par &, ¥y &y ooy ¢y 21 indéterminées imaginaires, et par zy,
05 B0y - - 5 9o leurs conjuguées respectives, elles sont, comme vous
savez, définies de cette maniére :

f= @o(@o@ + Qo) ~+ Qa3 =+-- = G P)

+ Yol @@ + @11y + @25 e Qin0)

' 00( @@ = @np = Qn2d et @nyel)

avec la condition que cy y et ay y seront des quantités imaginaires
conjugudées. En mettant en évidence, tant dans les coefficients que
dans les indéterminées, les parties réelles et les coefficients de W=,
la forme f sera si Pon veul un cas particulier des formes réelles
A 27 - 5 indéterminées, mais qu'on traite, grice au jeu des quan-
lités imaginaires, par les procédés essentiellement propres aux
formes & 7 -1 indéterminées seulement. Sans insister davantage
sur cette considération que jai développée ailleurs dans le cas
de n =1, jénoncerai les propositions algébriques suivantes qui,
si simples qu’elles soient, doivent étre au moins indiquées pour ne
rien omettre dans Uenchainement des idées.
10 En faisant, dans £, la substitution

BX 4 BY ... BV,

z2=aX +aY +...+a?V,
i
BRI = N

AX +NY +. ARV
o Xo—+ af Yo+ - .+ 2" Vo,
BoXo+ Bh Yot 4+ BV,
Yo Xo+ 76 Yot oo+ 167 Vo,

0= o XAy Yo+ . .= A Vo,

premiére fois dans son Mémoire sur la transformation des fonctions abéliennes
(woir plus loin p. 477). Quant au théoréme analogue relatif aux nombres réels,
* M. Hermile lavait démontré antéricurement (p. 225 de ce Volume).  E. P.

Lt si Pon appelle D’ Vinvariant de o
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; d
ot a et &y, B et By, ete. sont des qu

antités imaginaire j 5
: ] S conju 2
on aura une lransformce de f”él)le . Jl gl]ccs’

“nature

B= Xo(Aoo X+ Aoy Yt 4y, 24 4 4, V)

S (Rl 3 e ANy W e A\ R

+ A, V)

e sorte que tA seront comme ¢,
d v CUA 4 I omme L €s quan S
£ 1 " Ay y e ”/ud qu té

2° Soient D, d, w, W les déterminants des systémes suivanls :
( B0 Bog sos  Bys :

D= B Bgg ano Ay )

« o B ey ()

BERSEN L

i

o

LT s

on aura 'équation
D) = g,
ot résulte que d
forme f.
En vue de la théor
qu'en posant

peut étre regardé 1 1
I regardé comme Dinvariant de la

ie réduction, j’aj i
de la réduction, J'ajouterai cette remarque

= s e L G ]
& 0.0 f de'dog = Fo(bi1y + by a5 o0y 0)
-f- 30(b20 y + by 95 =0y 0)

000,17 b5+ . 4B, 00)
Opy = @0ty — @0 Qo,v;

on obtient une forme aux. indéterminé:
qui est un copariant de f, relativem.
{quand on y suppose

€y eLyy, 5 etsy, ...y 0 el g,
ent & la substitution (S, Sy)
T =0, B =, =

Y 5 o0 A=o.

&, on aura

1) = A )
Rl 0,0 D
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Cela posé, je vais établic qu’étantdonndée une forme f définte, on
peut trouver, pour les coefficients de la substitution S, de:.inom
¢ .
i Sterminant  soit un, et tels que
bres entiers complexes, dont le détermin; 5

A . mée I' on ait
dans la transfor n(n+1)

@) AgpAryee Ap <22 Dy

Ce sera celte transformée que j’ap[)el}crai réduite. A cst ;[TCF, jlc
considére ensemble des formes déqulles de f, par l‘outes ]fs):;;-
stitutions (S, So) & coefficients entiers complexc's et auuf ?la‘ 1;
nant 1. Je distingue ensuite, dans ces L?ansforlxie?s7 cclcs ou
coefficient de XX, est le plus petit possxble,'l’a'rm} 'ccs dernicres,
je dis qu'il en existe une que je représenteral amst :

[ (A e 5, W v BRSSP
4+ Yo(Ag X+ A Y+

oA YY)

Yo(By1 Y + ByaZ .-+ BiaV)
+ Zo(Bo,y Y + BgpZ +. ..+ B2 V)

= Vo(Bng Y+ By2Z—+.. -+ By V)

3 s ires d'indéter-
soit réduite dans le sens propre aux formes a s paies

n ; secondemen! ue les par! réelles et ficients
minées cond L, q les parties ré E les coefficie

© ’——‘ s les diverses quanu £ moindres en
d \/ 1 dans les d i@ uantités Ay p. soient

1 bsolue que la moitié du coefficient minimum Ag . In
valeur a e

effet, en faisant dans F la substitution
>

R R e c
'

e w'y el SEsaesE )

7= Wy -y i,

Vi midy )y 4.,

Xo= fy-+Moho —+ Modo - Tolo;
/

myy, —+ Mgde =+...==Tolos

P
w41, 4 g3 .. -= To oy

qui en renferment 7 +1. Elle se touy
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on trouyera une transformée #, dans laquelle le coefficient de ity
sera encore A, , et ou la forme & analogue a G, savoir

15 5

@ =Pyt O [
e dr dr,”

sera (d'aprés ce qui a été dit tout a Pheur

e) la transformée de G
par la substitution :

(=my 'y 4. 'y,
Z=m"y

=my oy g,

=MyYy + Wp3gt.. .= oy,
i = M, v, o 3ot g,

Vo = mt [i 0!
Vo= m{@y, 0G50+, L .

Mais cette substitution est la plus génér,

ale entre les n paires d’in-
déterminées conjuguées,

et peut ére employée & réduire la
forme &; on voit donc bien qu'on peut admettre, dans Pensemble
des formes dont jai parlé, existence d’une transformée remplis-
sant la premiére des conditions énoncées.
¥ satisfait & Iaide des entiers com
Jusqu’ici arbitraire

Quant a Ja seconde, on
plexes m, w, ..., r, qui restent
s en désignaul, en effet, pour un
par agy les coefficients de # qui corre
relations

instant,
spondent & Ay, on a les

ot = mAg o+ m'Ag 1LY m A, L,

WAy == W' Agy + n” Ay = WP

Qg,n =14, -+ vAgy + ¥ Ags 4. .o plr)

Aoy

et 'on voit qulon peut déterminer les entiers complexes
y «., 1, de maniére que la partie réelle e le coefficient de /— ¢
dansErpE o oy, solent au-dessous de 3 Ag . Admettant
donc Texistence de la forme E, remplissant les deux conditions
précédentes, nous allons supposer que la relation (@) soit vraie a
I'égard des formes réduites contenant 2 paires d’indéterminées cf
nous en conclurons qu'elle a lieu nécessairement dans les formes

¢ra ainsi établie dans toute
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*sa généralité puisqu'elle a lieu comme je lai fait voir ailleurs

G ; )
(Journal de Crelle, L. 4T) pour n=1. A cet effet, j’observe que,
les coefficients de la forme G ayant pour expression générale

Byy= AooApy— Apofow
on trouvera, lorsque les deux indices sont égaux,
Bpuw= Ao Adpu—AuoAous

peuvent alors étre regardées comme les

de sorte que ces quantités ‘ loess o
ratiques 4 deux paires d’indéterminées

invariants de formes quad

(Ao,os Ap0r Mows Apu)
formes qui seront définies et réduites : définies, car nous avons sup-
posé f et, par suite, I' clle-méme définie, et réduites, parce qulc
i ini i s égal a 1e la
le coefficient minimum A, sera au plus égal & Ay, et ([Ll
e réelle comme le coefficient de \/— 1 dans Ay o sont, en valeur

e ! d’aprés ce que Jai
Ao,o- Donc, d’aprés ce que |

absolue, au-dessous de la limite
établi dans le Mémoire précité, on aura

Agyo Ap,u< 2By

et, par suite,

A2 oA Az A< 2By 1 Ba2e o Bane

pour les formes réduites G, qui

Mais, en admettant la relation (@) ] ! o
. ntlinvariant est Af ' D,

° 0 P9 a1r o g
conliennent 72 ])ﬂlI‘(’,S d’indéterminées et do;

on aura e

Bi1Bas...Ban<2 AL D

or on en conclut, aprés avoir multiplié membre & membre par

Pinégalité précédente et supprimé le facteur BB,
nin+1)
AgoAqihop. .. Nopln 2
(Vest ce résultat qui tout a I'heure me servira de base pou‘r ].az
duction des formes décomposables en facteurs ]_1—
at & coefficients et indéterminées complexes. Mais

' i i sen tire imm¢-
Ol‘(l la CO!]SC(ILIBHCC survante qui s'en tire 1

théorie de la ré
néaires, el qui so
jindiqueral d’ab
diatement.

$orl telle que je
Concevons quen vue de la théorie des formes f ue j
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Ienvisage ici, on modifie I'idée arithmétique de classg, de maniére y
A désigner ainsi 'ensemble des transformées déduites d’une forme
donnée, par ces substitutions spéciales (S, S,) lorsqu’on atiribue
aux coefficients tous les systémes de valeurs entiéres complexes,
pour lesquelles le déterminant w =1, on aura ce théoréme : La
totalité des formes de la méme expression analytique [, lors-
qion les suppose définies, et & coefficients entiers tant rdels
que complexes, ne représente pour un invariant donné qu’un
nombre essentiellement limité de classes distinetes. Effective-
ment, dans la réduite I, tous les coefficients réels A, , sont limités
en vertu de la relation (a) et les modules des coefficients magi-
naires Ay y le sont par la condition

AP o,

quirésulte, comme on le voitimmédiatement, de ce qu’on suppose I
une forme définie. On n’aura donc pour une valear donnée de I’in-
variant qu’un nombre limité de réduites et, par conséquent, un
nombre limité de classes.
Je passe maintenant au second point qui me reste A traiter pour
arriver & mon théoréme. {
Soit o une forme & 7 indéterminées imaginaires, , Ty oo iy &
coefficients complexes, et décomposable en n facteurs linéaires,
savoir :
A=ax +dy+.. . +arty,
B=0bx+0by-+...4 bn—ty,

de sorte qu'on ait

Ces quantités A, B, ..., L ne se trouveront point complétement
déterminées par la forme donnée o, car il est clair. qu'on peut
multiplier par un facteur constant chacune d’elles, pourvu que le
produit de tous ces facteurs constants soit I'unité. FPobserve cepen-
dant que le déterminant A, relatif au systeme de ces fonctions li-
néaires, ne subira aucun changement par U'introduction de ces mul-
tiplicateurs arbitraires, car en remplagant A, B, ..., L, par ¢ A,
6B, ..., 4,1 le déterminant relatif aux nouvelles fonctions sera

G 008 ol
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et I’on doit faire, comme nous Pavons dit,
Baiyo oo U= e

Nous pouvons done, désormais, regarder A comme absolument
déterming par la forme proposée o. Gela posé, J'introduis encore
les facteurs linéaires conjugués de A, B, ..., L, qui seront, en sui-
vant la notation déja employde,

Ao= apxy+ aly yo=+. ..+ ai~Vu,,

By = bowo—+ by yo - ..+ bG uy,

et dont le déterminant sera désigné par A,. Puis je compose, avec
ces deux groupes de fonctions, la forme quadratique suivante, de
la nature de celles qui nous ont occupé précédemment, savoir

= AA,)-+ BB ... == LL,.
4 0 2 0

Ceute forme dépendra essentiellement des multiplicateurs arbi-
traires que lon peut introduire dans les fonctions linéaires A,
B, .

sera la quantité enticrement connue

.., mais, quels que soient ces multiplicateurs, son invariant D)

D = A4,

de plus elle sera toujours définie, et Pon pourra lui appliquer la
méthode de réduction exposée plus haut. Concevons done que
pour un systéme déterminé des facteurs linéaires A, B, ..., L, on
ait obtenu la substitution propre & effectuer cette réduction, et
que je continuerai de représenter par la notation (S, S,). En
effectuant la partie de cette substitution désignée par S, dans A,
B, ..., L, je supposerai qu’ils deviennent

A =oX+a Y +.  +alt=0U,
) = (03K =i B =6 o o =010

£ =1X + 1Y +...+ 1001,

tandis que, par la substitution S, les facteurs conjuguds Ay, B, e
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L, se changent en

Ho= a0 Xo+ af Yot.. .+ aft=11 Uy,
By = hDXu_o_u:, V== —+ b= Uy,

Lo = X+ LG Yo ... =1 U,

De 1a résultera pour la transformée de o, par la substilution S
Pexpression g
D =2b.. .1,

et pour la transformée réduite de /5 par la substitution (S, Sg), la
suivante
F = A%+ BBy +... 455,

At o 1 1S 3 o 3
‘Cela eLaTlt, Je vais démontrer qu’en supposant la forme donnée o,
a coefficients entiers complexes, et irréductible, dans ce sens que
A i ;
l'équation © = o n’admette d’autres solutions entisres que

ceey U= 0,

les coefficients de ®, qui seront aussi des entiers complexes
. . . PaR
auront tous des valeurs finies et limitées par Pinvariant D = A4A,.
Soient, & cet effet, 3, oy, ..., Suy les coefficients de XX,,

YYo, ..., UUy, dans la forme réduite F, a savoir

g =ty —=bby ... Ily,

a,:u'u;,—;—h’h;,+,,,+l'1:”
e

(== 4 (=t =1,
Ces relations peuvent s'écrire de la maniere suivante

[ b
mod? — +mod? — - .4 mod?

a a

mod2 bl

pln—1)

Ve

L
...+ mod?

et montrent alors que les modules des quantités =, RO E sonl
sy




424 OEUVRES DE CHARLES HERMITE.

tous inférieurs & Punité. Il en résulte qu'en représentant par W le
produit des facteurs,

aln—1)

e v [(n—1)
== eop ==
Vo Vo1 Vione ;

cest-d-dire ce que devient @, lorsqu’on y remplace X, Y,

e

par

les modules des coefficients de cette transformée sont eux-mémes
limités. En effet, si pour fixer les idées nous considérons le coef-
ficient d’'un quelconque des termes de W, que nous représenterons
par XPY?...Us, les exposants étant des entiers dont la somme
est 1, on trouve sans peine que la valeur mazémum de son mo-
dule est donnée par le facteur numérique qui multiplie le méme
terme X2 Y%...Us dans la puissance polynomiale

U,

f%(..\ +Y+...+U)e
Lu

n?
Cela posé, convenons de désigner, par les expressions symboliques
sulvantes

i ([ 39N G0 oS | i ([P0 U,

les modules des coefficients de X2 Y4...Us dans @ et W. Il est clair
qu'on aura, d’apreés la relation qui lie les deux formes,

1) |XPY4.. Us| = [XPY7...Us] VETTT

n—=1
ct, en particulier, pour les coefficients des puissances les plus éle-
vées des indéterminées,
| Xef = [Xr] /a7,
(2) | Yr| = [ Y] Vst
Rl :

JUn] = (U] Vel
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Or, en muluipliant ces équations membre & membre, il vient

PXELYR L U = [XE][YR]. . [UR] (551 eanmy )
mais, d’aprés la relation caractérisuque pour les formese quadra-
liques réduites, et la valeur de Pinvariant de

> réduil » que nous avons
trouvé précédemment égal 4 AA,, on a

500 05

il en résulte donc que
—1

Yok 4 s R (n )
)’_\ul)’Yu!_“"Un\!<[_\_/|J[yu].”[Un]‘2 R/

et finalement, en ayant égard aux limites des quantités [ X~],

T3]} oo

?éu“u—l) 1
DXL Ul = (A3
]Lé n*
Voiei done de‘]'a l.es coefficients des puissances les plus élevées dans
la forme @, limités au moyen de P'invariant AA,. Et c'est en ce
moment que nous employons la condition d'irréductibilité de cette
> g D8 D S R
forme telle qu’elle a 6té posée plus haut, de maniére qu'aucun de

ces coeflicients ne puisse étre supposé s’évanouir. 1 ‘ayant obtenu

en effet qu’une limite de leur produit, dans le cas ot Pun d’eux
serait nul, on ne pourrait plus rien conclure sur les autres. Maine
tenant et & P'aide des valeurs de ces quantités = (X (Yr( ...

nous obtiendrons des limites pour les coefficients des autres, lc]rmcs’
en déduisant des coefficients (1) et (2) la suivante ’

12 7 s
|XPYa.. . Us| :Xu(l n lyue"ﬁ 1Uu(r"ﬁ

A ) s
= [XeYr.. U] [Xe] "o yn]' = h, L (Ua) TR e

LGy )

ctremplacant, dans le second membre, D27 U [y
etle pl:()dllll G%y... Gy par leurs limites supérieures. Il vient ainsi,
enldemgnanl (7 @5 -+ s) le coefficient de X2Y?.. Ut dans la
puissance (X + Y 4.+ U)«:

IXry i el 7 1 3 =)

PYq...Us | | X! § n 2

§XpYa.. Usf | Xu (T r fyn (T gy S T (A4 )",
i

n?

T

Ry
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Nous sommes ainsi parvenu a la proposition annoncée sur la ré-
duction des formes décomposables en facteurs lindaires, et qui
nous autorise 2 donner, aux transformées telles que @, le nom de
formes wéduites. Mon théoréme sur les racines des équations
algébriques a coefficients entiers complexes en estune conséquence
immédiate, comme vous allez voir.
Soit
Pon+Qerti...+Re+-S=0

une équation de cette nature. En désignant ses racines par &, b,
¢, ..., k, [ le discriminant, ou déterminant de Gauss, sera le
nombre entier complexe

D = P2le-(a— b)* (a— ¢)2...(k—1)%
Cela posé, faisons dépendre de cette équation une forme o a coef-

ficients entiers complexes, que nous définirons de cette maniére :

o= Prl(z +aytatz —e—...—»—a"*‘u)(m—»—bya—biz—o—...—;—b'l*'u).,.
> (@ + by + 25 +...+ ).

Nous remarquerons d’abord que, pour cette forme, la quantité A

est précisément \/E\ Soient, en effet,

A=z-+ay+...+a 'y,
B=a+0by +...-- 0" 'u,

L=a-+ly +...+0""uy

d’apres sa définition méme, A sera le produit de P~ multiplié par
le déterminant relatif au systéme des facteurs linéaires A, B, ..., L.
Or, on sait que ce déterminant est la fonction alternée égale au
produit des différences des racines d, b, .-+, I, de sorte qu'on a

bien A=/D. Je dis maintenant que les racines de deux équa-
tions dilférentes, auxquelles correspondent des formes o, arithmé-
tiquement équivalentes, doivent étre regardées comme présentant
les mémes irrationalités. Soient, en effet,

Por 4 Qort 4 4+R+S5=0

el
o= =N oo

& —prt(X+aY . et U)X+ Y
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une seconde équation, ayant pour racines a, b, ..., [, avec la forme
cxtrre'spondante. S'il est possible de déduire @ de o, par une sub-
stitution a coefficients entiers complexes et au déterminant ur, clest-
d-dive d’avoir identiquement 9= @, en prenant /

z=aX+a'¥-+...+a-D(Q,
¥y =PX +B'Y +...+ g2y,

u=2X + 'Y .. .+ 207,

on pourra ésig ar
pourra, en désignant par ¢y, ¢,, ..., t, des constantes, poser les
relations :

Tt ay . @iy = (X - aY -+ a0,
o

by + bl =t (X bY +...+ bn—1U),

z4ly + - 11U ).

Or, en effectuant la s ituti ési

I}O;w o L :l.sllhslll.ll.lloﬂ et désignant pour abréger la fonc-
ntiere d coefficients entiers complexes 2l B@g L yldpn=t

par 0;(¢), ces rvelations donneront

;x\iﬂ(a?+ Y0i(@) ...+ Ul (@) = &u(X + aY ...+t T,
0(8) +Y0,(D)+...4+ Ul,1(d) = LX+0Y 4. .+ br—1U),

KO+ Y0A0) ..o+ U0, (&) = (X 4 LY 4. =11,

On en conclura les expressions suivantes des racines a, b L
P @, By ocog Oy ity

el il est visible quen partant de

la substituti 1
: / d 1011 1nverse our
5 " ot .
déduire © de @, on arrivera N

a des expressions t s seml S
5 d f outes semblables
qui donneront les racin, 5 0y ..., (, au n y by ey L
{ €s racines @, b , {, au moyen de u, b ap 1l

Nous somme n T1S r T d €s ra s des
mes donc bien autoris
€ par la a egarder les racines de

deux ¢ it ¢
€quations comme présentant les mémes irrationalités
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Cela posé, considérons I'ensemble des équations de (_legu’- n,
ayant méme discriminant, avec la série des formes g,vq‘l‘uvcm;"ﬁ» s
ondent a chacune d’elles. Ces formes, en nombre infini, ayant
E)oules le méme invariant AA,, & savoir le module du discriminant, o : : " i
t réductibles 4 un nombre limité de réduites ®. Or, les équa- : L’INVARIABILITE DU NOMBRE DES CARRES POSITIFS
seront re. d ; s g
tions, dont les racines pourront présenter des irrationalités dis e
e nt celles-1a seules auxquelles correspondent des formes ET DES CARRES NEGATIFS DANS LA TRANSFORMATION
unctes, seront ce. -4 > aux Lk : ; .
ayant des transformées réduites différentes (*). Elles seront done

9 DES POLYNOMES HOMOGENES DU SECOND DEGRE.
bien essentiellement, comme je 'ai annoncé, en nombre fini.

() En effet, des formes ayant méme véduite sont avithmétiquement cqn:vm
i ¥ raci ¢ i ont
lentes, et il a été expliqué plus haut comment les racines des équations d ot
?I Li endent offrent dés lors les mémes irrationalités. Voyez au lrcsu‘I sur cette
el ¢ sables cn facteurs linéaires, mon
i équivi e des formes décomposables en fa

acstion de I'équivalence d L 5 ; A
;::'emicr Mémoire sur la théorie des formes quadratiques (Journal de Crel
LAT).

(Extrait d’une Lettre a M. Borchardt, Journal de Crelle, t. 53).

_

Paris, ce 21 avril 1856.

..... Dans le cas ot vous le Jjugeri

iez conyenable, vous pourriez
publier la démonstration suivante,

du principe découvert par

Jacobi, et employé par lui & la démonstration des belles formules

pour les conditions de réalité des racines des équations algé-

briques, que vous avez données dans votre Mémoire sur équation

R i laide de laquelle, ctc. Rien dailleurs nest plus simple” que
e d'établir ce principe que j'énoncerai ainsi :

Quelgue substitution réelle que lon emploie pour
un polynome homogéne du second degré & une

165, le nombre des coeficients de ces carrés
donné sera toujours le méme.

réduire
somme de car-
qltb auront un Slcf)’/l(i‘

Supposons, en effet, qu'un polynome homogéne du second
degré £, & n =41 indéterminées z, y, ..., ¢, se réduise & 'expres—
g 5 ORI N
sion suivante
S=eziteztt. . 4,z
en faisant
T=amyt+a B+ ang,

0 7 =PBat et g,

................. Creenaa,

¢ = Ao+ N ...+ g,




