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SECOND MEMOTRE.

Dans mon premier Mémoire, qui a pour principal objet I'étude
des formes biquadratiques, j'ai eu soin de considérer séparément
la théorie algébrique et la théorie arithmétique de ces formes.
Relativement aux formes quadratigues, une pareille distinetion
serait inutile, en raison du petit nombre de notions algébriques
qu'il est nécessaire d’établir comme base des considérations arith-
métiques. Mais, dés qu’on s'éleve aux formes binaires de degré
quelconque, on voit la théorie algébrique prendre un développe-
ment inattendu et digne du plus grand intérét. En effet, en pré-
sence des éléments analytiques nouveaux dont elle manifeste
Pexistence, les notions les plus simples et les plus faciles qui
nous sont requises par I'étude des formes quadratiques viennent
alors s’offrir sous un tout autre aspect, el parfois, donnent nais-
sance & des notions nouyelles. Je me propose d’en montrer ici un

exemple, en traitant de la distribution en ordres des formes cu-
bigues et biquadratiques.

M. Eisenstein, dans son beau Mémoire intitulé : Nouveausr
théoremes d’ Arithmétique transcendante, publié dans le Jour-
nal de Crelle, t. 33, a déja remarqué que la présence des formes
adjointes, dans la théorie des formes quadraliques ternaires,
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conduisait & faive reposer la distribution en ordres de ces formes
surun principe nouveau etdifférent de celui que M. Gauss a donné
pour les formes binaires. Nous allons voir que, pour les formes
cubiques et biquadratiques, le principe de M. Eisenstein va lui-
méme se présenter sous un jour plus étendu, et conduira i Lrois
subdivisions différentes de la totalité des formes qui possédent les
mémes (nvariants fondamentaur.

Clest1d dailleurs un résultat qui appartient en propre aux formes
dont nous parlons; de sorte que la forme du cinqui¢me degré eil
celle de degrés plus élevés donnent lieu pour la (Iislrilmli%n en
ordres i des considérations toutes différentes. Plusicurs autres
faits se présenteront, comme nous l'avons déji annoncé dans la
suite de ces recherches, pour manifester dans des circonstances
variées cette différence de nature qu'on rapproche naturellement
de cette différence analytique si profonde, entre les racines des
équations des quatre premiers degrés, qui s’expriment par simples
radicaux; et celles de degrés plus élevés quil est im possible d’ob-
tenir de cette maniére.

Dans espérance que de pareilles considérations intéresseraient
peut-ctre, j’ai développé, avee détails, Papplication aux formes du
cinquicme degré des propositions algébriques générales sur los-
quelles reposent la distribution en ordre des formes binaires. Plu-

urs des résultats qui se présenteront dans cette application se
retrouveront d’ailleurs et joueront un réle important dans I’étude
spéeiale des formes du cinquieme degré, a laquelle je consacrerai
prochainement un nouveau Mémoire.

I.
Principe de la distribution en ordres des formes binaires.

Il est un point de vue sous lequel la notion des ordres de classes
qunrle-nliqu esdeméme déterminants'étend immédiatement i toutes
les ((rrmcs. quel que soit leur degré et le nombre de leurs indé-
terminées. Ainsi, en ne considérant que les formes binaires et leur
appliquant la méthode suivie par M. Gauss dans le § 226 des Dis-
quisitiones Arithmeticee, on peut nommer 1)1'[/31[2[(}@3 toutes les
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formes
3 A

J=(a, b0 (2, p)n
de mémes ineariants, dans lesquelles le plus grand commun di-
viseur de @, &, ¢, ... est I'unité. Cela dit, I'ordre proprement
primitif sera défini comme réunissant toutes les formes dans les-
quelles le plus grand commun diviseur de

m.m-—1
a, mb, — G
1.2

sera I'unité, et ensuite on obliendra autant d’ordres émpropre-
ment primitifs que le plus grand commun diviseur de ces mémes
nombres pourra recevoir de valeurs distinctes.

Maintenant, si 'on passe aux formes

(A, B, C, ...)(z, ),

daont les coefficients A, B, C, ... ont un plus grand commun divi-
seur 8, on pourra les nommer dérivées des formes primitives

Cela posé, pour chaque valeur de 8, on aura un groupe de formes
dévivées, dontJa distribution en ordres suivra immédiatement celle
des formes primitives qui leur correspondent. Rien de plus facile,
on le voit, que cette premiére extension des principes de M. Gauss
qu’il nous a suffi d’indiquer en peu de mots. Mais, dés qu'on con-
sidére d’autres formes que les formes quadratiques & deux indé-
terminées, on voit intervenir de nouveaux éléments analytiques qui
jouent dans toute la théoric un role essentiel; ce sont les formes
adjointes et les formes nommées covariants par M.Sylvester. Ces
deux genres de formes ne sont pas essentiellement distincts, comme
on le sait, dans la théovie des formes binaires;ils se rameénent aux
seuls covariants, dont je crois devoir encore rappeler la propriété
caractéristique.
Soit

F=(a b,e, .. @ 1)

une forme binaire, et supposons qu’on ait identiquement

o

(a,b, ¢ .. JE@ + Ly, nw+ay)m = (A, B, G i, ),
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on donnera le nom de covariant de f i toute fonction

&% 0y @y 000§ B, 37)
rationnelle et entiére en a, b, ¢, ...
dition

; @, ¥, qui satisfait 4 la con-

() (== 1) 0 (@, b, c. ...; Ear'

1T +ny)=0(A,B,C,...; 2, ),

Pexposant de la puissance & laquelle est élevé le déterminant de
la substitution &/'— 1§’ étant enticr et positif. Cela posé, il est
bien facile de reconnaitre que le plus grand commun diviseur des
coelficients d’un covariant quelconque 9, de la forme f; sera un
dlément numérique, caractéristique de la classe entidre a laquelle
appartient cette forme. Nommant, pour un instant, o' une expres-
sion semblable i ¢, mais se rapportant 4 une forme " arithmé-
liquement équivalente a /, il suit de I'équation (A) que ¢ et of
seront elles-mémes arithmétiquement équipalentes et auront né-
cessairement le méme plus grand commun diviseur pourleurs coef-
ficients. L’ensemble des classes f, fy, fu,..., qui ontles mémes inpa-
riants, peut étre ainsi divisé en ordres en appliquant le principe
méme de M. Gauss, tel que nous 'avons présenté tout a I'heure, aux
covariants ©, oy, 9y, ... qui leur corr spondent respectivement.
Et, par la, on voit s’offrir autant de divisions en ordres que de co-
variants distinets, de sorte que I'idée arithmétique trés simple, qui
nous a ét¢ donnée par la théorie des formes quadratiques, recoit,
par le fait de Uexistence des divers covariants, un développement
aussi intéressant que difficile & suivre. On est conduit en effet &
ces problémes, sources de belles recherches analyliques :

1° Trouser tous les covariants des Sormes d’un degré donné.

2° Trouver comment dépendent des invariants }"ondamrzn-
tauz, les diviseurs d’un covariant quelconque, qui fo urnissent
les caractéres d’une division en ordres, relative i ce copariant.

32 Comparer entre elles toutes les divisions en ordres quire-
posent sur la considération des divers covariants.

" : 3
Clest la solution de ces (i\lCSLlO[lS (quée nous nous proposons
) o ; -

Toffriv pour les formes cubiques et biquadratiques. Elle se

fonde principalement sur les propositions générales que nous
allons établir. ;
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Propositions sur les covariants des formes binaires.

PrEMIERE PROPOSITION. — Solent g et h deux covariants quel-
conques de la forme

7, 1

f=(ayb,¢ .. )(z)"

de sorte qu’en faisant
~
(@, b, ¢, ...ﬁkz+zy, Iz +Ay)m = (A, B, G, ...)(z, y)"
- abréger,

et, pour abrég Sl
on ait

wigla, b,c, ...; ka+xy,le+1y)=g@A,B,C
(2) wth(a, by e, .3 ke +wy, le 4= Ny) = h(A, 18, € 6 005 @5 7k

Je dis qu’en posant
k2l G L = (@ By &, = 5385, 77 55 ),
3) g(u,b.c,“‘;x}\*@\’,y.\—kJLY>4 (a, b, ¢, ¥
on aura l'identité

(4) ws0(a,b,¢,...; ko-+ry, I+ Ny, X, wt+1Y) = 0(A,B,C

Ainsi les coefficients des divers termes en X et Y dans celte fo;fj
lion 0§ se vérifieront de méme nature que (1) et (2), et seront dés
lors des covariants de f.
it
=L t = ko + ny, 7= Iz + )y,
oh e O
u::zX—(g’Y, a:}/h.drY,
nommons U et V ce que deviennent respectivement et ¢ (;uar;d
) ici i h,
on remplace les coefficients a, b, c, ..., qui entrent dans la forme i,
par A, B, G, ..., de sorte que
OR(A, B, i)y BN B,G,

V=yX+

(5) U=aX 5 TR e
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je vais établir comme lemme qu’on aura

N FEU0] = 6 = 39 — ol G G
9q
(6) ) ;
RLERAES SR G
Jobserve pour cela que lidentits (2), ou, ce qui

revient au
méme, celle-ci :

WER (e bycy e ) =R (A, B, G, 00§ @k
donne, par la différentiation,

o) g{:(.\,]%,f,;i?,iy) ey (/; 9h(a,b, En) k(@ byc,;
” e B

© dh(A,B,C,...;2,7)
e

& w/‘_/' @, be,ibom) | 5 Oh(@,Bye, 80T
! o
Or les équations (5) donnent immédiatement

kU ~+ x\’:(/;.lr-kzy)x

oz

o [_/‘%(,\, B € o5 p) 7/[1)11(1\,13,0, ‘T,_,,)} Y.

73
10V = ({2 +2p) X

ey ’)\r)]t(l\,B, c, RB) J %_:\,B,Q;,
i 9z P
ety en substituant les valeurs des
fournissent les équations (7) et (8), il vient précisément les équa-
tions (6) que nous nous proposions d’établir,

Cela posé, revenons 4 la relation (1), que nous allons reproduire
en éerivant U et V au licu de 2 €Ly, savoir :

deus dérivées partielles que

9) wiglabyc ... kU+xV, U+AV) = £(4,B,C,...;U, V),

et d la relation (3), par laquelle est définie la fonction 0,
(10) gla 0,0, 5 0,0)=0(a,b,c,...; 3,5, X, Y).

Si, dans celte derniére identité
a0, ¢, .
viendra

» nous substituons A, B, C, ... a
-+ il faudra aussi mettre U et V au lieu de et o, etil

&(4,B,C,...5 U, V) =6(A, B, G, ...; 2,5, X, Y),




i
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ou bien, & cause de I'équation (g),
wSg (@, by e, .nny KUV, 1U+~XV)=0(A,B, G, ...;2, 0, X,Y)

Maintenant, il résulte du lemme précédemment établi (équat. 6)
que
FUIE oV LU NV
qui entrent dans le premier membre, sont ce que deviennent res-
pectivement u et ¢ lorsqu’on y remplace @ ety par E ety etquon

multiplie Y par o' L’expression

g(a,b,0, ...; kKU+2V, {U =)
west donc autre chose, en vertu'de I'équation (10), que
0(2, B, ¢, - -1 £y, 0FEEYD,

et nous obtenons de la sorte la relation que nous voulions établir,

savoir :
w0z By @, oo § By iy 25, @AY ) = 0(A, B, C, - 2y, X, 1.

On peut aisément juger, par cette premiére proposition, de la
multitude des copariants qui existent pour une forme donnée.
Ainsi, en prenant g et / égaux A f, qui est évidemment un cova-
riant pavrapporta elle-méme, on en o btiendra un certain nombre,
avec lesquels on pourra encore employer le méme théoréme. Si
donc on ne retrouve pas ainsi des formes obtenues précédemment,
on verra de nouveaux covariants naitre de tous céux qui se sont
déja présentés, et il semble bien difficile de déduire de la une
expression analytique générale pour tant de quantités qui peuyen,
tout en restant dans le méme principe, naitre les unes des autres
de tant de manitres différentes. Voici ce qu’il m’a été donné de

trouver aprés de longues méditations sur ce sujet :

SEGONDE PROPOSITION. — Nommons covariants associés @ f ceur
qui résultent de la premicre proposition lorsqu’on suppose g
égal a la forme f: je dis que tout covariant de f, quel quil
SOLL, ow au MOIns son produit par une puissance entiére de
sera une fonction rationnelle et enticre des covariants associés.

Pour mieux préciser d’abord, cette notion des covariants asso-

ctés, reprenons Pexpression analytique qui leur donne naissance,
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savoir &

[ o an

(a,b,c,.., .X-—ﬁ—L' X+ 0

\ )(z oy\,‘y_\?ﬁ\/) !

- 5 B
conviendr: , en nommant 2 le de gré de ko en z et y, d’éerire
Y au lieu de Y. Cela éta nt, s1 'on met en évidence les coeffi-

cie s diver: X i i
: {nls des div Clleermcs en X et Y, il est clair que celui de X7 sera
a forme proposée f; et, en faisant

(abc“/?'\—r[)h’ 2
,,,,.)\z'/ ;E\,‘yk+

\

oh S
=Y) :(f,h,,uz,...,h,,,) (e

@ antité
es quantités /oy, /iy, ..., h,, seront ce que nous nommons doré-
navant les covariants associés a h )
Cela posé, soit
w(@ &, @) 000 §6%,57)

un covariant quelconque de £ n T éeri 1
[],Lés I f, ous lJOllllOIlS ecrire lﬂS (leux ldeii'
(a,b JaX -+
(4 6y¢, ... )(@X+ oY, yX+p'Y)yn=(A,B,C,.. 0K Y)m
4 X, )

(zy =gz )ex(a, b, c, -..; 2X

Y X 4 ) = (4, B, G, .o X, X,
wétant un certain nombre entier. Maintenant faisons

1 0h p 1 dlo

n gy’ T e

les coellicients A, B, C,

... deviendront r ivi
2 endrontrespectivement /; A, 1,

e détermin: ' — ya!
ant 2y’ — ya' la forme . clle-méme. Supposons en-
core, dans la seconde équation,

PRt Y =o;
son second y réduira éyi
. mimlnc se réduira évidemment au coefficient de la
ssance la élevée de X, fi i i ! L
g plus élevée de X, fonction rationnelle et entiére d
4 G, ... que nous désignerons par (A, B, G Il vi i
i ; e 1 g e )e V. >
ainsi 'équation suivante : Sl

(1) R (B 65 @ ) = (s s By o0 )

par | r 1ti
par laquelle notre proposition se trouve démontrée

Pour en montr r immédiatement un
montre édiat 1
a tu 1
€ apphcauon, nous allons
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faire voir que tous les covariants d’une forme quadratique
’ @ 9
f=(a,b,¢)(z,¥)*

Sobtiennent en multipliant une puissance dé f par une puissance
de Pinvariant b* — ac.

Remarquons d’abord que le second membre de la relation (11)
est homogene en f, oy, feay .., car il provient de I'expression
(A, B, G,...), qui est nécessairement homogene en AT (G
puisque, en général, lout ¢ovariant d'une forme est une fonction
entiére homogene des coefficients de cette forme. Cela étant, on
trouve, en prenant & = f,

N
(a,b,c ) (2X — i j}f,\ X+ ‘; j—i\): [/v0. (ac— 69118, Y]

% fer(a,b, ez, ) = [fy o, (ac— b2) f].

Or, le second membre devant étre homogéne par rapport aus deux
quantités f et (ac — b*) f, ne peut étre que le produit d'une puis-
sance de f par unc fonction de Uinvariant, et, pour qu’un tel ré-
sullat soit aussi homogéne en @, b, ¢, cette fonction de invariant
doit étre proportionnelle a une simple puissance. Donc, tout covi-
viant de la forme quadratique proposée, fonction rationnelle et en-
liere de z, y, et &, b, ¢ par définition, est compris dans la formule

(62— ac)i fF,
i et k étant entiers.

Si simple et si prévu que fit ce résultat, je n’ai pas cru inutile
de Pétablir rigoureusement & cause des conséquences qui s'en dé-
duiront par 'application de la loi de réciprocilé : conséquences
que j’ai déja indiquées dans le Journal de M. Thompson. D’ailleurs
il montre, sous un certain point de vue, comment les formes qua-
dratigues se distinguent des formes cubiques eV biquadratiques,
dont nous allons nous occuper, tout en partageant avec elles une
propriété caractéristique que nous yerrons tout & coup disparaitre
dans les formes du cinguieme degré. Nous ferons pr céder ces
questions de quelques remarques sur le systeme particulier des
covariants qui sont associés & la forme proposée.

FONCTIONS HOMOGEN

A DEUX INDETERMIN

Sur le systéme des covariants associés a la forme proposée

Pk o 3
On lobtient en mettant en évidence les divers termes en X et Y.
dans I'expression

2
(a,b,c,,..

\

oA of
e UG o UGN
)(w\ r/zdy\’y)‘+;lﬂ‘)’

de sorte que, si nous faisons

((z.b,c,...j\(zx 2 (»)[ Vi ok L & ),..:

By v
m dy m or ) X,

les covariants associés & f'se trouveront désignéspar Ay e

pa 161s = ) < ) i e 4
Leurs premiers termes s’obtiennent facilement; car, en faisant
) =o dans les expressions .

i P
"‘maf a sxndy,
clles deviennent simplement
22X —bam=1Y el azm-1Y.
En faisant, pour abréger,
1 om=tf
e m—oaer i o A )

on trouvera ainsi
Ji=0i(— b, a)at+m=ai

Ce :;oci_ilw:r:nt (= b, @) estdivisible par e, comme on le voit aisé-
mcnl., il s cnsu‘ll que, en employant la méthode donnée dans mon
premier Mémoire, pour déduire un covariant de son pre
Zn obtiendra la forme f en facteur commun dans la
es covariants associés, G remar faite, |
Cette remarque faite, je v

mier lerme

ie enticre

ais étudier de
plus pres les quoti e N
plus [uouents %i(— b, @), en supposant i ¢ les valeurs

s © ey s W
22,3, 4, 5, et en écrivant les coefficients de / suivant l'ordre




382 OEUVRES DE CHARLES HERMITE.
alphabétique

& oy (—b,a)= o,

A

:; os(—b,a)=—b*+ac,

(— b, @) = 203 — 3abe + a*d,

L oi(— b, @) = —- 3b% + 6ach> — jbda? - ca,
7l

L o5(— b, @) = 4 b> — 10ach? + 10b2da? — 5bead + fa.
e

Introduisons pour cela les expressions suivantes, savour :

A, invariant de ¢.(2, y) = b* — ac,
93(@, y) = (be — ad)? — §(b2 — ac) (¢ — bd),
oy (z, ) = ac — 4bd + 3¢
o5 (@, ) = (¢f — 3be +2cd)?
— {(ae— 4bd—+3c2)(bf — fce +3ad),

on vérifiera sans peine les relations

= oy(—b,@)=—A,
a

1 _ G e
e E"o(“b,ﬂ)f_; a’

[—u-,(-—-b,a) = a>C— 342,
@ "

1 OB ROD
Zq_;(—/;,a):;\m,‘_;az 7)7

Cela posé, soient g, g’ les invariants analogues a A, G, mais re-

latifs aux formes

1 ’_(7
mem — 1
; TR ST
M — 1. — 2. J:i(:)xT-’ Vw3 dy” 0w dy?’ 9 dy3 dy-) \

et /i ev [ les quantités
1 0g
= /‘u\m—').) (/)_1' 9
28" af 9
i

383
on aura ces expressions des premiers covariants associés de Ao
sayoir :

S(ogh—f2R).

Cela résulte immédiatement de ce que leurs termes les plus éle-
vés en z ont précisément pour coefficients les quantités

0s(==b, @), oy(—b,a)

S TR e, 5 A8 %
Mais je ne m’arréterai pas i le vérifier, m’étant seulement proposé
de faire voir comment viennent s’offrir, dans ma théorie, les cova-
riants auxquels M. Sylvester a donné les désignations de Hessiens

ou d’Emanants, et qui ont été nommés précédemment g, o

1V.
Division en ordres des formes cubiques.

D’aprés ce que nous avons dit en commencant, le point de dé-
pactde cette théorie de la division en ordres est la recherche com-
pléte de tous les covariants des formes cubigues. Nous allons nous
en occuper en nous fondant sur les propositions générales précé-
demment établies.

Soit la forme proposée

o
S = (a,b,¢,d)(z,5)%;
on trouvera d’abord pour ses covariants associés, /i étant identi-
quement nul, les expressions
Sfi=—F8 Js =+ fh.
Afin d'introduire par la suite 2 ¢ au lieu de g, nous écrivons

Sfo=—1Lfe,

¢l nous aurons ces \'ﬂlclll‘s

&= [2(82— ac), be— ad, 2(c2— bd)] (2, y)?,
@

o ('),b"”3abc+u“(i, bre + abd — sac?, \3
T\ —c2b+20btd—ac —‘zcﬁ+‘ibcd~ad2)&r’y) 3
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1 i Cela posé, recherchons si d’autres covariants ne naitraient pas, une Lelle relation existe nécessairement et s'obtient
| i o et S obtient en

: i o i 5 - comparant
‘ par exemple, du développement de les invariants des deux formes Y

~n

(2,6, e, d) (@, et (fy0,— L fie, FRI(X, Y3

ol

SN

(SN

ol T8 3 e U0 ¢
‘ _ i (a,b,c,d/)(\m#”; Y, yX

i ‘ . qui sont respectivement,
| il Or on trouve sans peine que
| ! A T 7 B )
{ i i & &5 <\ 3 Gy vy AR S
j (a,b,c,(l)( 226X ) = (o A BRI, T,
i /

‘),yX-r‘)_ P

\ \

Or, la seconde résultant de la premiére, par la substitution linéaire

audéterminant £, qui donne naissance aux covariants associés a f,
| on lrouvera Z
e }E ‘ A& = (be— ad) — {(b2— ac)(c— bd) afe
¥ | L et fdby ot 2 G abedi— 30 et, plus simplement,

A désignant Pinvariant unique de f, savoir :

FE =G0

@

! | . 4 . , 3) 2 3
Ce sont donc encore f et k qui se présentent, mals accompagnés { Af2 L= Rl

maintenant de I'invariantA. Notre seconde proposition (§ 1) con- (Gette équation a été récemment indiqué M. G
& 3 1quée par M. C

duit ainsi a ces deux conclusions : Mmoo ek ayley dans
1 ? L : 2 n? meule ouvelles recherches sur les covariants.)
i dthy Tout covariant O de la forme cubique f est exprimable, soit ’ C;‘ll"’;‘e: J observe que les numérateurs dans les expressions (1)
| { de cette manere : @ (: 5 Tl’ou”'onll €lre ramenés, en vertu de cette relation, a
conlenir s i e o St
i i ek n_"f_‘"_‘/ﬁ, : -l, 1 seulement la premiére puissance de h; ainsi, on pourra
(kT pa Vi écrire 2 :
R | i ! soit de la suivante : U(f, &) = W( f, & A) + AL, (f, &, A),
1 | c 2
| o o B B 1080 = 0 5,8/, 5, 3),
H ( e
i v \ ¥ les nouvelles fonctions ; .
: ! | : : ‘ & elles fonctions Ily, I, d,, ®, étant cosertiolloment @i
| les deww numérateurs étant des fonctions rationnelles et en- téres en f, g et A.
i i tieres des diverses quantités qui y entrent, et les exposants y. Egalons maintenant les deux expressions du covariant §: il
i ¢ 7 . \ . . . ] - 3 ¥ 5 R
1 | ety étant entiers. Or, de la, il est facile de conclure que§ pewt viendra 4
i Ed ! | également s'exprimer par une fonction enticre de f, g, et . s b ] ;
| i o G IS G e AL D
! : e ; 7 o e = i(fig,8) = S @ (f, 8,4)+— = g
T { Pour établir la démonstration, jlobserve d’abord que deux quel- 7 & e P 1/ 8, 4).
| £ } conques de ces trois quantités f, g, A peuvenl étre regardées Or je dis qu’on devra avoir séparément
S ki i comme entiérement indépendantes. On le voil en considérant un
cas particulier. Soit, par exemple (4) £ ; R
| | i ! al: g e "“Uvé"“—g"’u(ﬁg,l),
! | o S PR3 (5 L
it { i ) — il At .
| on lrouvera Vi 1(fi88) el P 50!
i § — v LY 3.
G==24q7, R=a"=4 T
Ly i Eflecti il n’en étai - .
} i i y ity on 8 s : ivement, s il n'en était pas ainsl, on auralt entre f, g, i une 5
] ‘ quantites ?Il”-} an\ 1(slabeesl( eux da deux, ne I\)Im!‘ ent etre IILLD 1;11 thmuml ;zsscnllellemeul distincte de (3)Y contenant A au premier 2
| aucune relation indépendante de z et y. Mais, entre f, gelh, eoré seulen PR " R
| | ki a P I ) iy & g 3 blncm. Il serait done possible, en éliminant cette quan- 5
! | Kib' }
{ ;
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lité, d’obtenir entre f et g une relation indépendante de et
contrairement a ce que nous avons précédemment établi. Or
Pégalité (4), lorsqu'on a chassé les dénominatéurs, prouve immé-
diatement que [I, est divisible par f¥, et ®, par g*. Une consé-
quence toute semblable se tive de I'égalité (5). Ainsi nous avons
ce théoreme :

Tout covariant de la forme cubique proposée f est une

Sfonction enticre de f, g, het de Uinvariant A; le covariant h
pouvant étre regardé comme entrant seulement aw premier

degré dans celte Jonction.

De la découlent beaucoup de conséquences sur lesquelles nous
aurons & revenir dans la suite de ces recherches. En nous bor-
nant maintenant a ce (ui se rapporte a la division des formes
cubiques, nous voyons que cette division peut étre faite de trois

maniéres différentes.
Sofent, en effet, f, fl, fly ooy f©@ les formes par lesquelles on

peut représenter la totalité des classes cubiques différentes pour

un méme invariant A ; & ces formes correspondront, d’une part, les
covariants quadratiques g, g, &', - &7 el de Tautre, les
covariants cubiques, b, I, B, ..., h@). Cela posé, chacun de ces
trois groupes de formes, que pour abréger nous nommerons (f)s
(g) et (k), pourra tout d’abord étre individuellement divisé
en ordres, en appliquant le principe de M. Gauss, tel que
nous lavons présenté (§1). Or, en réunissant dans le méme
groupe toutes les formes de (f), dont les covariants quadratiques
appartiennent au méme ordre dans (g), on obtiendra une seconde
division en ordres de (f), que nous dirons allachée a 2. Etsem-
blablement, si 'on prend pour point de départ la division en
ordres de (), et qu'on réunisse encore dans un méme groupe les
formes de (f), dont les covariants cubiques apparliennent au
), on arrivera a une troisime division en ordres

méme ordre de (
de (f), que nous dirons attachée A 4. De ces deux derniéres divi-
sions, celle qui est attachée & ¢ a la plus grande importance,
comme nous nous réservons de le montrer dans un autre Me-
moire. Elle sert de base, en eflet, a la détermination compléte du
nombre des classes cubiques pour un invariant donné; recherche

que M. Eisenstein a déji traitée d’une maniére aussi ingénieuse

FONCTIONS HOMOGENES A DEUX [ND

qu'élégante, mais seulement dans un cas particulier. Pour ce qui
regarde la division en ordres attachée au covariant )l PR L
Justifier que par "analogie avec la précédente, ¢ :
pas encore éLé amené & en faire usage, 'l

je ne puis la
ar jusqu'ici je n’ai
el & a néwr\'...» ar
(Ill(’,l[lllt“ propriété arithmétique particuliere. ée::(?r(;(ll:ll(lllhtli;"ljle: ll)l“
sieurs eircons ances, Jai vu le covariant /i jouer un role iyml} ; L") )
el J'en vais citer un exemple qui se m]l)lmrlc réc L
recherche du nombre des classes cubiques. 11 e bed
la méthode que j’ ;

isément 4 la
re des. ) ) st nécessaire, dans
| . ai suivie, d'obtenir 'expression analytique de
toutes les formes pour lesquelles le cov: ’

y S riant quadratique est le
méme. Or, f désignant une forme déterminée dont le covari t

‘ 5 ; ; L S varian
quadratique est g, toutes les autres qui auront le méme covariant
e e 5 ariant
seront données par la formule ¢f + «/, i étant le covari

i ; ant cubique
de f; ¢ et w des constantes liées par la relation :

Il me res a indi
| e'flle?te encore a indiquer comment les diviseurs ¢ommuns
d 5 A ;
des coef icients de f, g ou /i dépendent de A. Or, en nommant )
v ces diviseurs, et remarquant que les invariants de £, 2, k ;
b il ; s n > Sy &) Ry a
0 A., A et A% sont respectivement des fonctions homooénes
du quatri¢me, du deuxiéme et encore du quatrie d S e
g 1 ( 4 atricme ordre, des
coefficients de ces formes, on voit immédiatement que :

A+ est un diviseur de A,
2 id. A,
Ve id. Asl

A ces relations il faut aussi joindre les suivantes :

est un diviseur des coefficients de &
X3 id. 13

w id. 2/t

2

s€s deux premiéres sont évidentes L troisieme s &
,l 1 t Gl I
5 a Lo eme suit d.

6= B &g

9z dy  Jy dw’
dont le second membre contient le facteur trois
[ )

par les dérivées partielles of o,
Jdz dy

qui est amené




‘
.
[l
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V.

Division en ordres des formes biquadratiques.
La recherche du systéme complet des covariants est le point de
départ de cette question, comme de la précédente. Nous ‘ullo?s !a
trailer en nous proposant de mettre dans tout son jour I’anal ogle

e 4 6 re les formes cubiques et
que nous avons reconnue a cel egdrd entlre q

biquadratiques. e R
qSoil en conservant les dénominations de mon premier Mé-
moire, e :
f=(a,b,¢c 8, a)z,y)
la forme proposée; ses covariants assoeiés seront, d’aprés les for-
mules générales données a la fin du § 111,

S =@
f=—18
Ss=fh

dfis =R =95
¢ étant Uinvariant quadratique
aa’ — 466"+ 3¢5

S @ s déja sidérés, savoir :
g eth les covcu'ianlx que nous avons dé]d COllaldel‘F‘S,
)

g:[b'l—ac,—.‘l-(hc—ab'),é(36242bb — aa ),’ ‘ :
L(ble—a'b), b>—dc](@, y)
h=(p, g, 5 ' &'y P2 ¥ )%
en faisant pour abréger
p79b373abc+a2b', Gq:(‘)b?c—gacia—‘)_abb’-‘-ala,
. i 1és @ r I"idenuté
Cela posé, les covariants assocics i@ & résulteront de 't
suivante :

e 0, 3
N 108y x+1£Y>

[ 3 S e s Al B (g )| X, Y)b
= [fs b b, — L fGf - ig) — bl 8D =T 55 h(Jf -+ ég )
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i} fhes S ar ale o & Yy .
qu’on \Llllﬁ(,ld par un L.(ll(,lll un peu long, quoique sans difficulté,
en réduisant les covariants 3 leurs premiers termes. Il en résulte
que nous retrouvons les quantités £, g, 4 accompagnées des deux

invariants £ et ;. Ainsi la seconde proposition du § I conduit 4 ces
conclusions :

Tout covariant § de la forme biguadratique f

est expri-
mable, soil de cette maniére :

0 &l d)
(1) 6= S Y
soit de la suivante :
g o Mt
&

les deux numérateurs étant des Jonctions rationnelles et en-
ueres des diverses quantités qui y entrent, et les

exposants
W, v élant entiers.

Je vais maintenant établiv que 8 peut égale
une fonction entiére de f, & li, i et j. Jobserve d'abord que fet g
ne sauraient étre liés par aucune relation indépendante de 2 et y;
comme on le voit en considérant le cas particulier de f— 24 07
qui donne ¢ = — x2y*. Mais une telle relation existe entre f, o
et /i, et a été établie dans mon premier Mémoire, savoir :

ment s'exprimer par

5P — g = e,
Or, on voit que les numeérateurs,

dans les expressions () b ()
de 0, pourront étre rameneés,

i Paide de cette relation, a4 ne con-

tenir que la premiére puissance de /. Ainsi on pourra écrire

U(f g,0; ) = Uo(f, g; ¢ J)+ Ry f, g5 i
U85 6 T) =R (f, &5 6 ))+ hei(f, &5 8 ),

les nouvelles fonctions I, 0, @, ®,, étant essentiellement

enticres en f, g, (et 7. Il suit de 13, en égalant les deux expres-
sions du covariant 6,

s o /. 2 B
7 My (f, &5 t,j)-.-f;y_ 0 (f, 854, 7)

RORE E
o RS = 21lhgi60);
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donc, achevant de raisonner absotument comme nous P'avons fait

pour les formes cubigues, on obliendra les équations sépar

(&5 4 )= = Rolfs &5 8

1 . et . oo
7-““'(‘/'#: ) = e SN G Ol
desquelles il résulte que 11, et [T, sont divisibles par f¥; @, et @,

par g¥. Ainsi nous avons ce théoréme :

Tout covariantde la forme biquadratique f est wne fonclion
rationnelle et enticre de f, g, h et des dewr invariants i, j, le
covariant i pousant élre regardé comme entrant sewlement
aw premier degré dans cetle relation.

Pour procéder maintenant & la division en ordres. il conviendra
d’introduire, au lieu de 2 et A, Gg et G/, qui ne contiendront
aucun coefficient fractionnaire. La méthode que nous avons em-
ployée pour les formes cubigues donnera alors trois divisions
différentes de Pensemble des classes distinctes qui ont les mémes
invariants et j. L'une sera directement déd uite de la considéra-
tion des diviseurs communs aux coefficients des formes qui repré-
sentent ces classes; les aulres seront respectivement attachées 4
62 et 6A. Mais, moins avancés dans Pétude avithmétique des
formes biguadratiques, nous ne pouyons encore, comme nous
I'avons annoncé pour les formes cubiques, attribuer a aucune de
ces divisions d’autres propriétés que celles-li mémes qui leur
servent de définition. Nous nous bornerons done a la recherche
des relations qui existent entre les diviseurs des coefficients des
formes f, 62, 6/, et les invariants £, /, recherche qui exige plus
de développement que dans la théorie des formes cubiques; car
elle dépend de la détermination des divers invariants de 6 g el 64
Nous nous occuperons d’abord, a cet égard, de la forme g, mais
en nous placant 4 un point de vue plus général, afin d’en tirer
occasion de présenter quelques remarques sur un beau théoréme
qua donné M. Hesse, et qu’on peut énoncer ainsi

Soit ¥ une forme biquadratique composée lindairement

en fet g, savoir : )
P =tf— ug,
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L et u étant des constantes; si ['on nomme G le covariant

déduit de ¥, comme g de f, on aura

G=ug—1tf,
u et I désignant de nouvelles constantes.

Une nouvelle démonstration de ce théoréme résulte d’abord
immédiatement de notre proposition, que tous les covariants des
formes biquadratiques sont des fonctions enticres de f, g, h. Bi-
fectivement, la forme G, qui, comme on le voit ;\iséxl;ént, est un
covariant de £, doit éire, comme cela se voit « preord, du qua-
trieme degré en z et y. Or les seuls covariants du quatriéme
degré qui puissent résulter d’une fonction entiére de A @ W
sont des fonctions linéaires de f et g. G est done, con’nne la
forme I¥ elle-méme, une expression de cette nature. Cela étant, on
trouvera, comme il suit, ¢" et «' au moyen de ¢ et w. Nommons
I, J et H les quantités analogues a ¢, j et pour la forme F.
Entre ces quantités on aura la relation

L e IGE yEa—
que | €criral ainsi

~

(40, — 4 1. —J5(G, F)i= He.

Or, on reconnait immédiatement par Pexpression de H au
a dG dF dG

moyen des dérivées partielles <=, ==, 2= 42 s
) P S T que l'on a
H= (' — ut')h.
Nous pouvons done poser
~
(4,0, —+1, —I)G, E)?
= 12 = (l'— wt' PR = (0 — wd 2 (G, 0, — iy — )@ £)P,
cl, en observant que les équations
F=¢f—ug, B! g — ' f
donnent ]
BICE
G — g
~
, — (G, By
AN E s ey
= tar—urp (i 0 — g, —7) (2T, S

W= wi” T — o
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cette derniére relation peut elle-méme évidemment se ramener i la
suivante :

(tw— ut')(4, 0, — 31, —IJ(G, Ey

@

= (4,0, — i, Jﬂt(} + ¢F, uG + u'F),

que nous allons traiter comme identique par rapport a G et I.
A cet effet, je désigne pour un instant par (¢, w«) la forme
cubique
2
(4, 0, —%i — )6 ).
On trouvera, en égalant les coefficients de G* et G*F, ces deux
équations :
jleu'— ul’)=o(t, w),
, de aEa deo
ZF. £i,
dt du
desquelles on tirera

1 do Lo [ﬂ
TR =
expressions bien simples, comme on voit. :

Mais notre principal objet est d’obtenir les invariants I et J,
quil nous faudra tout a I'heure employer dans le cas particulier
ou F=6g. Soient, dans ce but, et 4 les covariants quadra-
tique (') et cubique de o, savoir :

7 5 3 \3
4 8 . L D . o
4,:(,,(,_,,—”. i — 30, +EE’74J'/)(/YEL}Y

s {f
on trouvera, en employant les valeurs obtenues pour ¢ et «',

VS
Sl ds el it
(4,0.4. \ = LF, uG+ —

w

car nous avons 616 amenés a fairve usage précédemment de la substi-

(*) Ce covariant ¥ est le covariant désigné par g dans le pul‘agr:{phe 100 et
la moitié de celui ainsi désigné dans le paragraphe [V. E. P.
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tution qui donne naissance aux covariants associés. L’équation (3)
devient ainsi, en remplacant ¢a' — ¢! par $o,

e P
Lo((to,= Lu, — ) (@ i) =
/‘,4-, 30 5 =

el 'on en tire

«= —6, afin d’obtenir

V=i s

(est la le résultat que nous voulions établir pour arriver
caractériser les nombres entiers, diviseurs des coefficients de 62.

Nous allons maintenant procéder & une recherche analogue
relativement aux coefficients de la forme 6 /4. Cette recherche tout
d’abord semble plus difficile; car nous ne possédons aucune pro-
position sur les invariants des formes du sixiéme degré. Mais il
se présente ici le premier exemple d’un fait remarquable que
nous verrons plus tard se reproduire dans bien des circonstances.
La forme A posséde, en effet, celte singuliére propriété que tous
ses invariants sont ou le discriminant, ou les puissances du discri-
minant de la forme biquadratique proposée f. Voici, je crois, la
maniére la plus facile de le démontrer. Imaginons que, par une
substitution S, au déterminant un, on fasse évanouir dans 7
les coefficients de 23y et 2)%, de sorte que la transformée obtenue
Soil

F=(A,o0,C, o, ASIX, Y.

Cette substitution, effectuée dans £, donnera précisément pour
transformée la forme H qu'on déduirait de F, par la méme loi
que & de f. Or on trouve ainsi

H=[o, {A(AA"—9C2), 0, 0, 0, — SA’(AA’ — 9 C2), of (X, Y 5.

Cela posé, un inyariant quelconque de A, fonction homogéne
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de p, ¢, 5 07 Gl Vs e changera pas de valeur en substituant
A ces coefficients ceux de la transformée H. Mais, par la, cet
invariant devient une fonction homogéne des déux seules quan-
Lités

A(AAT—gC2) et -9C2),

et méme une fonction qui ne doit pas changer par rapport i la

substitution

en désignant par K une constante quelconque; il ne peut donc
élre que proportionnel a une puissance du produit

AN (AA'— gG2)2

Or ce produits’exprime aisément en i et j; car, F élant une tr
formée de f par une substitution au déterminant 1, on a

f= AN : G AN = E2)
et, par suite, le discriminant A a pour valeur
B— o772 = AN (AN — 9C2)2;

d’oi résulte ce que nous ayons annonce.
Ceci établi, on sait par un théoréme de M. Cayley que l'ex-
pression
pp —6qq + 1 rr'—1
est un invariant de la forme
o' 0
(£ @5 15 85 13 @5 P)CE, 1)
de sorte qu'on doit avoir, en désignanl par u une quanuté
numérique, 4
pp —6gq’ -+ Hrr'—io A
Or, en supposant b = o, b'= o0, on lrouve de suite que u doit
étre b5 nous avons donc pour la forme 6/ un invariant du second

degré par rapport a ses coefficients, et dont la valeur est 64. Ce

dernier résultat et les expressions précédemment obtenues pour
les invariants de 6g donnent les conséquences suivantes :

Désignant par h, p, v les divisewrs des coefficients des
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formes f, Gg, 6/,

A% est un diviseur de linvariant ¢,
id.
id.
id.

id.
22

A ces relations il faut aussi joindre celles-ci, qu’il nous :
Jira d’indiquer

A2 est un diviseur des coefficients de 6.,

A id. 6L,

" id. 8 4.

Comme pour les formes cubiques, la dernicre résulte de
léquation
lg df  dg df
dy dy dz

Je terminerai par une remarque qui ne sera pas peul-étre sans
importance au point de vue arithmétique, et qui se tire des for-
mules que jai données pour le théoréme de M. Hesse. Elle con-
siste en ce que le discriminant A est en factewr dans le cova-
riant G, et les deux invariants | et J de la forme

B=2 18 re:

VI.
Sur les covariants des formes du cinquiéme degré.

Ila été précédemment établi que tous les covariants des formes
cubiques et biquadratiques s’expriment en fonction rationnelle et
enticre de deux d’entre eux, et de la forme proposée. Ces deux
covariants fondamentaux ont, comme nous I'ayons vu, une origine
commune, el se trouvent dans le groupe des covariants associés

i la forme primitive. Or cetle propriété fondamentale n’existe
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plus pour les formes du cinguieme degré, et il devient alors
impossible d’exprimer tous les covariants en fonction entiére de
ceux que nous avons définis comme associés.a la proposée. Effec-
tivement, les formules générales données a la fin du § 111 mettent
en évidence ces qualre covariants associés, 2, g’, /i, A, dont voici
les premiers termes :

&g=(02—ac)zb +...,

g'=(ae—4bd +3c)a?+...,

h=(208—3abc +a*d)x® +. ..,

h'=[2b(ae — 4bd +3c2) —a(af—3be + 2cd)] x5+ .

la forme primitive étant supposée

~
f=(a, b, c d e [z y).

Or il existe au moins un covariant cubigue qu'on pourra, par
exemple, définir comme 'invariant ; de la forme biguadratique

suivante :
% % /\ A
/f‘[ Q4 f o f o+ f 'L/\ X Y)'
9z%” dwsoy’ orroyr’ dwoys’ dy‘) i X

el qui ne pourra jamais s'exprimer par une fonction entiére de f,
2, &'y hy B/, qui sont respectivement des degrés 5, 6, 2, g et 5.
Il existe donc bien, au point de vue algébrique, un caractére
important qui appartient exclusivement aux formes de degrés
moindres que céng; mais il y a, méme pour ces formes, des pro-
priétés quon doit regarder comme exceptionnelles, et qui peu-
vent véritablement les faire considérer comme des cas singu-
liers dans les théories générales. Ainsi, les formes cubiques ne
possédent point de covariants linéaires, qui se présentent pour
. toutes les autres formes de degrés impairs. Les formes biquadra-
tiques n'ont pas non plus de covariants quadratiques qui se pré-
sentent, au contraire, pour toutes les autres formes de degrés
pairs. Or, de la découlent, dans la nature de ces formes, de pro-
fondes différences, que nous nous attacherons a apprécier el 4
faire ressortir dans la suite de nos recherches.

Paris, juillev 1854.

SUR
LE NOMBRE DES RACINES D’UNE EQUATION ALG EBRIQUE

COMPRISES ENTRE DES LIMITES DONNE

(lxtrait d’une Lettre a M, Borchavdt, Journal de Crelle, v. 52).

En poursuivant mes recherches sur le théoréme de M. Sturm
j/ai réussi a traiter par les mémes principes les équations a coeffi-
cients imaginaires, ce qui m'a conduit au théoreme de M. Cauchy
pour le cas du rectangle, du cercle et d’une infinité d’autres courbes
qui sont méme & branches infinies, comme Phyperbole. La théorie
des formes quadratiques vient ainsi donner pour ces théoremes des
démonstrations indépendantes de toute considération de continuité,
comme celle que vous avez déja pu conclure vous-méme de ce que
Jlai dit au sujet du théoréme de M. Sturm dans les Comptes ren-
dus de ' Académie (") (1833, 1" sem., p. 294 ). La réduction d’une
forme quadratique & une somme de carrés, qui a été le sujet de
votre Mémoire sur 'équation dont dépendent les inégalités sécu-
laires, joue le principal role dans mes recherches. Seulement, au
liew des substitutions ou la somme des carrés des variables qu’on
introduit est égale & la somme des carrds des variables primitives,
Jeconsidére des substitutions réelles quelconques. On a alors cette
proposition dont je donnerai une démonstration tres facile, dans
la suite des Mémoires sur les formes quadratiques que je destine
auJournal de Crelle : De quelque maniére que 'on fasse éva-
nowir les rectangles d’une forme quadratique par une subslitution
réelle, le nombre des carrés qui se présenteront aflectés de coef-
ficients de mémes signes, sera constant. Ce nombre est ainsi un
véritable invariant pour l'ensemble des formes équivalentes par

(") Voyes page 284 de ce volume. E.P.
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des substitutions réelles. Maintenant voici le premier L]ui-.m-[:me
qu'il faut établir, pour traiter les équations a coefficients imagi-
naires.

1.

Soient
X =2+ iz, Y=yp-+iy, S U=u-+tu
. . . . . R0 o
n variables imaginaires, ( désignant \y—1, et
S e B L e o (i

lewrs conjugucées respectives; la forme quadratique suicante :

o= Xo(@X+a,Y+...+a;U)
- Vo(as X +assY+...+aaulU)

+ Ug(@n X+ @np Y+ - .+an,nU)

o k.
- sera évidemment réelle en mettant en évidence z, y,. ..., u; a',
¥y ooy, 50 les constantes ayy et ayy sont des quantités ima-
ginaires conjuguées, ce qui suppose réelles ay v, @ s, -, anp.

Sous cette condition nommons Ay, A, Ay, ..., A, les détermi-
nants qui suivent :

ay, - Ay |
Ay = a1,

| @1 a1z i
Ay = | Gs,1 @2 Qags
| @31 Q32 Qa3

| '

Xn,2

Tous ces déterminants sont réels, car ils se reproduisent en met-
tant les colonnes horizontales & la place des colonnes verticales,
ou @, au lieu de @, ,; ce qui revient a changer dans les éléments
V= on = \/: Cela érant, si 'on fait évanouir les rectangles
de la forme » par une substitution réelle, le nombre des carrés
qui se présenteront avec des coefficients positifs sera double du
nombre des termes positifs de la suite

Ay A4
ey
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et le nombre des carrés multipliés par des coefficients négaltifs sera
le double du nombre des termes négatifs de la méme suite. On voit
par ce théoréme que les formes telles que @ se comportent comme
des formes a un nombre d’'indéterminées moitié moindre, ce qui
est surtout imporlantpnurl’«\vitlnnéLi({ue, comme je 'ai démontré”
dans la théorie nouvelle dont jai fait dépendre la décomposition
des nombres en quatre carrés. Mais la considération de ce genre
de formes me semble également indispensable pour
théoreme suivant, qui est un théoréme fondamental,

a au

11.
Sodt
Ellc) = Az 5 B ta 88 B S
une équation dont les coeflicients sont des quantités imagi-
naires quelconques, et a, b, c, .. -, k ses racines; nommons Ao,
B, ooy Ky, Ly les quantités conjugudes de A, B, ..., K, L, e¢
posons
Fo(s) = Ays? + Bozn—t ...+ K,z 4+ L.

La forme quadratique suivante :

4
Fm (@ +ay +...4+ar1u)?

i -
= B (G)F0) (@ by +...+ br—tu)y

:

B e s L coo k=l
l‘.,(/r)l‘(/:)(z*‘fﬂ— + w)?,
fonction symétrique des racines @, b, ..., k, sera toujours réelle,
el jouira de cette propriété que, si I'on fait évanouir les reclangles,
le nombre des carrés affectés de coefficients POSULLfs sera égal au
nombre des racines «, b, ..., &, dans lesquelles le coefficient de ¢
sera positef, et le nombre des carrés affectés de coefficients ¢
(fs égal au nombre des racines dans

est négadif.

e
lesquelles le coefficient de ;

Pour le démontrer, je vais introduire, comme plus

haut; les in-
déterminées imaginaires conjugudes
X=az+ix', I g

Y+ iy, o',
U=u-+iu, Up=w—iu',




