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SECTION IIIL.

L'équation générale du cinqui¢me degré est ramenéo a ne dépendre
que de deux parameétres.

Ce résultat suitimmédiatement de Dexpression de la forme-type
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effet, de ce que le careé et les puissances paires de Iinvariant I du

: 2 ; |
dix-huitiéme degré s’expriment en fonction enti¢re de A, J, et ];.
Voici donc, par exemple, pour les invariants d.nonL le degré est
multiple de 4, deux expressions différentes qui doivent étre égales:

6y (J3, Ay, A%) Ho(A, Js, J5)
N T T £y >
AP i
or les trois quantilés A, Jz, J5 qui y figurent n’ont entre elles au-
cune relation et doivent étre considérées comme absolument indé-
pendantes ; Dégalité
Ho (8, Js, Js) _"60(Js, Als, A%)
14 Al
entraine donc que Hp est divisible par J% et © par A¥, clest-i-dire
que les invariants en question s’expriment en fonction enticre de
A, J, et J3. Quant au second cas ou le degré est = 2 (mod 4), il
se traite tout a fait de méme, car il conduit & 'égalité
10, (Js, Alz, A%) _ THi(&,Jo, J3)
AW 4%

qui, aprés la suppression du facteur I, coincide avee celle qu'on
vient d’obtenir; ainsi donc, en général, tout invariant d’une forme
du cinquiéme degré, dont le degré par rapport aux coefficients
est = o (mod 4), est une fonction entiére de A, Ja, Jg, et toutin-
variant dont le degré est = 2 est le produit d’une pareille fonc-
tion multipliée par Pinvariant I du dix-huitiéme degré. Les expres

sions sulvantes : g

SEIALS AR U R |
o les quantités o sont numériques, représentent d(m.c tous les.in~
Jyariants des formes du cinquiéme degré, d’ou IPon voit qu'il existe
autantd’invariants linéairement indépendants, d’un degré donném,
qu’il y a de solutions entitres et posilives de I'une ou V'autre de

ces équations

fi+ 8 +120=m,

18 G+ 8¢+ 120" = m.

On en conclut, par la loi de réciprocité, que l'cs f(.)rmes tlun'
degré quelconque m ont autant d’invariants du canmcm?‘degre
par rapport & leurs coefficients qu’il y a de solutions enticres (0
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positives des mémes équations. Ainsi, parmi les formes dont le de-
gré est impairement pair, il faut aller Jusqu'au dix-huitiéme degré
pour rencontrer un invariant du cinqui¢me ordre

SECTION V.

Recherche particuliére sur le discriminant des formes
du cinquiéme degré.

MM. Cayley et Sylvester nomment, comme on sajt discrimi.
r) 5 v : 2
nant d’une forme f lerésultatde I'élimination de 2, entre los deux
équations homogénes 4
af ar
S—o, e
dx dy 5
On obtient ainsi pour une forme de degré m un invariant de degré
5 S R G <
2(m—1) qui, égalé & zéro, exprime que f a un facteur linéaire
élevé au carré. Dans le cas des formes du cinquiéme degré, le dis
Tol " . . o © 3
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éorl récé it é : )
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eurs des invari i it

il mvariants fondamentaux, lorsqu’il existe un facteur li-
néaire (j'[cvé au carré dans la forme proposée, ¢’est-a-dire lorsqu’on
peut lui donner cette expression

JS=1(0,0,a 0, ¢, d)(#, y).
En observant qu’on peut mettre 2 - Ky au lieu de 2 sans que

les deux pr e oefficients cessent d’étre nu disposor
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:lelle quantité & de maniére 4 faire évanouir le coefficient de zy
ans le covariant quadratique§. Nous aurons ainsi une transformée
Si= (o, 0, a, by, ey i) (2, y),

ct(l)l faudra que les nouveaux coefficients vérifient la condition
by = 1
161=0. Comme nous ne voulons point admettre de facteurs Ji-

Cay AT

Sacr b
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N : o e LR
néaires a la troisiéme puissance, il faudra faire &, = 0, ¢t, si l'on
écrit ainsi f sous la forme .

[ :
o= (o0 00550 ) (@

le covariant § sera

e T o o T -
ce qui nous conduit & remplacer encore = ¢t o par X et‘\. Nous
trouverons de la sorte cette transformée des formes 4 facteur

indaire double :
linéaire c ST+ gAY XT),
ol p et g sont des constantes quelconques, et qui a pour cova-
riant quadratique
ri q 1 A 2
{oda o)t
22
Cela étant, il suffira de mettre X + Y et X = Y au lieu de X etY
pour obtenir la tra nsformée canonique, qui sera
F e p(X— Y g (X — V(X + Y) [B(X —Y)2 -+ 8(X - Y)2],
=p(X—Y) +q(X—Y)2(X+Y)(HXﬂ+ 10XY +10Y2),
= (p-F11gh—P=+ 0= 5= =9 IPis Vg, —p+11g)(X; Y)i
Voici donc en fonction des deux indéterminées p et g les valeurs
suivantes, propres au cas d’un facteur linéaire éleyé au carré dans
la forme proposée, sayoir :
AN = —p? 12103 BB =—p?+4q? CC=—p?+q,
AGB’2 — A'C/B2 = 48 pg (2p + 7).
On en tire

— 320 Ja
TR 2 — —
v 25 1

d’out cette conclusion importante
A2 27, = 0.
iscrimi inquié lonc obten,
Le discriminant des formes du cinquiéme degré estdo

1 1 iti re A2 7], qui
puisque nous avons un invariant du huiti¢éme ordre A% + 2 Jyq
s’évanouit lorsqu’on suppose deux racines égales dans ces formes,
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et il se présente bien sous la forme valide d’aprés notre théorie

générale. Exprimé par les coefficients de la forme canonique, il a
celte valeur

diseriminant = A% 97, = /A3 (AA'+ 155 BB/ — 126 CCY),

de sorte qu'on a un procédé arithmétique facile pour calculer dans
un cas donné cette fonction si importante. Remarquons encore,
avant d'aller plus loin, la quantité

2548 — al1],

qui s’évanouil si la forme proposée contient deux facteurs lindaires
différents élevés chacun au carré. Si I'on cherche, en effet, le dis-
criminant de la forme cubique

s =P(X— Y (X + Y) (11 X2+ 10XY + 11 Y2),

©

on le trouvera, abstraction faite d’un facteur numérique, égal &
7*(2p*+ q*) et, d’aprés les relations précédentes, cette valeur
s'exprime ainsi

2543 — 511y

25 —————3.

322042

Dans un instant nous allons reconnaitre le role important que
Joue cette quantité ().

SECTION VI.

Expression par les invariants fondamentaux du nombre des racines
réelles et imaginaires de toute équation du cinquiéme degré.

La possibilité d’un pareil résultat est une conséquence immé-
diate de ces deux propriétés de la forme-type, d’étre une trans-
formée par une substitution réelle de la forme proposée, et d’avoir
pour coefficients des invariants. Mais on sent combien il y aloin
d'une telle possibilité & un résultat effectif; aussi, depuis I'époque

(*) Dans le cas d'une forme contenant au cube un facteur linéaire, tous les
invariants s'évanouissent, comme cela résulte d’'un théoréme geénéral donné par
mon ami M. Cayley dans le Journal de Crelle.
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ou je communiquais pour la premiére fois cctte vue & mon ami
M. Sylvester, avais-je désespéré d’aller plus loin, Papplication du
théoréme de M. Sturm n’étant pas praticable sur I'équation lité-
rale et compliquée qui aurait la forme-type pour son premier
membre.

La méthode suivante, i laquelle je ne suis parvenu qu'aprés
bien des efforts, me semble peut-étre mériter un instant d’atten-
tion, car elle offrira, si je ne me trompe, une étude algébrique
compléte des racines de Péquation générale du cinquieme degré,
sous le point de vue de la distinction de ces racines comme quan-
lités réelles el imaginaires, lorsqu’on attribue aux coefficients
toutes les valeurs réelles possibles. Je ferai précéder cette recherche
de quelques lemmes, afin de ne pas interrompre par la suite I'ordre
des raisonnements.

LEMMES PRELIMINAIRES.

Levme 1. — Le produit des carrés des différences des ra-
cines d’une équation de degré quelconque f(2)=o est posttif
ou négatif, selon que le nombre des racines imaginaires de
cette équation est =0 ou = > (mod 4). Supposons cette propo-
sition vraie pour une équation d'un degré déterminé f(@)=o,
nous allons démontrer qu'elle subsiste pour la nouvelle équa-

tion
F(2) = (2 —a)(z—8)f(z)=o.

Soient en effet D et D les discriminants, ou, pour plus de préci-
sion, les produits des carrés des différences des racines des équa-
tions F = o, f= 0; on trouvera sans difficulté

D = (x— )2 f2(a) /> (B)D.

D’oti I'on voit qu’en supposant réelles les racines o et , D etD
seront de méme signe, tandis quen les supposant imaginaires con-
juguées, D et D seront de signes contraires, car le produit /(=) (%)
sera positif, et le facteur (2 —B)* négatif. La proposition annoncée
se vérifie donc a Pégard de Péquation FF = o si elle a lieu pour I'é-
quation f=0; ainsi elle est générale, puisqu'elle est vraie dans le
cas du second degré. Les exemples suivants montreront déja un
usage de cetle remarque.
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Considérons une forme biquadratique

f=(@b,¢,0,a)(z, y)= a(@—ay)(z—By)( — 1) (2 — 3y);
soient I I'invariant du second ordre

; ad' — b6+ 32
et D le discriminant

a(x—BY (e — )2

e
JcI dis qlu en. Sllplposﬂnl I <o la forme proposée aura deux ou
(ualre racines imaginaires, suiva ra négati iif.
e : gifaures fsu ant que D sera négatif ou positif.
n a, en effet, ce qui se vérifie trés aisément,

I=ad'— §bb'+ 3c2 =

7 Le—B)(y—oy

=) (B =3y + (x—3)2 (B—)]

donc, Ihypothése I << o exclut le cas ol toutes les raci S

réelles, et le lemme précédent suffic pour clistinaucr‘l’uln (]Icmls’ °°"‘l
l(zs (!(‘,ux autres cas seuls possibles o le nomhrz (ies racine; v
gmmr]es est deux ou quatre. Quelque chose d'anﬂ]oguc‘ i
pour le cinquiéme degré; nous allons Iindiquer
'ayons pas & nous en cs’cr:'il‘ par la suiSLcl. lgjil:z]l:llcly

a lieu aussi
bien que nous

J=(a, &, e d, Y, a') (@, )8
:“(I_“J’)(”‘?'}’Mx—'(f)(rﬁSy)(w—ay),

D le discriminant, a¥(o— B)2..

- et A Pinvariant qui fi
ui figi S
n0s recherches, savoir s

(aa'— 306"+ 2¢¢')2 — 4 (ab'— 4be/+ 3e2)(a'b— fblc+3c2);

on trouvera

250 (=B (B=1 R —8)2(5— )2 (c—a)y,

le signe ¥ se rapportant aux termes quon déduit de celui
noll;s Ym'oné éerit par les permutations des racines. e
ima;:;swt que, en supposant A positif, la forme aura des racines
SInales, et, comme précédemment, elle en aura deux o
quatre, suivant que D sera négatif ou positif. P
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En passant, remarquons encore cette relation

D=ab(a—B).-.(8— 55 (A2 + 27J5).

Lesoe 1. — 11 @ ét6 remarqué (Section 1) que les coeffi-
eients de la forme-type avaient pour comumurn dénominateur
(2J3)%; d’aprés cela, et pour plus de commodité, nous consi-
dérons par la suite au liew de ¢ la forme (2J3)*%, ¢’ est-c-dire
nous ferons g

ik @ = (A, B, G, @, B!, A)(§, 1),
les coefficients W'offrant plus J; en dénominateur et ayant ainst
pour valeurs

36A — A7), ASJ; 4 6ASIZ— 39A4T,J;— gA3(6J2 — Ji)

— 12642J3)2 + 288AJ2 ), + 115273,

36.C = AFJa ATy GARIZ— 053], 0y — 3A2(1433 —313)

— 0AJ3d3 + 144733,

368 = A5Jy—+ AbJy--6A3J2 — 15820, 05— 3a(10J3 — 3J3) —54J503;
9B = — I(Ab—3A2];—ufATy),
9C/=—I(A%+3AJy —12Jy),
9A'=— [(A2+31J,).

Cela posé, on aura ces relations remarquables,

ABE—B == 3IG2— R 6IA 3%
(1) A'B— (B/'C+3C2=—16J3,
AA’ — 3BB' +2CC0'=o.
A — 258G -+ A2B/ =313,
) B —2AC/+ A2A" = o3

les premiéres résultent de I'expression du covariant quadrahqudcj
de @, qu’on obtient bien aisément. Effectivement, cette forme

S g 5 o o 5
provient, par le fait de la suppression du dénominateur (2J3)% de
la transformée canonique F, par la substitution:

A(GX + G/ Y)= 2058,  AyE(CK —CIY)=alsn:

done son covariant quadratique proviendra, par la méme su!)fls—
tution, du covariant /AXY relatif a I, muhiplié pa}r ]ay(]uf\trleme
puissance du déterminant de la su]vslitutfon, clest-a-dire ?ar
(2J3)". Cela donne pourle covariant quadratique de la forme-type
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celte expression remarquable,
1673(a82— n2),

d’ot 'on tire de suite les équations (1).
En recherchant de la méme maniére le covariant linéaire du
cinquieme ordre de la forme-type, on obtiendra la valeur

120(2J5)13E ;

mais, d’aprés la loi générale de formation (Section I), ce covariant
sera ; ;
P W LX)
=120.28T30[(A — 240 + A2B')E + (B — 2A G/ + A2A")y ],
d'ou I'on conclut les relations (2).

Il serait trés important, pour la théorie des formes du cinquiéme
degré, de calculer, comme nous venons de le faire, les valeurs
d'un plus grand nombre de covariants de la forme-type; on recueil-
lerait ainsi des éléments précieux d’observation qui pourraient
éclairer la nature des rapports de ces covariants avee la forme dont
ils tivent naissance. Pour le moment, nous ne pouvons nous empé-
cher d’appeler Iattention du lecteur sur la simplicité des équa-
lions que nous venons de trouver entre les coefficients si compli-
qués de la forme-type ; elles vont nous donner une démonstration
facile de la proposition suivante, qu’il importe d’établir pour la
recherche spéciale que nous ayons en vue dans cette Section.

Lesowe L. — Léquation du quatriéme degré par rapport
@l qWon forme en égalant & zéro Uinvariant du diz-
huitieme ordre, a toujours deuz racines réelles, et deuxr ra-
cines imaginaires.

D'aprés la valeur que nous avons obtenue pour I2, cette équa~
lion est

1612 = A3T3 -+ 2 A Ty 0y + A3(J3+603) — 182037,
+3A(83f— 24322 )— 24(233+ 333 35) = o,

ou, en ordonnant par rapport a J,,

9A TS+ 6(AT— 12J3) J3 -+ (A5 — 1842])J3
+(2A¥J,—72AJ§)JZ+MJ§_ 483 =o.
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Elle est, comme on voit, assez compliquée pour qu’on puisse
hésiter a y appliquer le théoréme de M. Sturm; mais heureuse-
ment elle admet une transformée trés simple. Effectivement, pour
une valeur de J; qui satisfaita cette équation, les coefficients A, G,
B donnent, en vertu des équations (1) et (2),

AB/+ 3Gz = 16AJ5,
B/G = (3§,
A— o AG A2E= 333,

puisque B, C/; A’, contenant I en facteur, s'annulent, Or, en ¢li-
minant A et B/, on trouve

30— 8AJ5C2+128J8C —1642J10 = 0.

Ce résultat paraitra bien remarquable, si 'on a égard a la com-
plication de la valeur de G exprimée en fonction de Ju; quoi qu’il
en soit, cette fonction étant rationnelle et entiére par rapport a Jy,
il suffira de raisonner sur I'équation en C, et d’¢tablir qu'elle a
bhien deux racines réelles et deux racines imaginaires. Or le pre-
mier point résulte de ce que le dernier terme est essentiellement
négalif, et le second de ce qu’en faisant

3CH— 8AJ5 2412818 C —16A2040 = (@, b, ¢, b, a') (G, 1),
I'invariant du second ordre,
aa’'— 40b' +3c?,
a la valeur négative

— 128 A2J40 (Lemme I).

Des limites entre lesquelles se trouve toujours renfermé l'invariant 1
de toute forme du cinquiéme degré a coefficients réels.

La forme-type, 4 laquelle nous avons ramené la forme générale
du cinquiéme degré par une substitution linéaire, ne contenant
plus que trois paramétres, A, Js, Js, on est naturellement confhut
a étudier les racines de cette forme considérées comme fonctions
de ces paramétres, tandis qu’on n’aurait jamais songé a se proposer
la méme question sur les racines clles-mémes de la forme primi-
tive, considérées comme fonctions de cinq quantités arbitraires.
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Mais, dés 'abord de cette recherche, se présente une circonstance
importante. En considérant pour les coefficients de la forme pro-
posée, des valeurs réelles, les parametres de la forme-type, qu’on
ne devra pas déja supposer imaginaires, ne peuvent méme recevoir
toutes les valeurs réelles possibles. Il entre, en effet, dans la
forme-type, Iinvariant I du dix-huitiéme ordre, qui doit étre aussi
essentiellement réel, de sorte que (étant algébriquement indépen-
dantes) les quantités A, J,, J5. en tant qu’elles proviennent d'une
forme réelle, sont assujetties a cette condition de rendre positive
la fonction

1612 = QA T3+ 6(A3— 12J5)J§ - (A5 — 1842];)J2

+ (28573 —7281%) I, + 432 — 483,

Or, quels que soient A et J;, nous avons démontré que I'équa-
tion [* = 0, en prenant J, pour inconnue, avait toujours deux
racines réelles et deux racines imaginaires. Nommant donc j et j’
ces racines réelles, il est aisé de voir qu’en supposant A positif,
les valeurs de Jp qui rendront la fonction I réelle seront néces-
sairement au dehors de l'intervalle compris entre j et j/, tandis
qu'en supposant A négatif ces valeurs seront comprises, au con-
traive, dans le méme intervalle. Une observation trés simple con-
fime cette conclusion que J, est nécessairement limité quand A
estnégatif; sil'on suppose, en effet, J, trés grand, on trouvera, en
employant les expressions données précédemment des coefficients
A, B, ..., que la forme @ devient sensiblement proportionnelle a
(5 YA —7)°, de sorte que les cing racines se présenteraient
toutes comme imaginaires, en devenant égales & la limite, tandis
qu'on sait bien que leur commune valeur doit éire réelle. Ces
limites, que nous venons de trouver pour les valeurs de J,, vont
encore se préscmcr dans une circonstance imporlante, comme on
va voir.,

Des limites entre lesquelles les racines de la forme-type sont des
fonctions continues de J», considéré comme une variable réelle.

Nous nous fonderons pour cette recherche sur ce théoréme si
important dans toute I’Analyse, que U'illustre géométre, M. Cauchy,
adémontré sous un point de vue plus général dans les Nouveauz
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exercices de Mathématiques (. 1T, p. 10g): « Les racines d'unc
équation algébrique dont les coefficients contiennent, sous forme
rationnelle, un paramétre, sont des fonctions continues de ce pa-
rametre, tant qu’cn variant suivant une loi donnée, en restant
toujours réel, par exemple, il n’atteint pas une des valeurs parti-
culieres qui font acquériv des racines égales a I'équation proposée.
Mais la quantité J,, que nous considérons comme un parameéire
variable entrant dans I'équation que nous voulons étudier, savoir,

(A, B, G, G, B, A")(=, 1)5 =0,

sous un radical carré I, nous ferons y = Iz, ce qui donnera I'équa-
tion en ',

(A, IB, 2C, [3C, I*B', ISA') (), 1)> = o,
dont tous les coefficients sont rationnels, puisque B, G/, A’ con-
tiennent déja T en facteur. Cela posé, nous allons, pour appliquer
le théoréme de M. Cauchy, calculer son discriminant. Or le dis-
criminant D, de la forme primitive

f=(a,bc,c. b, a)(@y),

se 1‘0]71‘0duis:mt dans toute transformée, multiplié par la vingtieme
puissance du déterminant de la substitution, on trouvera d’abord
(2J5)20.D pour le discriminant de ©, et (2J3)2°.120.D, pour celu
de I'équation en y. Par la nous voyons que les valeurs de Jy, pour
lesquelles les racines y deviennent discontinues ('), sont données
par les équations
=@, D =224+ 97), = 0.

Et comme le radical carré I est aussi fonction continue de J,, entre
les limites déterminées par I'équation I = o, la relation y =1z
montre qu'on peut regarder les racines elles-mémes comme
fonctions continues de Jy, tant que cette variable, que nous sup-
posons réelle, n’atteint pas la valeur — 277 A2 ou l'une des quan-
tités nommées précédemment j et j'. Peut-étre devons-nous faire

observer que nous ne considérons pas un autre genre de discon-
Linuité, le passage a I'infini d’une racine, lorsque le coefficient A
sannule. La raison en est que, dans le voisinage d’une valeur

(') On dirait plutot aujourd’hui sont irréguliéres, car il ne s'agit pas ici d'une
véritable discontinuité. E. P,
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réelle de Js, qui donnerait A = o, les inverses des cinq racines
sont certainement des fonctions continues, et ne pourront passer
du réel & I'imaginaire, ou de I'imaginaire au réel, lorsque J, aura
atteint et dépassé la valeur particuli¢re en question, en supposant
toutefois, comme il arrive en général, que l'on n’a pas en méme
temps B= 0. On voit donc qu'aucun changement dans le mode
dexistence des racines de la forme-type, comme quantités réelles
et imaginaires, ne correspond a cette discontinuité particuliére
qui provient du passage par I'infini, et qu'ainsi elle n’est pas a
considérer dans notre recherche (). »

Sur les valeurs des racines de la forme-type lorsque J. est égal
a la limite / ou a la limite ;.

Nous avons précédemment distingué avec soin, dans I'ensemble
des valeurs réelles de J, les intervalles entre lesquels cette quan-
lité peut étre regardée comme provenant d’une forme a coefficients
réels. Franchir les limites assignées sera donc considérer ce que
deviennent les racines de la forme-type, pour un état imaginaire
des coefficients de la forme primitive. Gependant, si nous suppo-
sons Loujours J, réel, ces valeurs imaginaires, qui viendront néces-
sairement s’offrir, ne seront point entiérement arbitraires, et
seront soumises & des conditions spéciales. Or on va voir combien
estutile la considération de ces valeurs limitées comme nous le
disons, de maniére que les invariants du quatriéme, du huitiéme
et du douzieme ordre restent réels, Pinvariant du dix-huitiéme
étant seul affecté du facteur /— 1. Effectivement, nous allons
pouvoir suivre de la maniére la plus facile et la plus claire com-
ment les racines de la forme-type changent successivement de

(') Cette considération des inverses des racines sert aassi a établir, quand on
xecherche la distribution en systémes circulaires des racines v d’une équation de
Ia forme

WP Py e o = ay

N, P, ... étant des polynomes entiers en z, que ces systémes subsistent sans alté-
ration lorsque le contour décrit par la variable = vient & comprendre un nombre
quelconque de points, auxquels correspondent des racines de Péquation N = o
Voyes a ce sujet le n® 37 du Mémoire de M. Puiseux intitulé Recherches sur le;‘
Fontions algébriques (Journal de Liouville, t. XV).




336 OEUVRES DE CHARLES HERMITE.

nature en passant du réel & 'imaginaire ou de I'imaginaire au réel,
lorsque J; varie de — oo & + oo, et, par suite, établir ce que sont
ces racines dans un intervalle donné, résultat important auquel
nous n’aurions pu parvenir en renongant i ces valeurs de para-
métre variable qui supposent nécessairement imaginaires les coef-
ficients de la forme proposée. Voici, pour cet objet, les derniéres
propositions pre’liminaires que nous avons a démontrer. Je dis
d’abord qu’en supposant D = o, on aura

23212 = (25A% — 3.210]J,)(2543 — 211];)2.

C’est une conséquence immédiate de la formule
I 5 18
—— = ACB2— A'C'B: =

VA7

donnée Section V. On trouvera, en effet, le résultat annoncé en

Pe(2p*+q*),

élevant au carré et remplagant p* et g* par leurs valeursen J; et A,
telles qu’elles résultent des formules de cette Section. IL s’ensuit
que, pour D = o, I sera réel ou imaginaire, suivant le signe dela
quantité 25A3 — 3.1, el, par conséquent, le discriminant ’éva-
nouira dans l'intervalle des valeurs admises ou des valeurs exclues
de J,, suivant que 25A% —3.210]; sera positif ou négatif. Cela
posé, je vais démontrer que si le discriminant ne s’évanouit
quen dehors des limites J,=, J» =, les racines de la forme-
type présenteront pour ces deux limites un méme nombre de
quantités réelles et un méme nombre de quantités imaginaires.
Deux cas sont a distinguer suivant que A est positif ou négalif.
Dans I'un et 'autre, les racines de la forme-type seront certaine-
ment entre les limites j et j’ des fonctions continues de J,; dans
le second cas, les coefficients de I'équation étant réels, le nombre
des racines réelles de I'équation ne peut changer entre j et j" que
si D s’annule, ce qui n’a pas lieu. Dans le premigr cas, onne peut
faire le méme raisonnement. C’est done seulementt dans le second
cas que nolre proposition se lrouve immédiatetient établie, et,
sous ce point de vue, le premier exigerait une discussion que la
méthode suivante évite, car il n'y figure plus de considérations de
continuité.

Lorsque I= o0, nous avons trouvé précédemment les relations

(1) AB'+3C2=16AJ5, B/ C=4Jj, A—>AC-+AB =353
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et aussi une équation ne contenant que C, et que nous présente-
rons sous cette forme

(2) (3G2+ 4T5A) (C2— 4AT3) = — 1288 C.

Cela posé, 1l s’agit d’en déduire les valeurs des quantités qui
dLlcuman par leurs signes la nature des racines de I équation

(A, 0, G o0, B 0) (2, 1) =

Or ces qnantlles sont 25 C2 — 5AB/, en premier lieu, puis les rap-
ports ¢ A’ mais en leur place il sera préférable de prendre les

suivantes
5C:— AB), AG, AB,
ou méme celles-c1

5C2— AB,

ce qui est permis comme on le verra bien facilement. Mais, par
équation (1), on trouvera
502 — AB'=8(C2—AJ3)
el
50— AB’ C2—9AJ}
NF Y A=

ce qui nous conduit a déterminer la nature des racines de notre
équation par ces deux fonctlions trés simples

; ) 12— 9 AJ3
w—= (02— 2AJ8 (OSSR
8 16473 — 3102

aril est inutile de considérer la troisiéme B’C qui conserve abso-
lument la méme valeur pour J, = =

Or, en élevant au carré les deux membrcs de I'équation (2), on
introduira partout le carré G2, et une élimination facile alors
donnera
(3) (Bu—+10AJ3)2 (0w —24J5)2 = 1282016 (u AT
(4) 83309 4+ 5)2 (20 —1)2 = 2.322J;(80 1) (39 +1)3.

Chacune de ces équations aura, comme l’c,quauon en G, deux
racines imaginaires et deux racmcs réelles qui cou'cspondcnt res-

pcclwclmcnt aly=j,J,=j"; donc, pour I'une et pour lautre,
L—I.

22
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les racines réelles seront de mémes signes ou de signes conlraires,
suivant que le dernier terme sera positif ou négatif. Orle dernier

terme de (3) est
($)28320(2543 —ol1]y),

apres avoir réduit & I'unité le coefficient de u', et, aprés avoir ré-
duit a Punité le coefficient de o, le dernier terme de (4) devient

2543 — allJ;
222588 —3.2100;5]

et que A soit positif ou négalif, il est aisé de VOir que ces quan-
Lités sont positives. En effet, pour A > o, elles le sont évidemment
si J; est négalif; mais, si J; est positif, la condition

2543 — 3.210)3 > o,
qui est Phypothése, entraine

2543 —92l1]; > o,

et notre proposition est vérifice. Enfin, pour A < o, elle est évidente
si J; est positif; mais, si Jy est négalif, lhypothése, qui est alors

25A% — 3.910], < o,

entraine
25A3 —9ol1]; < o.

Donc, aux deux limites /et 7, les trois quantités qui déterminent
la nature des racines de la forme-type ont individuellement les
mémes signes, et ces racines présentent dans ces deux cas un
méme nombre de quantités réclles et imaginaires.
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Ge que deviennent successivement les racines de la forme-t ype
lorsque J, varie de — » a —+ «.

Nous (llSlll'\gHCl()nb quatre cas principaux dans cette rechcrchc,
que nous traiterons dans l'ordre suivant :
Premier cas
A>o0, 2543 —3.900], > o
Deuxiéme cas
A <o, 2533 —3.510]; > o,
Troisiéme cas
A >0, 2543 —3.210]; <o,
Quatriéme cas
A<o, 25A3—3.510]; <o,

Premier cas (). — Les valeurs admises de J, forment alors deux
séries, 'une de — o0d 7, la seconde de ;/ & + % (en nommant ; la
plus petite des quantités 7 et ;7), et la condition

2583 — 85100, > o

signifie, comme il a été dit plus haut, que le discriminant s’éva-
nouira nécessairement pour une valeur de J, comprise dans 'une
des séries indiquées; nous admettrons, pour fixer les idées, que ce
soit dans la premiére.

Cela posé, faisons croitre J, par degrés insensibles i partir de
—oo; tant que le discriminant D = A? 4+ 57J, ne viendra pas a
sannuler, les cing racines resteront des fonctions continues, et
aucun changement ne surviendra dans leur nature. Mais, pour
Jy=—277A%, deux d’entre elles et deux seulement deviendront
égales; de sorte que, dans le voisinage de celte valeur, elles pour-
ront passer du réel & Pimaginaire ou de I'imaginaire au réel, en
devenant discontinues, tandis que les trois autres resteront au con-
traire des fonctions continues de J,.

(f) Dans la discussion de ce premier cas, M. Hermite s'appuie sur le fait exact,
mais dont il n’indique pas la démonstration, que — 27" A% est dans Vintervalle
=@/, quand J; est positif, et dans Vintervalle j/,+ o quand J; est négatif.

E SR
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n raison de celle circonstance, essayons d’en déterminer lana-
ture. Pour cela, nous nous placerons précisément dans ce cas par-
ticulier ot D = o. Divisant la forme-type par le facteur lincaire
qu’elle contient alorsau carré, nous obtiendrons une forme cubique,
dont il faudra calculer le discriminant. Mais, dans ce but, nous
pouvons remplacer la forme-type ® par la ll‘ilfle’JlI‘llié(t cnmmiqluel’,
puisqu’elle s’en déduit en faisant une substitution au dé'lcr{mnam
réel 2J,. Alors un caleul tres facile, qui a été exéeulé lal i?(-cl. v
(in finem), conduit, abstraction faite d’un facteur positif, i la
fonction déja considérée plus haut

25 A% — 2l )y (1),

[La 616 remarqué qu’elle était positive dans ce premier cas, ol nous
nous trouvons maintenant, ott 'on a les conditions

A> o0, 20A3—3.210];> 0.

Ainsi, de ces trois racines fonctions continues de J, entre les
limites Jo = — o0, J» =, une seule est réelle et les deux autr
sont imaginaires. Cela posé, il s’agirait de reconnaitre, pour des va-

e 2% e o
leurs de J, infiniment voisines de — 277A2, la nature des deux

aulres racines qlli sont égales pour
Jy = — o77 A2

Cette question rentre dans les principes connus, mais nous pou-
vons U'éviter en rappelant le premier lemme ou il a é1é établi que
la seule condition D <= o assurait I'existence de deux racines 1ma-
ginaires et de trois racines réelles. Puisqu’il y a dans I’équation
deux racines imaginaires quel que soit Jy, il faudra que les LlCll}
racines qui deviennent égales quand le discr'iminuulA s’évanouil
soientréelles, tant qu’il est négatif; etpassenta l’im»ngim\frc lorsque,
aprés s'étre annulé, le discriminant devient posiuif. anlcnan})z
continuant a croitre, la forme-type offrira toujours quatre racines
imaginaires et une racine réelle jusqua ce qu‘(j}] parvienne a la
limite J, = 7, a partir de laquelle on entre dans 1 mlclr\';\llcvdcs va-
leurs exclues du paramétre. Alors les coefficients qui conliennent

% o 5 g ; 2 o
(') Jai pris, suivant I'usage, le discriminant d une forme cul)squ.c de signe
contraire au produit des carrés des diflérences des racines de cette forme.
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en facteur le radical carré deviennent, dans tout cet intervalle,
imaginaires; cependant nous allons encore suivre les racines en
les faisant dépendre d’une équation & coefficients réels. Pour cela,
faisant dans la proposée

(0N 183 O el Tl A (R iy iy = V=

nous aurons dans Iinteryalle compris entre j et ;' la transformée
i coelficients réels

[, V=18, —¢, —/=1¢, B, V=1 AT (5, )5 =o.

Dans cet intervalle et les limites comprises, les cing racines y se-
ront fonctions continues de ainsi leur nature dépend de leurs
valeurs initiales, par exemple pour J, = ;. Mais il est bien a re-
marquer qu’alors les quatre racines qui sont imaginaires peuvent
avoir leurs parties réelles nulles; deux cas différents peuvent done
se présenter : les valeurs initiales des racines y seront toutes réelles,
ou bien quatre d’entre elles seront imaginaires et une seule réelle.

Clest une question curieuse et délicate de reconnaitre si les
deux cas sont possibles, ou lequel peut seulement avoir lieu. Pour
le résoudre, je remarquerai que I'équation en y, pour J, = j pav
exemple, est de cette forme

(A, 0, —GC, 0, B, 0) (5, 1)) =,

o B c . Gro :
el que la quantité 1 ost nécessairement positive. En effet, si elle

¢lait négative, on voit bien aisément que cette équation aurait
nécessairement deux racines imaginaires et trois racines réelles.
L la méme chose a lieu pour J, = j/, d’ou il suit que le signe
commun aux deux racines réelles de 'équation en

C25A03 _ 15— AR
TGN =3 D

sera celui de la quantité 5C? — AB' aux deux limites. Or I'équa-
lion en ¢ a ses deux racines positives, car son premier membre,
comme nous Pavons vu, est positif pour ¢ = o, et J; étant po-
sitif, par la substitution, on le trouvera négalif au contraire pour

Zedli A o o ,
v =59 dOHC, nous avons une racine comprise entre zéro et l,

23 et
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I’autre racine, qui est nécessairement de méme signe, sera donc
aussi positive. I’équation

Ayt—10Cy2+ 5B =0

a donc, par rapport & y2, ses deux racines réelles, et, comme AB'
est positif et que B/C = 473 est aussi positif, ces deux valeurs dey?
seront positives. Ainsi, I'équation en y, pour Jo = et Jo =/, a
ses racines toules réelles, et le premier des deux cas dont nous
avions admis la possibilité a seul lieu.

Au dela de Ia limite J, =", les coefficients de I'équation en &
redeviennent réels, et dans celte seconde série des valeurs admises
du parameétre, jusqu'a J, =+ oo, les cing racines restent indéfi-
niment des fonctions continues, et offrent Ltoujours une quantité
réelle et quatre quantités imaginaires dont les valeurs initiales sont
les produits du facteur V/—1 par des quantités réelles.

Enfin, considérons le cas o le discriminant s'évanouit entre les
limites J, = + o0, J,= //, et faisons alors décroitre le paramétre
variable de - o0 & — . Tout 4 fait comme précédemment, nous
trouverons, dans lintervalle compris entre les limites + o et f',
irois racines qui seront fonctions continues de J,. Deux d’entre
elles seront imaginaires et la troisi¢me réelle, 4 cause de la condi-
tion 25A3% — 211 J; > o. QuanL aux deux autres, qui deviennent
égales quand le discriminant s *évanouil, elles seront imaginaires

tant que le diseriminant D restera positif, et passeront & I'état réel
en devenant irrégulidres lorsque D, aprés s'étre annulé, deviendra
négatif. Nous parvenons ainsi a la limite J,= /', avec deux racines
imaginaires et (rois racines réelles. Pour suivre ultéricurement les
racines, dans U'intervalle des valeurs exclues, de Jo=j"a J,=],
nous ferons encore ) — .1-\/— 1, et la transformée & coefficients
réels aura dans toute cette étendue ses racines fonctions conti-
nues de J,. Quant a leur nature, elle résulte cette fois sans ambi-
guité des valeurs initiales, qui offrent lrois quanhlds réelles et
deux quanhles imaginaires produits du facteur y/— 1 multipli¢ par
des quantités réelles. Nous savons que dans ce cas J; est nécessai-
rement négatif.

Enfin, lorsque le panmgue décroit de la limite j & — oo, nous
retrouyons pour les cing racines des fonctions continues, parmi
lesquelles deux sont imaginaires et les Lrois autres réelles.
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Deuxiéme cas. — Les valeurs admises de J, forment une seule
série de j aj’, et la condition

2543 —3.210); > o

signifie que le discriminant s’évanouit dans cet intervalle. Faisant
done croitre J. par degrés insensibles & partir de la limite 7, tant
qu'on n’atteindra pas la valeur —2-7A2, pour laquelle D s’annule,
les cinq racines demeureront des fonclions continues, et aucun
changement ne surviendra dans leur nature. Mais, pour D= o,
deux d’entre elles présenteront alors une irrégularité en deyvenant
égales, tandis que les trois autres resteront des fonctions conti-
nues jusqu’a la limite ;. En raisonnant comme dans le cas précé-
dent, on verra que la nature de ces trois racines dépend encore de
Iexpression 25A* — 2!!Jy, qui maintenant peut étre positive ou
négative. Supposons-la d’abord positive; ¢’est admettre-dans I'in-
tervalle compris entre 7 et ;" existence de deux racines imagi-
naires et d'une racine réelle. Done, tant quele diseriminant, avant
de s’évanouir, restera négatif, les deux autres racines de 'équation

seront réelles et, lorsque D deviendra positif aprés s’étre annulé,

elles passeront, en devenant discontinues, a I'état imaginaire.
Ainsi donc, dans ce cas, deux racines imaginaires et trois racines
réc}]cs a Porigine Jo=7, et quatre racines imaginaires avec une
racine réelle a la limite supéricure J, = ;'. Maintenant, si nous
faisons encore ) = 2 y/— 1, pour arriver i une transformée a coef-
ficients réels entre les limites J, Js Ja=—o, d'une part,
b= ', Ja=-F oo, de l'autre, il est clair que dans ces deux inter-
valles les racines y ne présenteront plus aucune discontinuité et
demeurerontrespectivement ce qu’elles sont aux deux origines. Or,
pour = J nous savons avoir, sur les cinq racines x, trois quan-
ltés réelles et deux imaginaires; dong, il en sera de méme pour
les racines . Et, puisqu’il en est ainsi, lexpression 5C* — AB/ est
positive; alors, nous en conclurons quelle sera négative pour
J:=J', carle dernier terme de I'équation en i étant

(%)AH“(ZS.\A—}“JQ,

acause de A <o, les deux racines w sont de signes contraires. Donc,
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les racines & présentant quatre quantités imaginaires pour J,= ',
il en sera de méme des racines y.

Supposons en second lieu

25A3— ol1J3< 05

¢’est admeltre troisracines réelles comme fonctions continues de j
i j'. Alors les deux autres racines, qui sont égales quand D s'an-
nule, seront imaginaires pour D << o, et deviendront réelles quand
D passera & 'état positif. Ainsi, comme tout a I'heure, deux racines
imaginaires et trois racines réelles a Iorigine J, = j, mais cing
racines réelles a la limite J; = ;7. Pour ce qui concerne les quan-
tités y =2/— 1, de J,=j a J; =—cp, elles seront fonctions
continues, et, dans tout cet intervalle, présenteront, comme i
I'origine, deux quantités imaginaires et trois réelles. De J, =/"i
J» =+, elles seront encore continues, mais une seule sera
réelle, les quatre autres imaginaires, et ayant pour valeurs ini-
tiales les produits du facteur y/— 1 multipli¢ par des quantités
réelles.

Troisiéme cas. — Les deux derniers cas peuvent se ramener
par la considération suivante aux deux premiers.

Conceyons que dans la forme-type on change A et Jyen —Ael
—J,, en conservant J, avec son signe, on vérifiera que les coeffi-
cients A, B, C, ¢/, B, A’ deviendront respectivement

A B/, G — /=S B/ =

done, en mettant a la place de z, 2\/— 1, et multipliant encorc
la transformée par \/:—, on trouvera exactement le méme résultat
qu'en changeant les signes des invariants A et J;. Or les condi-
tions caractéristiques des deux derniers cas, savoir

AS e, 25A8—3.910];< 0 et AL o, 2543 —3.210];< 0,

veproduisent, parle changementde signe ded et J, celles des deux
premiers. Ainsi, du second nous allons déduire le troisiéme, et du
premier le quatri¢me, avec ce seul changement que tout ce quid
616 dit des quantités @ et y devra éire transporté aux quantitésy
el z, @ étant toujours linconnue de I’équation proposée, ety
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désignant z \/— 1. Cela donne les conclusions suivantes, en com-
mengant par le troisiéme cas. Alors les valeurs admises du para-
métre forment les deux séries de — oo aj et dej a -+ oo.

Dans la premiére des cing racines @, deux sont Imaginaires et
trois réelles; dans la seconde, quatre sont imaginaires, une seule
est réelle, et, d’ailleurs, dans les deux séries elles r
fonctions continues du paramétr

eslent toutes
- Pour les racines ), c’est dans
lintervalle compris de 7 a ;7 qulelles dépendent d’une équa-
tion 4 coefficients réels, et deux cas sont i distinguer suiv

o ; ant que
20A? — 211 J3 est négatif ou positif. Dans le premier, sur les trois
racines qui sont fonctions continues de J & j'y une est réelle, el
deux sont imaginaires, Quant aux deux autres racines qui devien-
nent discontinues pour D = o, elles sont réelles si D est négatif,
et imaginaires lorsque D est positif. Enfin, si 2548 — a1 ], csi
positif, les trois racines qui sont fonctions continues sont réelles,
el les deux autres sont imaginaires pour D << o et réelles pour
D> o.
Qua{/'iéme cas. — Résumé. — En nous bornant pour abréger

aux racines z, on voit qu’elles seront toutes fonctions continues
du parametre dans Pintervalle des valeurs admises qui s’étend
dejaj. A\IﬂiAnlenant, et d’aprés ce qui a été dit du premier cas,
loutes ces racines seront réelles si J, est négatif, deux seront ima-
ginaires el les trois autres réelles si J; est positif. lei on ne voit
plus figurer le diseriminant; cependant il est bien facile de vérie
fier ENeore que pour Js négatif il a une valeur positive et pour
s 110511}1 une valeur négative. Effectivement, cette condition
J; <o signifie, d’apres ce que nous avons vu dans le premier cas
que le discriminant s’évanouit entre les limites J, — — ®, Jy :er.
or, pour des valeurs croissantes du paramétre, il passe, en js’éval
nowissant, du négatif au positif, et arrive a 'état positif dans Pin-
lsf-\'alle flcs valeurs aflmises. Au contraire, si J; est positif, il
Jdv > — < ¥/ 4
el o T et L
. Vg D’ Y i Aelvi\ € compris entre J cL_/"
an\‘ € troisiéme cas, le discriminant ne se trouve pas non
plus m}médiatemenl en évidence; mais, comme il s'évanouit alors
dans I'intervalle compris de 7 a j7, il est clair qu'il est négatif de
Jh=—o 2 Ja=j, et positif de Jo = j/ & J, = - o5,

I fe
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Ces remarques faites, nous pouvons maintenant l‘Elpl)l‘OCllC!‘. lc§
divers résultals que nous venons d’obtenir; n0u§ fornllcrons ainsi
le tableau suivant, qui offre I'expression par les invariants fonda-
mentaux du nombre des racines réelles et imaginaires de I'équa-

tion générale du cinquiéme degré :

A2 + 27, < 0.1\
trois racines réelles, deux racines imaginaires;
I A< o0, 2583—3.210]3<L0,
cing racines réelles;
A <o, 25A3—3.21003>0, 2543—2!0;<o,

cinq racines réelles;

NS00 s
une racine réelle, quatre imaginaires;
A< o0, 25A3—3.210053>0, 25A%— 2] >0,
| une racine réelle, quatre imaginaires.

On comprend facilement comment dans certains cas le nombre
des conditions a pu se réduire. Par exemple, avec A 4 27J,>0

el A > o, on lrouve une racine réelle et quatre !‘n(;mfs ll]‘lilgll]ilu:
lorsque 2543 — 3. 210, est positif, et aussi lorsqu'il est négatif;
on peut donc ne conserver que les deux premiéres conditions.

s & 3 i1l y a cing racines
Enfin, nous remarquerons, dans I'un des cas ol il y a cing
réelles, que les conditions

N2,  Jg=>0
entrainent la suivante

25A3 —3.210)3 < o,
qu’on pourra supprimer si lon veut. La simplicité de ces resullal%
ne semble-t-elle pas indiquer que le théoréme de M. SIUFVH}Y-SI
ié 1 ir Pexpressi éfinitive
e a a oénéralité, est loin de fournir 'expression délini

b eau dans sa gtncmhl.c, est lo i : 2t S
des conditions de réalité des racines des équations algebriques®
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SECTION VIL.
Sur la réduite du sixiéme degré de I'équation générale
du cinquiéme degre.
Lagrange a fait voir que la résolution par radicaux de I'équation

du cinquicme degré dépend, lorsqu’elle est possible, de la déter-
mination d’une racine commensurable, d’une équation du siy

eme
degré dont les coefficients dépendent rationnellement de ceux de
la proposée. Mais jamais le caleul de cette réduite du sixi¢me degré
n'a 616 eflective en général. La raison en est que les fonctions de
anq lettres les plus simples qui n’ont que six valeurs élant au
moins du second degré par rapport a I'une de ces lettres, les coef-
ficients de la réduite se présenteraient comme des fonctions des
cing coefficients de ’équation proposée montant jusqu’au douziéme
degré, et contiendraient par suite plusicurs centaines de termes.
Or on va yoir qu’on peut vaincre cette difficulté a aide des ré-
sultats que nous avons obtenus sur les invariants des formes du
cnquieme degré, Faisons, en effet,

S=(a,b, ¢, c, ¥, ) (w, y)
=al@—ay)(2—By)(z—yr)(e—3y)(z —sy),
et considérons la fonction suivante des racines

T=at (= 0 (B =) (y— 32 (B— e}t (s — ),
=R (B =3 (=) (B—a) (s— B,

on reconnaitra bien facilement qu’elle est susceptible seulement
de six valeurs, et, en second lieu, qu’elle est un invariant de la
forme /. Tl en résulte que les cocfficients de Péquation dua sixieme
degeé en ¢ seront des fonctions rationnelles et entitres do cos in-
variants fondamentaux, A, J,, J,, car Pinvariant du dix-huitiéme
ordre n’y entrera pas, les degrés par rapport aux coefficients de 7
élant multiples de 4.
Ainsi, qu'on représente cetle équation en ¢ par

""*‘m”+(2)”"‘(3)1°ﬂ‘"(/«)tﬂ+(5)t+(ﬁ):o,

(1), (2). ete. seront respectivement des fonctions lindaires des
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quantités placées en regard dans le tableau suivant : Enfin, Pinvariant du dix-huitiéme ordre, qui joue un réle si im-
P o hGome. Pesi auses mnd §

@ A . portant dans ma %huone, s'esl aussi présenté dans ses recherches,

élevé au carré et indiquant, lorsqu'il s’évanouit, 'impossibilité de

(2) A2 J, . N .
la réduction & la forme citée

(3) A3 AT, ),

(4) A% A, ATy T3 ax’® + by® + ¢35,
(5) AS A3J, A); AJT U,J

(6) NS ARY, A3, ARJEAT,U. J3LTR

Exprimé en a, b, ¢, il a pour valeur

(15650-‘(:1—1))(&—0)(079),

On voit done qu'on est ainsi amené  un calcul relativement
wes facile, et que je me réserve de développer dans une aute
occasion. Jexposerai alors les propriétés de cetle équation en ¢,

expression encore bien simple, el qui montre sous des points de
vue trés différents comment on est conduit aux mémes notions

i 3 A 2 . analyliques dans aste et féc f ‘
qui sont analogues & celles de I'équation modulaire pour la trans- TN celte vaste et féconde théorie des form

formation du cinquiéme ordre, sous ce point de vue que les fonc-
tions non symétriques des racines qui s’expriment rationnellement
par les coefficients varient ou ne changent pas dans les deux cas
par les mémes permutations de ces racines. Cette équation en ¢ est
également intéressante en ce qu'elle offre le type d’une classe d'é-
quations du sixiéme degré réductibles au cinquiéme. La propriété
distinctive et caractéristique de cette classe d’équations consiste
en ce que I'une des valeurs de ces fonctions des racines qui, sans
étre symétriques par rapport i cing d’entre elles, n’ont cependant
que six déterminations possibles, est alors nécessairement ration-
nelle.

Je ne terminerai pas ces recherches surles formes du cinqui¢me
degré, sans rappeler que mon ami M. Sylvester avait obtenu avant
moi, dans son beau Mémoire sur le calcul des formes, la notion
des invariants du quatriéme, du huitiéme et du douziéme ordre.
En donnant aux formes du cinquiéme degré cette expression élé-
gante

axs + bys + ez,
sous la condition
T+y+5=o0,

M. Sylvester a trouyé pour ces invariants les valeurs

a2b2+ a2+ b2ct— 2abo(a + b+ c), a?b2c(ab -+ ac—+ be), atbich,

qui sont des fonctions symétriques trés simples des trois ¢lé-
ments a, b, c.




