NOTE

SUR UN

THEOREME RELATIE AUX NOMBRES ENTIERS.

Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XI1I, 1% sér.; 1848

Depuis longtemps J'avais trouvé de mon coté une démonstration
¢élémentaire suivante du théoréme relatif aux nombres premiers
4k 1.

Supposant
a+i=0 (mod p),

. a . . . . g
convertissons ; en fraction continue .]usqn’a ce qu’on obtienne

A : m m 3 - 5 =
deux réduites conséeutives —» —» Lelles que nsoit <y/petn > s
non “ VI L)

on aura, comme on sait,

a o m 2 €

Pz TvEE '’
ol ¢ est < 1. De la on tire

ne—mp = ¢ —‘E,;

donc
(na— mp)* < p.

Ajoutant membre & membre avee 72 < p, il vient

(rna— mp)? 4+ n* < 2p.
Or le premier membre de cette inégalité est un multiple entier
de p d’aprés la condition

at=-1=0 (mod p);

il faut donc qu’on ait précisément
(e — mp)* -+ n*= p.

SUR UNE QUESTION RELATIVE

A LA

THEORIE DES NOMBRES.

Journal de Mathématiques pures et appliguées, v. XIV, 17 sér. ; 1849
) 17 ser. 5 1849.

Soient 72 41 nombres entiers
G [ an a0y

dont le plus grand commun diviseur est 'unité: on propose de
trouver tous les systémes de 7 (n 1) autres nombres, savoir :

e o U
By [ snon B

NG N, R

Ly ),

Lo e,
EES o G0 oo el
ARG BUT Bl
W PO ooy o)
%o, o w0 )

W 8 NS SHan o

¢gal & plus ou moins un,
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| Solution. — Nommons respectivement par les quations

M; = c"n;+ N;

=, le plus grand commun diviseur de « et B

= 7 = ety ;

oy idem i 0 i .

s idem 3
L TR o o e as e 55 S R R S
§ ! T o idem o= §ELL % Si = Ut; + T;

o=t 0 N5 ! ! ?
et toutes les solutions possibles s’obtiendront en prenant toutes les

i
i idem

valeurs des 2% quantités

g dans ’hypothe
bii) % entiers R
gl NN G AT e R Ll o O Wh s Siy Uy
i G i esen s L U pour lesquelles le déterminant

dapres les conditions R B

am iy Ry, Ry .., Ry,

gl Py P2 ..., pn,

e — dmy : : :

Sty x-Sy

b day e, ta,

o &

| égale plus ou moins un. ]
: On satisfera & la question proposée par les valeurs suivantes : Ainsi, par exemple, lovsque = 2, s'il s'agit de rendre égal & @
'unité le déterminant ‘ <
ali) = anm; < M; ( e ¢
\ GO S i Al
RO O VA R iU e Vow o .
80 = bm; I sf“é/kv?wﬁ?m~nw+~f<«‘3"r-;¢'a";, i
R Y i
o ‘ 1A af ;}
+0 = en; on aura N
o' = am; -+ M, = 2
Ty v
B'= bna,+ M, 4,
Y = eny + Ny,
avee

ce qui donne

les quantités

Mi, Ny Py oo S ’
. B
dépendant des nombres entiers Bl =Bmy + B ny e N, 8,
) b
Miy Ny Piy  ees Sy qi="en] == N
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on trouvera ensuite semblablement Voici maintenant 'analyse qui nous a conduit a ces résultats :

ac!
o' = amy + — ns + Naa,
T

Soient, pour abréger, A le déterminant des quantités

(A) a, BB, 4B, 5,
H B celui du systéme
et Pon devra prendre pour ni, 22y, M2, Ny indéfiniment tous les [ & 8, 0, Sl o
nombres entiers pour lcsqucls &=, G 0 o °
b = 4
g o, —@ ) .
My g — Mang = 1. ‘w’ P 5 5 o
! (B) &% 0, & =% ooy @
; ; : I
i Si n'= 3, la solution générale de 'équation o :
e Ea—t), o, Sh T
B, B @ @ el 0, ® —2

.

W T To U dont Ja loi b é crvie ) 3
3o am ont la lot est facile 4 saisir, et ol les quantités £ sont définies par

S
S, hoGn G 7 2 <
les équations
sera de méme comprise dans les formules af PR e
i A e[ O S
s B g =
‘ o =ami o= P + Pra, IR (=R S SR (7 07 B
gd e SRR
B! =bmy + e p1+ P18, almE - BUIE - W2 AR = o
; el Dellatc SRem dles o ;
Y = emy +'— pi+ Py e la composition des systemes (A) et (B) résullera le nouveau
- = 2 systéme
& = dp + Py 8; J
L I ZC’ ! zd' P o) 0 Oy 0, 0a O 0,
el SR Rasheems Daigtalliay o, «f —Bla, "B —B%, ..., «WB—pBWq, alm @ — B g,
: e d o By—18 BY—1B .. By —yOf A
8 = bma + = ny -+ —— p2 = Paf, R ?,,l f,,sy iagaad BY el
Ty 3 o, Y0 —0¢y, T'6—2a", @ & — 3y, G WS — 3y,
§' = cny P2+ Payy 8 5 s
5 = dps + Pid, R e AN — N0, L, ) — 0,

3 ac
a" = amy+ — N3+
us |

ge
§" = bms -+ B e
1
" =cny o=
8" = dpy

ad

— ps+ Py,
T

8d

— pa-+ Psfi,

~d"
—— ps-+Pa,

—+ P39

En appelant G son déterminant, ou, ce qui revient au méme, celui
des n? quantités

(C) 4B — e,

By — 0B, .., O — Ny,

on aura, par un théoréme connu,

C=AB.
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Or on trouve facilement, au signe pres,

Bi= ByS...%; 4
donc on peut remplacer la condition proposée, savoir

A==,

par la suivante

C===Byd...%,

dont nous allons nous occuper.

Exposons d’abord une transformation des termes du systéme (G);
jlobserve, a cet effet, que 7y désignant le plus grand commun diyi-
seur de et 3, on aura nécessairement

oD B — BWa = mymy,
d’ou Lon tire

: @
al) = am; -+ M; —»

B0 = bm; + M; E
Ty

les nombres entiers m; et M; restant entierement arbitraires, el @

et b étant déterminés par I'équation

af — ba=m.

Au moyen de cette valeur de 8¢, on trouve

)
3

p(i) y— .[(il p = bynv+ 2 (Mgy — Y Oxy)-

Ty

Or, = désignant le plus grand commun diviseur de m, ety, onaun
) =) te)

nécessairement
My — y@Wmy = rims,

d’ou

M, = clnpe Ny =
s == =

40 = en; <+ N;

les nombres entiers r; et N; étant quelconques, ¢ et ¢/ dépendant

de I'équation
¢y —em =T 4

QUESTION RELATIVE A LA THEORIE DES NOMBRES . 271

La répétition é 1 1
pétition du méme calcul nous conduira de Pexpression pré-

cédente de y@ a celle de 8@; il vient, en effet,

Y28 — 80y = cBny= -1 (N;8 —80m,)
2),

el posant encore
Nid — 80, = pmy,

= étant le plus grand commun diviseur de =, et 3, on en conclura

d'pi+ P

&)

3= dp; + Py —,

Ty

d et d" étant donnés par Péquation
d'8 — dry = =y

T3

La loi que suivent ces opérations est maintenant évidente, et I’on
en conclura, d’une part, g

aW 8 — BWg =

e
By — W Bi= by m -+

Yu‘laﬁ 8y — 3

-1
ol il es 1 F
il 'l.l est essenu_el d’observer que m;, ni, ..., s, t; vestent jusqua
présent des entiers entiérement arbitraires :
3. AT ]
D’un autre coté, nous obtenons d’ailleurs

V) = am; -+ M

8 38
RO = brvy + M; =,

1D = ey +
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" i 3 > en pr don¢ son déterminant, et par suite celui du s
¢t les entiers My, Ny, Pj, ... s’expriment de proche en proche, , el pa

teme (C), sont le
i : : - s autres équati roduit des déterminants de ces deux systémes.
uul(luclllclll par mi, i, piy - - au moyen de ces autres C(!l ons. I} ystemes

Orle déterminant du systéme (2) se réduit 4 son ter

T 'me principal
M, = ¢'n; - N; —

(957 0 ac iy,
ou simplement

(170008,

=

puisque 7, est I'unité; la condition proposée

C=

= (0ot
. e 5 . .
lesquelles ne laissent d’indéterminé que T;.

{ Ces résultats obtenus, reportons-nous maintenant au systeme (C), sera done remplie en prenant égal & Punité en valeur absolue le
qui a é1é transformé dans le suivant, Savoir : déterminant des 722 nombres entiers du systéme (1), ce ‘I‘”- est la

conclusion que nous avions sée, e il S e alaibiion e
e Pt | s annoncée, el qu'il s agissait d’obtenir.

T,
Brotion = bymy + caon G
Y ;
e Socy  (EOIE S5
cony -t
i SR doag. LENGH &0
kksy -

On reconnait bien facilement qu’un pareil systéme provienv de la
composition des deux autres, que voici :

Do OBy oooy URh oo i
By Dy cson L ooy p
Py Py e oy U |
# (1) ° 3 T
Siy % Bk K ooy G
t, lay o U o tu
cl
! Ty
0,
o0,
(2) (eo.
0y
o,

H. — I.




DEMONSTRATION ELEMENTAIRE

D'UNE

PROPOSITION RELATIVE AUX DIVISEURS

DE 2%+ Ajy2.

Journal de Mathématiques pures et appliguées, t. XIV, 1™ sér.:

Je dis que, p désignant un diviseur de la forme z*+ , une

puissance convenablement déterminée de p pourra toujours étre

représentée par cette forme, c’est-i-dire qu’on pourra Loujours

faire
pro= X2 +AY2.
Soit, pour une valeur entiére quelcongue de py oy, une valeur
de y/— A (mod p¥) : I’expression

(zpt —yoy)? -+ Ay*

représentera toujours des nombres entiers divisibles par p¥, et je
dis en premier lieu qu'on pourra toujours déterminer 2 et yde
telle maniére qu’on ait

= 2 Ay h
(2 pt .yazuu) = Ay < o,
yi2

S : , . . Ay . "
in effet, il suffira de développer en fraction continue ;‘i,Jusqu (]

2 une réduite telle que, son dénominateur élant

ce qu'on arriv:

N

nominateur de la réduite suivante. Les valeurs de = et y seront

moindre que , celle limite soit atteinte ou surpassée parle dé-

respectivement le numérateur et le dénominateur de cette réduite.
Cela posé, on voit que, par une infinité de valeurs de i, on aurala

PROPOSITION RELATIVE AUX DIVISEU
UX DIVISEURS DE @2+ A y2. 275

représentali b & 1
IL'[)Itj‘scnl.dLlOn d’un méme multiple de p* parla forme 2 +4- A 52
Ainsi, en nommant 4 le multiplicateur, on trouvera nécess e

deux équations arcment

kpt =@ 4= A2,

kpt = 2+ Ay

e : )
d‘amllc.squcllcs 2= &l g7 —y'seront A la fois divisibles par &
Sous cette condition il vient, en multipliant membre :

; . i am re les
deux équations précédentes, embre les

2 phtd’ = (z'+ Ay y')2 4 Alzy' — yz' ),
Or 2y’ — ya! est divisible par , puisqu’on a

z=2,

(mod %);
donc 1l en es € zz'-+ Ay
n est de méme de = A.)‘)', et ﬁmlemcnl, 1

o d a puissance
w+ 1’ de p se trouve bien représentée par la for l 2

: ! ) C me 22 4 Ay
.Il est facile de voir qu'une démonstration toute sembl o
plique au cas de A négatif; y

néral et dont voiei I'énoncé

able s’ap-
On a, au reste, un théoréme plus gé-
s gé

pélant un diviseur de la nor ;
norme d’un nombre compleze quel-

conque, formé avec les racines mimes de Punité. on D
Lo o ngeg ! ité, ourra
toujours déterminer une puissance enticre de P qui s"laz't re

présentée précisément par celte norme.




LES FONCTIONS ALGEBRIQUES.

Comptes rendus des séances de UAcadémie des Sciences,
tome XXXII, 1851.

1. Les proposxtions donné.cs par M. Puiseuxl, Slll: les rul(‘:incs des
équalions algébriques considérées comme loncuunvsi ‘( une I\:x.
riable z, qui entre rationnellement dans leur premienmen )1e,.
me semblent ouvrir un vaste champ de recherches destinées a jeter

un grand jour sur la nature analytique de ce genre de quantités.
Je me propose de donner ici le principe de ces recherches, cl..dc
faire voir comment elles conduisent & reconnaitre stune équation

quelconque
1 ! E(u, s) =0

est résoluble algébriquement, ¢'est-a-dire si l'inconnue w« peult etre
une fonction de la variable z, ne contenant cetle va-

exprimée par X < SR
les signes d’extracuion de racines de degré entier.

riable que sous le r ; : l
Les théorémes auxquels nous serons ainsi amenés donneront, e
sous un pointde vue enticrement nouveau, le beau résultat obtenu

. xz

ibilité d’exprimer thri sin am | -

par Abel sur la possibilité d’exprimer algébriquement wm'ﬁ =
par sin am (). Je me borne ici A la question de la résolution par

3 J d )14

i j il & é int de vue, étude des
radieaux; plus tard je ferai, au meéme po o W :
¢ monlreral comment les théorémes de

équations modulaires, et | rémes
LI équations

M. Puiseux conduisent i effectuer Pabaissement de ce o
dans les cas annoncés par Galois, dont les principes servirontdai
leurs de base a tout ce que nous allons dire.

2. Soit

P(z)=0
: b e i
I’équation dont les racines, mises pour 3 dans 'équation proposee

F(u, 2) =0,
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lui font acquérir des racines multiples; désignons ces diverses va-
leurs de & par

B0, Bly  cee5 Sp—t,
el apres avoir tracé dans un plan deux axes rectangulaives, repré-
sentons-les par autant de points que nous nommerons respecti-

vement
Py Ty wocp Phossi

Soient enfin, pour un point quelconque P du plan,

Wy, Uy,

s WUy

wutes les racines de Iéquation proposée; M. Puiseus, et clest la
une partie essentielle de ses

recherches, a donné le moyen de
wouver la substitution qui s’opére entre les valeurs initiales wq,

Uy, .- p_y des racines de la proposée, quand la variable 5 décrit
un contour fermé partant du point P, et embrassant Pun des points
Uiy P 005 ZE‘,“ pour revenir au méme point P. Représentons

symboliquement par S; la substitution relative a un contour élé-
mentaire comprenant le seul point Z;; on aura les théorémes sui-
vanls :

Tutoninte 1. — Toute fonction des racines w, invariable par
les substitutions
S\Jl SIY

pourra élre exprimée rationnellement par la variable z; el
aussi la proposition réciproque.
Tutonive IT. — Toute fonction des racines u, déterminable

rationnellement en s, est invariable par les mémes substitu-
tions
So, Sy,

5 Spge

Le groupe des substitutions en question jouera done précisé-
ment le méme réle que le groupe de I'équation irréductible en V'
de Galois.

Démonstration du théoréme I. — Soit U la fonction des racines
Uyy Wy, -y Upy, qui vérifie les conditions du théoréme I; il est
évident qu'on pourra toujours établir entre cette fonction et la va-
riable z une équation rationnelle. En second lieu, si Pon fait décrire
au point P un contour fermé quelconque, la fonction reprendra
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toujours la méme valeur initiale; donc, d’aprés une remarque qui
appartient encore a M. Puiseux, U est une fonction entiérement
rationnelle de z.

Démonstration di théoréme IT. — Toutes les valeurs que pour-
rait acquérir la fonction U, en appliquant aux racines o, i, ...,
Uy, les substitutions S, Sy, ..., Syu_1, sont autant de valeurs ini-
tiales qu’on obtiendrait lorsque le point P, ayant déerit un contour
quelconque, serait revenu A sa position primitive; si donc la fonc-
tion U remplit les conditions du théoreme 11, ¢’est-a-dire si elle est
rationnelle, ces valeurs seront loutes les mémes; dong, ele.

3. Je vais maintenant faire voir, par un exemple trés simple,
une premiére application de ce qui précede.

5 4 2 s 0 ~

Le degré de I'équation proposce F(u, z)

quelconque sz, supposons que les divers systémes circulaires de

o étant un nombre

M. Puiseux soient tous identiques en embrassant toutes les racines,
ou bien qu’ils soient réductibles tous aux puissances d’une méme
e

substitution circulaire d’ordre 22, suivant 'expression emplo

par M. Cauchy, Péquation proposée sera résoluble par radicaux
relativement a s.

n effet, si Pon désigne par = une racine quelconque de I'équa-
tion binome a™ = 1, la fonction suivante

(o + Qg+ a2ty ...+ =l )"

reprendra toujours la méme valeur initiale, quel que soit le contour
fermé qu’ait déerit le point mobile P en revenant i sa premiére
position; don¢ celte fonction sera déterminable rationnellement

en z; donc, ete.

4. Actuellement supposons que le degré m soit un nombre pre-
mier; la condition nécessaire et suffisante de solubilité par radi-
caux consiste en ce que toute fonction des racines invariable par
les substitutions de cette forme spéciale, savoir :

Up
P
\ Laksb

@ et b élant tous les entiers pris suivant le module 7, ainsi que
indice variable /&, soit rationnellement connue.
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Done, d’aprés le théoréme II, la condition nécessaire et sulfi-
sante de solubilité revient & ce que :

et < 4 < 2
l(;}: b:mul‘wns Sy, Sa, -0y Sy, données par les principes de
M. Puiseux, sotent toutes de la forme ¢

( .
Ualk+b

) war i 18 1
Pour établir de la maniére la plus simple la possibilité de la
résolution par radicaux, je raisonnerai ainsi :

dessous :

Posons
9(a) = (g4 oy + o2ty 4. . . am—ly, _ ym;
)"

el désignons par g une racine primitive pour le nombre premier 23

% . v . ;i 2
en employant une racine 8 de I'équation 7=t =1, nous considé-
rerons la nouvelle fonction résolvante

T= [?(1) e 3;(1?) it ?9?(19") A B"*2$(19"7:)]""

et je dis que cette fonction est invariable pour toutes les substitu-

lions
¥ (U/, )
Wak+b

2, r cel: 1 } 1
Pour cela, il suffit de prouver qu’elle ne varie point pour les deux

subslitutions
[
K"/ﬂ-l

(l‘k )

[LFk ?
aar la précédente résulte des produits des puissances de celles-c
Or la premiére :

(u/_. )

\ Wiis1/

laisse invariables toutes les quantités

A o) S e G@)

Quant 2 la seconde
(u/.-
ok




|
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|

&4
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elle n’a d’autre effer que de remplacer chaque terme de la suite
ci-dessus par le précédent, le premier devenant le dernier; or une
telle substitution n'altére pas la valeur de T, done T est bien inva-
riable par toutes les substitutions

w: )

Ual+t
Donc enfin T est une fonction rationnelle de 5, facilement d.clcr-
minable parla théorie de M. Puiseux, si les divers systémes circu-

i 1 7 7 for nous
laires pour. les points Zioy Zivy ooy Liy_y sont de la forme que nou

leur avons assignée.

SUR L’EXTENSION DU THEOREME DE M. STURM

A UN

SYSTEME D’EQUATIONS SIMULTANEES.

Comptes rendus des séances de U Académie des Seiences,
tome XXXV, 1852,

Le théoreme de M. Sturm a pour objet de déterminer le nombre
des racines réelles d’une équation a une inconnue, qui sont com-
prises entre deux limites données. Je me suis proposé, dans le M¢é-
moire que j’ai honneur de soumettre i I’Académie, une question
analogue pour deux équations simultanées, et qu'on peut énoncer
ainsi @ Considérant Pune des inconnues comme I'abscisse, et Pautre

comme I'ordonnée d’un point rapporté a deux axes reclangulaires,
déterminer le nombre des points auxquels correspondent des solu-
tions des équations proposées, et qui sont compris dans V'intérieur
d'un rectangle donné. Cette question se trouve résolue de la me—
niére suivante. Désignons les sommets du rectangle parles lettres «,
by ¢, d, et supposons les cotés ab et ad respectivement paralléles
aux directions positives des axes des abscisses et des ordonnées.
On substituera successivement les valeurs numeériques des coor-
données de ces quatre points  la place des lettres z et 57, dans une
certaine suite de fonctions de ces deux variables; et en désignant
par A, B, G, D les nombres de variations que présente cette suite,
lorsqu’on prend pourles variables les coordonnées des points a, b,
¢, d, on aura, pour le nombre cherché, la valeur
. W A=B+0—D
2

Ce résulta est, comme on voit, entiérement analogue a celui du
théoréme de M. Sturm ; cette analogie se maintient encore lorsque
Lon considére trois équations simultanées au lieu de deux. Dési-
gnant alors les inconnues par z, v, 5, on les regardera comme les
coordonnées d’un point de Pespace rapporté A trois axes rectangu-
hires, de sorte qu’a chaque solution des équations proposées
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ré ponde un point déterminé. Cela posé, considérons un pafrullélé-
pipede droit, dont les bases paralléles au plan des <z solent les
vectangles abed, @ b'c'd’. Nous supposerons les ¢otés ((D,l ad pa-
ralléles aux divections positives des z et des y; et les droites ad!,
b, cc!y dd! paralléles a la direction positive de l’{\xc des z. Cela
étant; le nombre des points représentant des solutions et compris
dans U'intérieur de ce parallélépipéde sera déterminé de la maniére
sulvante :

Désignons respectivement par A, B, €, ), AL Y, Cf, I)’. les
nombres des variations que présente une certaine suite de fonctions
de trois \:.u-iul)]cs, lorsqu’on substitue & ces variables les valeurs
numériques des coordonnées des points @, b, ¢, &, d', b/, ¢, d'y le
nombre cherché sera donné par la formule

a=L[(A—A)—(B—B)+(C—C)—(D—D)].

ste un grand nombre de suites jouis-

Il est remarquable qu'il :
sant ainsi de propriétés semblables & celles des fonctions de
M. Sturm, dans la théorie des équations simultanées. Voiei la plus
simple pour le cas de deux équations prises, si I'on veut, sous la
forme
F(z)=o0. )= 2(x),

F(2) étant un polynome entier, et ®(x) une fonction rationnelle
deRrs :

Nommons &, Za, ..., Zn les racines de I'équation I'(z) =0,
Yiy ¥ay - ym les valeurs correspondantes de s, S; la somme

symétrique ; ;
A
2

zl 4+
et T; la suivante : > ;
ST S
le premier terme de la suite sera Iunité, et les autres les détermi-
nants des systemes
| ' z H | 1 47 72

Fexd 3 et s To—Sey Ti—S;y Ta—Sw¥
| To—Sey Ti—Siyl, i S Ty

[, S S T =S5
T, —Siy Te—S;y Ty—Ssy
Ty = Say T3 —Ssy Ty—Siy

erets
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le dernier terme est le déterminant & m —- 1 colonnes obtenu en
continuant la méme loi. En général, ¢’est au moyen de fonctions
symétriques des racines des équations proposées que se trouvent
immédiatement exprimées les fonclions analogues a celles de
M. Sturm, et les propriétés de ces fonctions sont déduites de leur
loi méme de formation. L'idée d’introduire ainsi explicitement les
racines est due & M. Sylvester, qui, le premier, a montré comment
clles entraient dans la composition des fonctions de M. Sturm ;
M. Cayley a fait voir ensuite avee élégance comment les propriétés
élémentaires des déterminants permettaient de transformer les pre-
micrs lermes des formules de M. Sylvester en d’autres qui con-
tennent seulement les sommes des puissances semblables des ra-
cines (). Ce sont aussi des expressions analogues 4 ces sommes,
pour le cas de deux équations simultanées, qui figurent dans nos
formules et qui les rapprochent de celles du savant géométre. Mais
le fait le plus important qui ressort de mes recherches consiste
dans Pexistence d'une infinité de fonctions possédant les propriétés
de celles de M. Sturm, pour une ou plusieurs équations. Cela
ouvre la voie & des recherches importantes, sur lesquelles je pourrai
peut-étre revenir dans une autre occasion; je me hornerai pour le
moment & celle remarque, que les conditions de réalité des racines
d'une équation & une inconnue peuvent s’exprimer uniquement i
laide des fonctions rationnelles des coefficients qu’on nomme
hyperdéterminants ou invariants.

(") Tomes IX et XIII du Journal de Mathématiques de M. Liouville.

——cooa—
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REMARQUES

LE THEOREME DE M. STURM.

Comptes rendus des séances de ’Académie des Sciences,
tome XXXVI; 1853.

En 1cplesentanl par V=o une équation quelconquc de degré m,
dont les racines soient a, b, ..., k, I, et par Vi Viay ooy Vi lasuite
des fonctions de M. Sturm, on a, d’aprés le beau théoréme dc M. Syl-
vester, les expressions

(a—b)
2<r-<mM>
<w—b>w"

(a~1)) (a—=Cc)
(z—a)(@—0b)-

Jai remarqué qu’en désignant par A, B, ..., K, L des fonctions
rationnelles semblables de @, b, - .., k, I, (lc Lcllc sorte que

A =ol(a), B =0(b), L=29(l)

les nouvelles fonctions

—- = ———

\Y rT—a

Ol (A —=1B)p

T"E(T—a;(sz)

9 (W) (A O)H(B=I0)
; 2 (x—a)(z—b)f—”)
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ont les mémes propriétés que celles de M. Sturm. Ains: 'on a cette
propusition : Pour une valeur réelle de 2, le nombre des termes
positifs de la suite

\Ji Uy \‘)ﬂ ‘:}H!

L Y S g

VW TR =
représente le nombre des couples de racines imaginaires de I'6-
(uation

W= @,

augmenté du nombre des racines réelles moindres que x. Le
nombre des termes négalifs serait le nombre de couples des racines
imaginaires, plus le nombre des racines réelles supérieures 4 z. De
li se tive immédiatement le théoréme de M. Sturm, sous la forme
que lui a donnée Iillustre géométre; mais les énoncés précédents
sont ceux que fournit d’abord la méthode que j’ai suivie.

En considérant deux équations & deux inconnues dont les solu-
tions simultanées, en nombre m, soient
g=a, y=a, a=0b, y=0, ..., z=k y=Fk, z=1 y=1,
je désigne d'une maniére analogue par A, B, ..., K, L, des fonc-
tions rationnelles semblables de ces solutions, de sorte que

A=9(a,d),  B=o(b, ), ..., L=o().

Cela étant, les expressions suivantes, fonctions rationnelles Symé-
tiques de ces solutions, savoir :

i 1
*E(W—G) )

[n (A —B)2
2(07[” y—a)(z— o)(y—20y)

}sz (A —BP(A = o (B—Ep
U &d(v—a) Yy—a)y(@—b)(y—0)(z—c)(y—c)’

U

et, en dernier lieu,

Un (A —BR(A—=C)... (K—L)
U 7(Av—«)(y~a’)(a:ﬁbj(]—b’),..(:v—t)(y—z')

donnent lieu & cette proposition :

Pour un systéme donné de valeurs réelles de 2 et y, le nombre
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des termes positifs de la suite

W
Uin—t

représente le nombre des couples de solutions imaginaires, aug-
menté du nombre des solutions simultanées réelles @ = a, y =d,
pour lesquelles (2 — @) () — &) est positif. Le nombre des
termes négatifs serait le nombre des couples de solutions imagi-
naires augmenté du nombre des solutions réelles, pour lesquelles
(@ —a)(y —a)est négatif.

D’aprés cela, si l'on représente par (2, ) le nombre des termes
positifs de notre suile, on trouvera (rés aisément que le nombre
des solutions simultanées réelles, pour lesquelles on a i la fois

e>a2, @<,

> Yo r<7rn

est donné par la formule
L [(2n 00) + (20, 7o) — (1, 20) = (Z0 7))

Ges nouvelles fonctions auxiliaires sont plus simples que celles aux-
quelles jétais arrivé dans un précédent Mémoire; elles n’exigent
point que l'on connaisse d’avance si, i une valeur de I'une des in-
connues, correspond une seule ou plusieurs valeurs de I'autre in-
connue. Dans le cas des solutions égales, elles se comportentcomme
celles de M. Sturm; la derni¢re fonction U, s’évanouissant, toutes
les autres U, U,, U, ... acquiérent un facteur commun, tel que
(z=a)(y— a'), et, aprés la suppression de ce facteur, la nou-
velle suite présente, avec un terme de moins, exactement la méme
composition analylique et les mémes propriétés que I’ancienne. On
peut aussi démontrer que trois fonctions consécutives sont lices
par une relation de la forme

PU; + QUis + RUits = 0,

ot les coefficients extrémes sont des carrés, de sorte qulen général,
si une fonction s'évanouit, la précédente et la suivante sont de
signes contraires. Mais ¢'est 1 une conséquence ct non le principe
de ma méthode, qui repose sur quelques propriélés élémentaires
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2

des formes quadratiques. On s’en rendra compte aisément en r
marquant que les fonctions WL aE

i ’
0 9 O

VETNVEIRI O Vg

sont respectivement les invariants des formes quadratique
a S

2 TLT, (%= /OB,
¥

(Ko AX; - A2X, )2,

(Xo+ AX{+...+ A DR 28

Jai ainsi retr 3
a nlm'muouvt, dans une recherche purement algébri
genre spécial de formes quadratiques, que jai l?I Reuie
% 3 J a1 considérée;
de fois dans mes recherches de théorie des nombres i
Crelle, v. 40 et 41). :
formes analogues sont

s lant
(Journal de

D n a 7 3 1
Pour les équations a deux inconnues, les
I -
Ew—a)(y—u')(‘\"*’\x‘)g‘
1
) E—a—ap| - U AN AX

et, en dernier lieu,

1
)y —a) (Xo—+ AX;~+ AzX, o AmetX, e

——cor—




SUR LA DECOMPOSITION

NOMBRE EN QUATRE CARRES.

Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
tome XXXVII; 1853.

Des recherches sur les nombres complexes m'ont co’miun.a].a
démonstration suivante du théoréme de Fermat sur la dccomposll-
tion d’un nombre en quatre carrés, que je vais exposer en peu de
mols. P ; ; " :

Désignant par A un nombre entier Impair ou impairement pai,

2 1 Thilité - g
nous commencerons par établir la possibilité de la congruence

@2 T (mod A).
A cet effet, soit d’abord

A (mod §),

6 ! —1; gression arithmétique ayant pour
€ rcpr(:sentaul =1 0u I; la progre: ]

terme général

A (mod §).

; e
Jobserve ensuite que le premier terme 2cA—1 et I:l raison 44

X r'es 1,
sont premiers entre cux, car, de ces deux nombures, I'un est pair,
Pautre impair, et la relation

4eA —2(2eA—1)=2

montre qu'ils ne pourraient avoir d’autre divisguy ;:(;mm.ur:tguergl
Donc, d’aprés le théoréme démontré par M. Diric 1'cl, cel epom
oression contiendra une infinité de nombres prcmm,’s qui ser

; 1 (mod 4) et, par suite, décomposables en deux carrés. On pourra
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faire ainsi, pour une infinité de valeurs de 2y
GAS oA — 1= g2y,
d’ott 'on conelura

Ty g =o (mod A).

Soit, en second lieu,
tera relativement a |
pour terme général

= 2 (mod 4); tout ce qui précede subsis—
a nouvelle progression arithmélique, ayant
245+ A — .

Ainsi la possibilité de la congruence

Z 4yt =o (mod Ay

se trouve établie pour tout module impair, ou double d’un nombre
impair.
Gonsidérons maintenant la forme quadr

atique définie a (uatre
indéterminées

S=(Az+ az+?u)'~'+(1\y—-p;+zu)‘1

G

oit les nombres entiers a et 8 satisfont 4 la condition

w1 =0

(mod A),
L'mvariant A de cette forme sera en valeur

absolue A, done, si
l'on cherche son minimum pour

des valeurs entiéres des indéter-

minées, on trouvera, d’aprés un théoréme que j
3

‘ai donné en gé-
néral, un nombre au-dessous de Ia limite (")2

LY .
3 VA, et, par suite,
moindre que 2 A. M
représentables par

ais il est aisé de reconnaitre que les nombres

J'sontnécessairement des multiples de A ; done

ce minimum ne peut qu’étre A lui-méme, qui se trouvera ainsi
décomposé en une somme de quatr

Dans un de mes Mémoires () surla théorie des formes quadra-

tiques, publié dans le Journal de Crelle, on pourra yoir comment,

l'analyse précédente conduit 3 Pexpression du nombre de toutes

les décompositions possibles, que M. Jacobi a obtenu le premier
par la théorie des fonctions elliptiques

€ carrés.

(') Voir P- 239 et suivantes de ce Yolume. E. P,

.

H.— I,




REMARQUES

SUR UN

[EMOIRE DE M. CAYLEY
RELATIE AUX DETERMINANTS GAUCHES.

(Cambridge and Dublin Mathematical Journal, 1X, 1857.)

M. Cayley a nommé systéme gauche symétrique un systeme
de n2 quantiLés, représentées par A en attribuant aux indices
Loutes les valeurs entiéres depuis 1 jusqu’a r, lorsqu’on a la con-

dition générale
dpye = — Ay

d’ou résulte

De pareils systémes jouissent de propriétés importantes qui
jouent un grand role dans les diverses circonstances analytiques
ou ils se présentent, et M. Cayley en a fait lui-méme un nouyel
usage pour la solution de cette question :

Obtenir towtes les transformations d’une forme quadra-
tique en elle-méme- lorsque cette forme est une somme de
carrés.

Je me propose de donner ici des formules analogues & celles de
M. Cayley, pour la transformation en elle-méme d’une forme qua-
dratique quelconque.

Le probléme peut étre posé : f(@1s @2, .-+, @p) désignant la forme
quadratique proposée, trouver Pexpression la plus générale des
(uantités Ky, Xay o0y Xy qui donnent

F(Xp, Xas ooy X)) = f(@0 @2 -0 20)-

REMARQUES SUR UN MEMOIRE DE M. CAYLEY
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Pour cela, j’imagi quantités X e 0 S
a, Jimagine que les ités X 1

S .8 [. ol 1anti X et 2 solent ch)rl-méO par

es indéterminées auxiliaires E, de sorte quon it en géné a :
d a ng I

X, + = 2 £

et, sous ¢ iti i 1 ¢S e d’obtenix
: : 'cllc condlmon, on va voir (Iu’ll est trés facile d’obt 1

expression générale de X et z ¢ E n a, en efle 7

n <. O 5 L,

X,.=2of
Xr= 2t —
done ;

(1) f(Xth:--~)=f(9-51—~'v.,z=g—:r.\

ou, en développant le second membre,

(2) (X3, Xs, .. ) = 4

Donc, par la condition supposée
)

J(Xi, X, ..

c)s

(3)

Or,l la maniére la plus générale de la vérifier
(uantités = en &, sera de faire

@) & I ,WI df
= e 2 2 <
& 5 ' S/u-,; 73

en exprimant les

s R :
es indéterminées A étant assujetties A la condition

P

On en conclut

et il es facile d T q Xp:

t € reconnaitre ¢ posteriory que ces ey Tessions
teri

deX et 2 en E donnent bien

(5) S Xa, ) = f(ay, @, )

Reprenant en effet 1 i
en effet 'équation (1) et Péquation (2), on verra par
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Iéquation (3), équation saLisfaiL? d'elhlc-‘méx:n?, qu’on rdmmi;e l‘;‘é'
cisément sur Iéquation (3) qui éLa1E 4 vérifier. Donc t::nm,.cs
expressions cherchées de X en @, qui d?nngnF la trans (?Tmimon
en clle-méme d'une forme quelconque, s obtiendront en'xesu vanl
s équations (4), et substituant les

Sty
© rapport aux quantités § le:
P 3 ées de la sorte, dans les formules

valeurs en z, qL\’l)n aura lrouv
Xy =28 — @
Considérons pour lapplication les formes binaires
f = ax?+2bzy + cy?,

ol nous mettons z et y au lieu de z, et Zz; NOUS AUrONS SUCCESSI-

vement it
Y +y=2n,
= z‘:i+7\(b§+cn)::(l+:\b)+)\c-q,
y=’1—7\<4i+bn)=—ME+(I—M)‘/::

‘o ésolvant
d’olt, en résolvant, B e

3= S=me—s)
Yaz+ (1+A8)y
0= SN —ac)

501 1 abréger
Soit, pou ger, RS R

on trouvera ey
X =l i S s [ e

ahaz + (14270 -- D)y |
Y=o s e 2 D SR
Or ces formules, en posant
1-+ A2D
= A=
2

u=~——3p"

i donne
ce qui d Nl

i t
deviendron Cro R et
Y = zaw + (t +bu)y-

N
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Jest la forme analytique obtenue par M. Gauss pour la question
arithmétique ot 'on veut que les coefficients de la substitution
soient des nombres entiers.

Enfin, si l'on fait 'application de la méme méthode a une forme
quadratique d'un nombre quelconque d’indéterminées dans le cas
ol elle est une somme de carrés, on trouvera immédiatement les
vésultats que M. Cayley a obtenus dans son beau Mémoire, et je
m’empresse de dire que je dois & I'étude de ce Mémoire P'analyse
que je viens d'indiquer en peu de mots. J'ajouterai cependant en-
core les théorémes suivants, qui servent de lemmes & une recherche
arithmétique importante.

I. Ayant ramené & une somme de carrés de Jonctions li-
néaires une forme quadratique quelconque, de sorte qu'on
ait, par exzemple,

S=ArBr Gyl

st Uon désigne par %, 3, €, ... ce que deviennent respective-
ment A, B, G, ... lorsqidon fait dans f une substitution quel-
conque qui la change en elle-méme, on aura évidemment

A=aA+fBryC+. ..,
B=a'A+F'B+yC+...,
C=a'A+fB+vyC+...,

les quantités a, B, vy, ... étant des constantes convenablement
choisies. Cela posé, & une substitution qui change f en elle-
méme on pourra toujours faire correspondre une telle repré-
sentation de f par la forme

A2 4 Bz C2y ..
que Uexpression
AX+BB+CC—+...

ne contienne aucun des rectangles AB, AC, .. ..

Pour donner une application de ce théoréme, nous allons consi-
dérer le cas des formules quadratiques ternaires

feAroBig e

iR

At

S
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Alors des constantes 2, 8, 7, - -, devant étre telles que
A2 B4 €2 = A2 B2 C2

auront, d’aprés M. Cayley, les valeurs suivantes :

ko= 1-+)22—p2—v2, ka'=a2(Ap—9), ka" = 2(M+ ),

kB = 2(pA ), kB =1—2 + p2—2, kB" = 2(pr—\),
ki =2(yh — ) k' = 2(vp-+N), k" =1—\2— pro2,
ol

Jo= 1 N2 p? 42,

et, & toute substitation S qui change f en elle-méme, on pourra
toujours faire correspondre un systéme de fonctions linéaires A,
B, C, jouissant de la propriélé qu'en devenant respectivement S,
8, € lorsqu’on effectue la substitution S, on aura les relations

«+B8=o0, @'+ =0, 8"+ =o.

De Ia se tire la conclusion que deux des quantités A, g, v sont
nulles. On peut dong faire, par exemple,

A= A2,
B2 @2 =B+ C2,

ou bien
I—=EIAS

B = B cos0 + Csin0,
€ = — B sin0+ Cecosh.

De la ces théorémes :

II. Soit
X =pa+py-+p's
Y=gz+gy+d's
Z=ra4+ry+r'z

une substitution qui change en elle-méme une forme ternaire
quelconque; Pune des racines k de Uéquation

=i P P
= q q'— A q =0
% 4 =X

sera égale a =1, et les deux autres seront réctproques.

vrmes seront Lo, 4 8 ;
. utes données par. ’expression

REMARQUES SUR UN Ml::.‘l()lﬂli DE M. CAYLEY 90‘
¢ . 20

111 1 Rfinité [
LU existe une infinité de formes ternaires différentes

de [ que la substitution ci-dessus
essus change en elles-mémes, ces

F=kA2+(B24C2),

I et U étant des constantes arbitraires. Cependant le

racines égales dans I’ @

) 4 : equ‘afmu A= o doit étre traité ¢ part et
ektge une daiscussion spéciale que nous laisserons

lectewr. Jaire au

—ocos—
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