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PREMIER MEMOIRE.

La méthode que jai exposée dans un précédent article, pour
obtenir toutes les transformations en elle-méme d’une forme ter-
naire indéfinie, exige, comme élément analytique essentiel, la con-
naissance des systemes d’enticrs qui rendent positive la forme
adjointe. La nature d’une pareille condition fait bien voir que
les transformations semblables d'une forme indéfinie impliquent
nécessairement dans leurs expressions un nombre ¢n/ini d’entiers
arbitraires. Les considérations que nous développerons ici mon-
wreront méme la possibilité de donner aux formules de transfor-
mations une expression qui offre explicitement un nombre infini
Qentiers indéterminés. Nous insistons sur ce poinl, parce quiil
nous semble caractéristique dans la théorie des formes quadra-
tiques. D’autres formes donneront lieu, en effet, & un nombre
pareillement infini de substitutions semblables, mais toutes ces
substitutions s’expriment avec un nombre essenticllement limité
d’entiers arbitraires. Telles sont les formes du nitme degré, décom-
posables en n factears lindaires, pour lesquelles on ala proposition
suivante :

Soit a le nombre des facteurs linéaires réels, b le nombre
des couples de facteurs imaginaires conjigués et © 1 la
somme de ces nombres : Loutes les substitutions semblables
seront données symboliquement par la formule

S Qs g "
SihShESeL L Suk,
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ol My, Mo, ... sont des entiers arbitraires et SRS w sub.

g g 2h) SO g £L
stitutions telles qu’aucune d’elles ne puisse s’caprimer par les
produits des puissances des auwtres.

On peut encore démo E 5
p R nllrer,'par rapport 4 ces formes, qu’en
nommant S et T deux substitutions semblables quelconques, on a
toujours i ;
ST =TS.

Au cor.ll;ruircl, dans la-théorie des formes ternaires indéfinies,
ane pareille relation n’existe qu’autant que r i
sances d’une méme subsLiluLioIn7 auquel Icas lSa Crtcﬁagzzl 1: pm's—
sevérifie ’elle-méme. Nous rappellerons encore que la I;orf)ni]sizf
sance d’une transformation semblable d’une forme quadratique
I.Cl‘nil%l‘e ne définit pas complétement cette forme, de sorte q n’l{nc
subsLTLulion donnée change en elles-mémes une infinité de f[n-mes
ternaires distinctes. Parle théoréme suivant on verra, au contraire
‘commenl une forme décomposable en facteurs ]inéairés est com—me‘7
dun facteur preés, lorsqu’on donne une de ces transformations )
elle-méme. o
E}D:ﬁslgnoni[cnue su]:»sLil.nLion par X, et concevons qu'on forme

& o, Ien xeprésentant par cette notation la méme substi-
ttion, prise 2\5' .-, Ufois de suite, et, pour fixer les idées, sup-
posons la substitution 2 donnée par les formules i

& =aX+a'¥+.. .+ a1,
7= OR == BV a.e G,

X oRRY o o K=

el la substitution 3¢ par les suivantes
2= a;X + @;Y +...+ a1y
i »

Yi= b X+ b)Y+ ple-11Y

)

X Ky

En formant le déterminant du systéme

J X Y S U

‘ z kY w

| @ us |

VB Fo=l oss gy |




ea—
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on aura, & un factear numérique pres, la forme en X, Y, ..., U,
décomposable en facteurs linéaires, et que la susbtitation ¥ change
en elle-méme. Je me réserve de démontrer lwrocl\ainexnenl ces
théorémes, sur la forme décomposable en facteurs. Le dernier
exige quaucune puissance de la substitution ¥ ne puisse donner
la substitulion identique

z =X, = 560 w = U.

Ces exemples de la grande différence que Pon doit établir entre
la théorie des formes quadratiques et celle des formes décompo-
sables en facteurs, au point de vue de la recherche des substitu-
tions semblables, ajoutent encore, ce me semble, a U'intérét de la
question difficile que nous avons abordée pour le cas des formes
ternaires. lin se bornant d’abord en quelque sorte au point de vue
algébrique, on est conduit plusieurs théorémes qui nous ont paru
dignes d’intérét, et que nous exposerons avec détail. Nous donne-
rons ensuite un nouveau développement aux considérations arith-
métiques déji présentées dans notre premier article.

PREMIERE PARTIE.
Iy

L’analyse que j'al exposée précédemment dans le Journal de
Credle donne sous la forme suivante, au moyen de trois indéter-
minées X, u, v, lexpression de toutes les substitutions ui changent
en elle-méme une forme quadratique ternaire. Posons, en conser-
vant les mémes notations,

e e e . a,a, a
f=ar?+ayta 224 0bys +2b'ws + 207y = (b: b': M)v

"

A—ab?a b2+ a'?— 2006 —ada,

ct représentons la forme adjointe par

&=

b —alal, b2—adt, b2—ad
b bbb b = b '

Nous aurons souvent besoin d’employer la valeur de g lorsqu'on
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m.cL'A, ;v pour la premicre, la deuxieéme et la troisiéme indéter
minée; nous la désignerons par Y, de sorte que
1=80, 1),
et nous posons enfin
D=AX+pY+vZ

Cela étant, on aura identiquement

en prenant S(@ 3,28 =f(X, Y, 2),

/
T—y)z=0a+X ftf:__. af d-y
= GO e O BY_T){”’
(1) (= i =) == 0 L Y &y
k7 =(0=F47) +’ax‘*zjz*@”’
[ @ =)s = (e B D o & &
‘ (e Z+d oy —p g —2ln

On peut le démontrer directement de la maniére suivante :
Déduisons en premier lieu des formules (1) les valeurs des trois
fonctions linéai 4
daires —, —L, =L rouvera s i
T dy’ Pt on trouvera sans peme

[

- @
L -d—‘[;) — 41AI,

(2) /\ Gl & dy y
)(1 r)d}, ([+f)ZV*"<Z_[—X§(>—4,u.\H,
1

) 7
(Y df:(r—-ﬁ-) & (x o d‘/,
U Fg 2 g.,;—"—)\)—iv.\u,

et nous allons en conclure l'identité

dy 5 & oy tLo7

Multipliant & cet effet, mem el n e eux pr ér
5 o
bre 4 memb les deu premieres

éqquatic i
lq tions de (1) et (2), nous disposerons de la maniére suivante
es divers termes du produit I

il o W L,
e (z%"'y( +1%>t("‘{)ﬂ(x%+ydf ﬂ()

e :
(l-—‘fﬂz%=w+7)x(y @ Hdp

2, Y (4
o d;)+(|+{)ﬁ<}z?lé—v%)
— (uﬂ_\, ﬂ)_ dy

/ dy dy
Y-z 2

+4)«§1 AT — (10 4 ) ANRIT — (1) L
Wax ax ™
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et nous concevons qu'on ait opéré de méme pour les produits

)
a—r il a—pe

Or, en ajoutant membre & membre les équations ainsi formées,
on va voir se présenter diverses sommes par ctielles de termes dont
Pévaluation est trés facile. Considérons d’abord le premier terme

mis en évidence dans (1 — )2 —I, savoir :
< [fon A7 dy
9.(1+()I\< T’Ldu)

ses analogues dans les valeurs de

d, d,
(,|—~{)2y2§ e (= r)’"zl‘f/:
seront
1 .
’2(‘+‘r)Y(Z§l—{_" %) et :(1+~()Z( —TY;_

et leur somme, ({ue nous désignerons par le signe X mis devant le
pr emier lerme, s cxpume éyidemment par un déterminant & trois

colonnes, de sorte qu’on a

Ll
\ %5 2% dn
- T i a
S‘z(l—e—-()X(\'Z—j—Z;l— =20+7v)| Y, d;(L =W,
&y
IZ Z v !

puisque deux colonnes du déterminant sont identiques. Or, on
trouvera de méme
(/f daf

d, iy
Z(l*"{)”(#é—f%)—(l*ﬂ s ﬂ

__*4 T_
8y
>z

d, d, df
S’.)\ﬂl(lxd‘—é——vff>:4[l.\ Wy Sy [ =©

! 4

e
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Ry
" &)’ L'zx’}‘(
d- d- |
s £ ( i f)= R
AN @& ) =" e g ™ =
dy dy

Maintenant, il est & évaluer ¢ing autres sommes partielles dont
aucune ne s’évanouit p]n:. On a d’abord

zo (zx D D) Gt g
dZ dY d‘t dJ.

on emploiera une formule élémentaire de la théorie des détermi
uants qui exprime une somme de produits de déterminants a deux
colonnes par un délerminant qui est lui-méme i deux colonnes.
En ayant aussi égard & la relation sulvante, qui est facile 3 dé
montrer, e

dy df

d\ dX

on trouvera
df dfNV Iy
Z(‘ a="ax) <‘ i

enfin, il viendra immédiaLemcnl

dy df

@W+d(d/

& = GACAX +— wY --vZ),

—bA]lz‘/r< C[f_LYdf L
dY

i 7X ATI? = 8+ AII2,

E’(H—y)r_\l“[ = 4(1+ v) A2,

d,
L(x—t—‘[) d{ 0 = {(1+ y) A2,

¢, en ajoutant et réduisant, on obtiendra finalement, comme nous
l'avons annoncé,

o) ar af
s ( @ ([Y*“Z )’
de sorte qu’on a identiquement
f@, 7, ) = [, Y, 7).
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Nous allons maintenant donner quelques conséquences de ces
formules que nous venons de démontrer, pour la transformation

en elle-méme d’une forme ternaire.

II.

La premicre de ces conséquences est le théoreme exprimé par
Iégalité
A4 py vz =AX 4 Y +v7Z,
et que nous avons précédemment fait connaitre. Nous y joindrons
la remarque suivante :

Selon que la substitution par laquelle /se change en elle-méme
est au déterminant -1 ou — 1, il existe une fonction linéaire
que la méme substitation reproduit identiquement ou reproduit

changée de signe.

111.

Fn mettant en évidence les indéterminées X, Y, Z, dans les for-
mules (1), de sorte qu’elles deviennent
z=aX+aY+dadZ,
= bR e W T,

=cX+cY+Z,

les racines de Péquation du troisiéme degré que Pon forme en

égalant a zéro le déterminant du systéme

seront
VY

i e Ll

—V3

Ainsi Ton voit que cette équation est réciprogue, comme nous

l'avons déja dit.
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Ve

En formant I'expression
1 d,
e L
2\ dy ds )’
) . :
on trouvera qu’elle reproduit une expression de méme nature en
o s . :
%, j17 Z, mais ol les signes de p. et y sont changés, de sorte qu’on
obtient
il
G

1‘4—; 7

L/ S O
dz)‘x‘;("gy—.u(fz),

etl'on trouvera de méme

ol Ol
7 S0 v o= LMt

SRl \
"_‘-;(‘u'ﬁ_)‘ ——({4ﬂ~7\§[ -
2 dX dY
uCes formules montrent qu’en désignant par S la substitution (1)
57! se déduira immédiatement de S, en y changeant 2, vvdc,
signe. S

Wo

Faisons suivre S d’une nouvelle substitution S', ot Pon aurait
. ' 1 . . . 5
mis ), ¥ au lieu de 2, , v. La substitution composée SS/ chan-
geant f en elle-méme sera nécessairement comprise dans la méme
forme analytique que S et S/, et devra se déduire des formules (1),
en mettant au liea de &, p, v des quantités ¢, A, 1, fonctions de )
v etde N, p/ v, Or voici Pexpressi i 4
. ) Py V. Ur voiel Iexpression de ces quanhlés :

Posons
b= py'— !, ny = yN'— Ly, = —
W
L— ol - bl b= & Y
> dl’
M=0l+am+ bn = L f]/,‘,
2 dm
N = i <= Brip == 6Fp= 2 51[,
he 2 dn

0o @ 7 1
P = (ndl s o @
2( d)""i‘ ‘[H+V m)y
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on aura
A+ AN+ L

8= =y

p '+ M
e el il

L= 1+ T

v 44+ N
W T

i )
Ainsi, les fonctions linéaires que les substitutions S et S’ changent
en elles-mémes étant

N+ py +va et No -ty vz

la fonction linéaire que reproduit la substitution composée SS'
sera
Lo+ My Uz,

1
TEEDG

ou, en omettant le facteur numérique
M@ + py +v3) + (N2 -+ 'y +v'z) + (Lo + My + Nz).

(est ce qu’on peut, comme on va voir, établir directement.
D’aprés le théoréme (1V) définissons la substitution S par les

équations

¢t la substitution S/ par les relations analogues

o @l SN g O el G
Ll N O (e

g ) gy )

(@) Y+;'(‘Té—" ) =v =3 (Maw—a)

1 df
Z-’r;(HI{

N o Bl D _x'ﬂ)
250N 21\2) =W— ;(.u U av)’

i élimi (, 7, et exprimant
de sorte que SS' s’obtienne, en éliminant X, Y, Z, P

z, y,5 en U, V, W.
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Posons ensuite, pour abréger,

n= A2+ py +vs, ®=2X -+ pY 4+ vZ,
o' =NX+u'Y+vz,

¢ =LX+ MY+ Nz,

T=2U + pV 4+ v W,
0'= XU Vi o'W,
@ = LU + MV +NW;

Vo + 1y +v'z,

=Lz +My+Nz,

o

nous obtiendrons immédiatement la relation
T+o=mn'—0y,

e a]oulanl/les €équations (3) respectivement multiplides, la pre-
micre par %, la seconde par w et la troisiéme pary'. Sil'on opére
de méme : 1 s l
sur les équations (4) avec ), 1, ¥, il viendra
© —§=1IF+ &,

Or on a a la fois

T=w,

v =1I';

on en conclut la relation proposée, savoir :

T w0l = Tl [T/2c (b

Wi,

La substitution composée S’

. ubst peut étre définie par trois rela-
tions linéaires entre w, W, et II, . 5
7

I, ®. Posons, 4 cet effet,

T =g, W, v)

et
a—y)n=p, (=gl = —1p,
(l=p)7'+20+T)x =g, (I=9) O+ 2(1+ )1 =—Q,
Ar+ 7'+ o) =1, 2(l[+ll’+q))=—R;

onaura les équations suivantes :

R=0Q=H,
g=P_R,
r= —R.

Nous remarquerons encore le

e ésultat de la substitution des

14
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variables =, 7, ¢ aux variables z, 7, 5 dans la forme ternaire pro-
posée. En posant en premier liew
Az + py -+ V3 =T,
Vo + py vz =r,
; Lz + My +Nz=09,
on a identiquement
F@, 3, 3) (L, m, ) = of—y'n? +alwr —ym2.
On trouvera encore
g (2, y, 5) = Af(L, m. )+ {52+ oTEn +7'7%
en employant la substitution transposée
2= W N +LE,
pE = i + MG,

s = i +v'q +NL

D’ailleurs, la forme

est I'adjointe de

VII.

Les propositions précédentes peuvent étre présentées sous un
autre point de yue, comme se rattachant & la théorie de la compo-
sition des formes. Elles nous semblent ‘offrir, en effet, les pre-
miers exemples de Pextension de la théorie, donnée par M. Gauss
pour les formes binaires, aux formes quadratiques d*un plus grand
nombre d’indéterminées. Conceyons qu'au lieu des formules (1)
a supprimé le dénominateur el

on prenne les suivantes, ot 'on
de sorte qu’elles deviennent

introduit une nouvelle indéterminée o,
homogénes relativement A,y ¥, 8y SAVOIL:

% 4 .y
: af 4 oy
y_—_(p!—i—‘r)\+9("ﬁ')‘ﬁfz‘)#défxn'
: d G . @ i
z=(9~+~r>7‘+9(1d'§"”ﬁ>—<7'{m
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on aura
S(@, 7, 3) = f(X, Y, Z) [p2 — g(], g, )]2.

Ainst rnal

toute forme ternaire est composée d’elle-mé

de la forme quaternaire p*— g(), , v). N e e
\ 4 o
réme les résultats suivants, :
Faisons, pour abréger,

ous joindrons 4 ¢ 6
(1 e théo-
qui dépendent des mémes principes

E=wnZ—vY,
n=vX_2Z,
C=2Y— uX,

@ =1 g;(zﬂzlﬁ s
D et dz’
la substitution
7 = (o2 +v) X df
£ X+p R 16,

e df 3
7= +r)\+.°;,;,‘—zu5,
5= (22 7 ar

(p +‘{)L+pgg—-vﬁ

donnera identiquement

&(1 75 2) = & (XY, Z ) ot —
Soit encore il
My
s=2Y L
@R g Y 21%’

=S, v).

En posant
r=(?+¢9?)x+9§—u
E )
.}’=(‘?+AQ’)Y+pZ—g-—uf
=
== (p+8p1) 7 98 g
0N aura \ d: e

A2 7,0 = (XY, 2) [4p2 — (2, vHIF

€ dernier résulta conséquence immédiate du P nt, otire

Ced ltat édiate d récédent, offr

sous li‘]e forme ana ytique nouvelle les €xpressions générales des

substitut ons semblables pour les formes ternaires ; on les déduira
5}

sans peine, d’aille
) 1 urs, des formules (I) Enfin, on tro Y
p 5 uvera

82,5, 5) = £(X, Y, Z) [Ap2 — £ (), g, v)]2
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on aura
S dg dg\ _ 4
= (p+ Ap2) X + (J.—”——v’),———ll,
@ = (p+48p%) A7 2y 7 AW — £(£, 81, 1) = [ 862 — F(, 12, 9)] [p2 — (N, ', v)].
e el 22 g DY B Ces deux théore
7= (s sp)¥ +p(V B =N D a Ces deux théorémes comprennent, comme cas particuliers, ceux
W o s % d l.au}cr et de Lagrange, sur le produit de deux sommes de quatre
2= (p+82) 2 +p ()"Zﬁ —p E‘{) = carrés, ou de deux fonctions de la forme

VIII.
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22 - @y® + b3+ abut.

IX.

Létude des formes quaternaires de déterminant carré, qui

viennent se présenter dans les théoremes

o— g0 my) et

conduira & d’1
travail nous essayerons d’approfon:
nous paraissent de
génieuse des nombres idéauz de M.
effectivement aux théorémes de co
énoncer, et dont on
qui précede. Posons

précédents, savoir :

mp ortantes notions arithmétiques. Dans un auue
dir la nature de ces formes, qui
voir offrir une nouvelle application de I'idée in-
Kummer. Elles donnent licu
mposition que nous allons
trouvera sans peine la démonstration par cc

. Nous avons déja dit qu'en désignant par S et S/ deux substitu-
tions semblables quelconques on ne pouvait avoir la relation

82— fQ, ),

SISI=IS!S
2 a Q. V/ Q
qu'en supposant S et 8’ exprimables par les puissances d'une méme
o ~ . g
substitution. Glest ce qu’on peut établir de la maniére suivante :
) y\ . \ < ’
D'aprés le théoréme du § V, si Pon désigne par X, u,v; N, !, o/
2 : y ) [15) >
les quantités qui déterminent les substitutions S et‘S’ ’cL 7pl'u‘yi.‘
M, 1 celles qui déterminent I: 1tuti 6 ¢ ity
g q ent la substitution composée S, S', on aura

g =2+ Np+ L,
; o
M= pg+pp+M, i T)_FL’
T iR e s T
u=pg+T, s
. s STl v-+v' 4+ N
ou L, M, N, T ont la signification donnée (§ V). On aura identi- M=

qucmenL

Cela étant, si I'on perm simi z Y
] il 3
i ) (O i O (0 0 o 3 P u ultanément A et ).’, et ', v et y!

Tn second lieu, faisons

de maniére i obtenir les quantités analogues a ¢, a1, u pour la

o " o 2 il
ZEl[l;fllllelzll S'S, on trouvera immédiatement que ces quantités ne
ifférent des précédent p ig) :
P entes que par les signes de L, M, N. La con-

e il el ol 1dg f "
Lk ;(IL @ E;l) i3 ?f)‘\’ £ dition S8’ = S'S entraine donc les relations
il € ol 1 dg L= M= ok
ﬂl:p.P—i—E(q ol =W )= 5 o S o0 M=o, N=o
(ol ) gl
1ﬂ=vp+;< dp Hax Zd""), =@, m=o. n=o
s

W = ppl -+ W4 p W5

e e als 0 . o - . I
pusque le déterminant relatif aux trois fonctions linéair
ns lin €s L, M, N
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est essentiellement différent de zéro. Or les valeurs de Z, m, n font
voir que A, , v sont aussi respectivement proportionnelles 4 2/,
u!, ¥'; la proposition annoncée revient donc & celle-ci :

Toutes les substilutions semblables oit A, p., v sont propor-
tionnels & (rois nombres constants se rédutsent aur puis-
sances d’une seule substitution.

Pour le faire voir, observons en premier lieu que ces quantités
) @, v ont nécessairement des valeurs rationnelles, si la substi-
tution est a coefficients entiers. Nous pouvons done supposer en
général
A= rla, w= kg, 9= 5
), i, v étant trois entiers conslants sans diviseurs communs, etk
un facteur rationnel arbitraire. Cela posé, prenons six autres

membres o, B, v'5 o, B85 ", de telle sorte que le déterminant du

systeme
G
‘11 B
o

soil I'unité; en faisant
)
cz+By+yz=1u

do+Pfy+ys=9
oA+ By +y3=w,

la forme ternaire proposée f(z, ¥, 5) se changera en une forme
équivalente que nous désignerons par F(u, ¢, %) et dont les sub-
stitutions semblables se déduiront immédiatement de celles de la
proposée. Désignons, en efet, spécialement par S les transforma-
tions semblables de f, ot a, (3, 7 sont supposés constants; fe étant
seul variable, les transformations semblables correspondantes de
seront données par la formule symbolique
£S3-1,
o 3 est la substitution employée ci-dessus, entre les variables @,
¥, & et u, ¢, w. Or il suffira de prouver que SSE-! est de la
forme T#; car de 1'équation
IO = e

on tirera, comme on le voit, bien facilement

S = 5-1T#Z = (ST ).
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Or, comme nous Iayons remarqué dans notre premier arlicle,
les transformations semblables de F(u, ¢, ), données par la for-
mule SE-!, sont caractérisées en ce que la fonction linéaire que
ces transformations reproduisent est simplement la variable «. Ap-
pliquant donc cette forme F aux formules générales (1), nous y
40\1‘ons faire u et v‘nuls, pour en déduire Pexpression particu-
liére des transformations SSE-!. On trouvera ainsi, en supposant

A, A% A e o
Blu, 9, w)= (B B ;X”) et Padjointe — (3" e ),

B, 8, B"
w="U,
o (1==2BX -+ A22) V —2A"A W — 2 (B'L + $")2)U
1— A2 2
i *7.A'7‘V+(1+').]3)\+3X2))\V+2(B“7\—B')\7)U'
1— A2 %

et c’est la le type des substitutions que nous devons ramener i la
forme T”. Observons a cet effet qu’en y supposant nulles les va-
riables u et U, elles doivent fournir les substitutions semblables de
la forme binaire 5
A'o2 - 2Bow -+ A" w2,

Cela nous conduit & faire
1+ AN ) 2 )
=g e

p et g vénfiant I'équation

ey 2 PP—Rg2=1.
Or il vient ainsi :

w= U,
v=(p—Bg)V—A"gW— (nv,+ (L“Lﬁ) U,
w=AgV+(p+Bg)W+ (u"qf (1’__%‘)_2“) U;
d’ou T'on tire
Aw — 8w+ (B'u+ Ay +Bw) /I

5 =(p+qVI)[FW —B'U +(B'U + A’V + BW) y/X]

Aw —Bu—(B'uw— Al +~Bw)y/X
=(p—gVZ)[AW — U — (B'U + A’V -+ BW) /3




216 OEUVRES DE CHARLES HERMITE .
Mais on sait qu’on peut faire
p+qgyX=(P+Qyx)",

les entiers P et Q étant les moindres nombres qui vérifient la con-
dition
Pr—AQ=1.
La substitution considérée étant donc définie par les équations
w=U,
Aw— Du—+ (B'u+ Alv+Bw) /X
— (P + Q&) [2W —B'U - (B"U + A’V + BW) /],
Kw—B'u— (B'u+ A'v+ Bw) /X
— (P— Q) [l3vW — 31U — (BIU + AV -+ BW) yX [,

il est évident qu'elle résulte de la substitution particuliére pour
laquelle n =1, prise n fois successivement.

L’expression générale des transformations semblables donnée
au § I peut étre présentée sous une forme analytique bien diffé-
rente, en cherchant i mettre en évidence les fonctions qui se¢ repro-
duisent & un facteur constant prés, comme nous venons d'étre
conduit a le faire. On y parvient aisément de la maniére suivante:

Désignons par sl o Lrois quantités entiérement arbilraires,
et employons les mémes notations qu'au § V, pour désigner des
expressions analytiques de méme forme, savoir :
0=xX-+pY+vZ
W0 8 = (N i
® = LX -+ MY+ NZ;

m = A& + py +v3,

No+pwy -+

o =Laz-+ My +T

%)

nous trouverons d’abord, en ajoutant les équations (1), aprés les
ayoir respectivement multipliées par N, p', ',

(1— )7’ = (1+7y)0'— 2P — oTIL
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En second lieu, nous déduirons des équations (2)les suivantes :
S ehE df 4 g A
(r—,)(HE—V7>=<l+Y)(H 4 ,)+47X—2%{H,

s aRy af n,
(r ')('% E)'_(Hﬁ")«_fﬁ)(!Z)L/'YY“)'Z"_;”’
NG N e e T o
(1 ‘)<"'d~y .LL;E)_(1+()()\W—{xl%‘);ij~u:[—jll.

Puis, en les ajoutant aprés les avoir multipliées, la premiére par X'
felor . . )
la seconde par p/, la troisiéme par v/, il viendra
(I—=y)® = (1-v) ® — 2y1'+ o T,
Ainsi, lintroduction des quantités arbitraires X, p!s v nous conduit
i celle transformation remarquable des équations (1), savoir :

==1I,
— 2Tl + (1 + ¢) ' — 2,

(b=

(I=1)9 = 2T0 —oyl'+ (1+7)®;

et nous en conclurons en dernier lieu les relations suivantes, aux-
quelles nous voulions parvenir et qu’on vérifiera facilement :

L (0 — i+ o /7),

L (yw—ro— @ /7).

U ost digne de remarque que les coefficients de la forme ter-
naire, les quantités X, u, v, qui définissent la substitution par la-
(|uc_lle cette forme se change en elle-méme, el enfin les quantités
C!]llbl‘CmCHl arbitraives X, p/, v/ ne figurent plus dans les coeffi-
cients de ces nouvelles relations que par les deux constantes y et I,

XI.

Les théorémes de compositions relatifs aux formes quaternaires
Ap2— (A, 1, v),

domnés au § Sterdedui ;
onnés au § VIII, ont été déduits des expressions générales pour

PP—g (X, 1, v) et
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les transformations semblables des formes ternaires. Réciproque- i

ment, on peut obtenir ces cxpressions générqlcs comme Consé- L= L&
é i 2 P — "

quence des théorémes du § VIII par la méthode suivante : I 17,

1= o
U= —g(,  v);

Considérons le produit des trois facteurs

[e2— &, 1y MILE— g (N wh 10672 = 8V, 15 ],

mis sous la forme
W g(f, A, ).

Pour obtenir les valeurs de £, 81, 1, & nous poserons

MW

A 0= i =
a ol T
S=|p o w| m=YyN Ay,

m=v"h—Nv,

U=y — "

U= =

m' = I\ — M,

et, le déterminant & s’évanouissant, la valeur de 1 deviendra

: H=ollpr— a1 V)]
L’équation

P— (£ M, 0) = [p2— g (X, V] [p2— & (N, 1y )| [p"2— £ O, o, v1)]
se réduisant donc & la suivante :

o2t — g Oy s VI — & (£, 8L, W) = [p2 — g(X, 1, v) ]2 [p2— £ (N, 'y V)],

s R R N donnera
e NIy e (8 8, 0) = g py ) [P — g, py 9)]2,

v df A @ oo ndlf
=== L'=--7) Ll i 11 1

) 5 7 2 el 'on en conclura

p i i £ g i Wt
M:ll‘f M= == M*zdm"’ g(ﬁ)ﬁ’ﬁ>=g<p_”§’
N s ; . :
5 A Diailleurs on obtient pour £, M, u les expressions suivantes :

M d‘{')
S o

eI & Ay
= lk)‘ df Ea dT*"(TJ')’

»\" @r

£ =(p2+7)N +2pL —oAT"
A= (p2+ ) '+ 20M— 2uT”,
W= (p2-+v) v + 20N —2yI";

e L (7,' f;i a4 % 4 %), de sorte que l'on retrouve ainsi Pun des théorémes donnés au
2 & ais 1 4 WA i
2 h § VIL. Mais il y a une autre conséquence a déduire des considé-
- 5 Tatior récé
ot Pon a mis, pour abréger, ations précédentes. ;
A s iF Nommons respectivement S, S', S” les transformations sem-
5 o I8 5 A

POI[[‘

f(, m, n), Um0, S 0 2"); gk, wy), £V, 1), O py¥).

Cela étant, on aura les expressions suivantes :

6= (oo Ne pip N plpl) = (L=l L T LD LSS WAL= W),

A= (pp/p'+ ol ok + ppp) = (M —¢'
W = (pp" +plp'y + p'pY) = (N
1 = (pp'p"+ ol + p'I'+p' "+ AB).
Maintenant faisons

=

NI+ ¢'N) (T — B

w+wwwwﬂfpw7gg

blables de la forme ternaire f£, qui sont définies par les quantités

Apo N W :

7 I’; 7 !p—,: (7; & :)7: ;7,,; les quantités analogues par lesqucllcs

sera déterminée la substitution composée SS'S” seront évidem-
£ A B .

ment 2 = 5 Or Phypothése admise précédemment, savoir :

A SRy v

[ P 7 ° &
revient & supposer la substitution S” I'inverse de la substitution S
(voir § IV) : done toute substitution, telle que

S S S,
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: ’ VoY : oy Lo
se tive de S, en y remplagant =, =, = par trois fonctions linéaires

CENPASC
de ces quantités qui donnent précisément une transformation en
elle-méme de la forme adjointe.

SECONDE PARTIE.

Nous venons de résumer Lout ce que nous avons pu jusqu’a pré-
sent tirer de Iétude algébrique des formules générales de substitu-
tion par lesquelles une forme ternaire quelconque se change en
clle-méme. Si nous nous sommes un peu étendus sur ces considé-
rations, c’est dans Uespoir de les lier un jour par de nouvelles re-
cherches a Pétude arithmétique des substitutions semblables, que
nous avons enlreprises sous un point de vue si différent en le fai-
sant dépendre de la réduction continuelle d’une forme ternaire dé-
finie & paramétres variables. Afin qu’on puisse mieux saisir ce qu'il
y a de général dans ce point de vue, nous réunirons ici les deux
questions de D'équivalence des formes décomposables en facteurs
linéaires, et de I'équivalence des formes quadratiques indéfinics,
traitées par le méme principe arithmétique. Dans d’autres Mé-
moires nous donnerons les démonstrations des théorémes que nous
allons énoncer, désirant surtout en ce moment appeler altention
du lecteur sur Pidentité de la méthode appliquée a des genres de

formes d’une nature si différente.

M,

Deus formes sont dites éguivalentes lorsqu’on peut obtenir I'une
Qelles en faisant dans Pautre une substitution linéaire et homo-
géne, a coefficients entiers et au déterminant un. Cest en cela du
moins que consiste I'éguivalence arithmétique. En admettant des
quantités quelconques pour les coefficients de la substitution, on
aura la notion de ce qu’on peut appeler 'équivalence algébrique.
Dans le cas des formes quadratiques & un nombre quelconque 2
d’indétermindes, et des formes du n'*" degré, décomposables en
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2 facteurs linéaires, un seul et méme fait analylique trés simp]v
déroule de it j l

roule c(’zlLe‘ notion. Ces formes, en effet, sont toujours algé-
briquement équivalentes; les premiéres comme réductibles i une

rTé 2 o)

501|1an de n carrés x§ 427 +...+x;_,, les secondes comme ré-
ductibles 4 un produit d ari

: I ekpivariablesiag &y, s s o el e 1A
résulte, pour ces deux genres de formes, existence d’un seul 77 pa-
5 Pecictieals i
riant, c'est-i-dire d’une seule fonction des coefficients, qui la re-
produit dans une transformée obtenue par une substitution algé

P o o . A o
brique, multipliée par une puissance donnée du déterminant de
cette substitution. S’il s’agit d’ 3 i An i

e titution. S'il s’agit d’une forme quadratique & 7 indéter-
mm(:cs_f(xu,xi,...,x,,_q), nous définirons cet invariant comme le
déterminant du systéme linéaire

af W alp

L df I
5 A R e e L LGP
2 dwy 2 dz’ 2 doy 3

Pour une forme décomposable en facteurs linéaires

F=u
; 041 W v o Up—1
ol l'on suppose :

Wi = QT == D@y + €@y o+ 2y,

nous le définirons comme le carré du déterminant relatif aux fonc-
tions
Uy, Uy Uzy ooy Up—g.

Dans ces deux cas L'invariant, que nous désignerons par A, se
o 1ra A 1 1 ; i
repxt::d\xnx.m dans toute transformée, multiplié par le carré du dé-
terminant de la substitution.

II.

On peut particulariser la nature de I'équivalence algébrique de
delux formes, en exigeant que les coefficients de la substitution
solent des quantités réelles. Sous ce point de vue, les formes dont
mnous nous occupons n’offrent plus une seule espéce chacune, et
en supposant leurs coefficients des quantités réelles, on a 1 R
positions suivantes : i g

¥ v

nél' Les formes du' a'™ degré, décomposables en 2 facteurs li-
aires, sont réductibles par des substitutions algébriques réelles

7
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3 7+ 2) types distinets, suivant que 7z est impau:
ou pair. L’un de ces types est encore le produit @y - .. 2,y des
variables, et les autres s’obtiendront en groupant deux & deux les
indéterminées, et remplagant successivement le produit des indé-
terminées d'un méme groupe par la somme de leurs carrés. Nous
les nommerons en général ¢ypes factoriels, et le nombre des fac-
teurs d’un type, qui seront formés d’une somme de deux carrés,

sera lindice de ce type.
20 Les formes quadratiques & n indéterminées sont réductibles

par des substitutions réelles & n -+ 1 types distincts, dont Pun est
, des carrés des indéterminées, les

at(n+r1)ou

la somme &2 23 ...+ T;_
autres sen déduisant en faisant précéder du signe moins le cané
de Pune, de deux, etc. ou de toutes les indéterminées. Nous nom-
merons indice d’'un type quadratique le nombre des carrés qui
sont ainsi précédés du signe moins.

La proposition relative i Déquivalence réelle des formes décom-
posables en facteurs revient a la notion élémentaire des racines
réelles ou imaginaires des équations algébriques; celle qui con-
cerne les formes quadratiques, & la distinction géométrique des
diverses courbes ou surfaces du second degré, dans les cas de trois

ou quatre indéterminées.

111.

Les considérations précédentes impliquent ce théoréme : que
deux types différents ne peuvent étre identifiés par aucune
substitution réelle; elles conduisent aussi a la recherche des
conditions qui doivent ére remplies par une forme pour qu'elle
soit réductible & un type donné. Pour les formes quadratiques,
M. Cauchy a donné Pexpression suivante de ces conditions. Soient
S{Zgy T1, -5 Ta) 12 forme proposée, A; Uinvariant de la forme
4 i indéterminées, qu’on obtient en faisant
Zips =0, s T =05

Z;i=0, Liv) = 0

le nombre des termes négatifs de la suite

A, Ay
Ap, =y =3
A ST
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donnera immédiatement I'indice du type auquel appartient la forme
proposée. Le premier terme A, est le coefficient de #2, et il faut
remarquer que, si 'une des quantités A, A;, par exemple, vient i
s'évanouir, on devra considérer les deux termes =2 ey 9% comme
donnant, 'un un signe plus et Pautre un signe nzoA;/m Rl;,;mlar( uons
qu'en appliquant la méme régle & une transformée de / les (luan-
lits Ay, A,, ... changent toutes en général, mais de mani?‘n{ que
le nombre des termes positifs et négatifs de la nouvelle suitc; s[oi{
exactement le nombre des termes positifs et négatifs de Panciennc.

IV.

Un premier point de contact entre la théorie des formes décom-
plosablcs en facteurs et la théorie des formes quadratiques con-
siste en ce que la connaissance des caractéres propres aux.(livcrs
;\_)[vpccs quadratiques, que fournit si simplement la mél.l}ode d;-
S[;{ha;:l;)ﬂ,‘e:;ufﬁt pour arriver & la distinction des types factoriels.

D' = 0 0. o D

la forme pr 2 ; dési :
e projpeste; 4 désignant la méme chose quau § I il esl
aisé de voir que les coefficients de la forme quadratique

N2 9
9=(ﬂ)+(ﬂ)‘+ W\ (o)
0 2l @ T N

e N r 1

sexprimeront rationnellement par ceux de . Or le type JSacto

’-lj‘[[c Fet le type quadratique de © ont précisément méme
po ey 1% 2 o :

indice. Alc.ns, si I'un des deux détermine lautre, J’ajouterai la re-

mnarque sulvante :

Soit © une fonction rationnelle quelconque des quantités

et faisons

quelle it 'indéterminé 1
| que soit I'indéterminée z, les coefficients de la forme

il iln)’ I fw)\?
f= St e L s\ 2 [ R
l-—m( o ( = 2 fis st A T
0 \& =) B O T e
i\
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s'exprimeront encore rationnellement par ceux de F, ot l'indice
du type quadratique auquel appartient cette nouvelle forme sera
I'indice du type factoriel de F, augmenté du nombre des quan-
tités o qui sont supérieures & 3. Ainsi le nombre des quantités o
qui sont comprises entre deux limites z, et 3, sera déterminé par
la différence entre P'indice du type quadratique f pour &=z, et
Iindice du type quadratique de la méme forme pour 5 =

W

Arrivons maintenant i la question de I'équivalence arithmétique
de deus formes décomposables en facteurs, et des transformations
semblables de ces formes. Cette recherche, que nous allons rap-
procher de celle qui est relative aux formes quadratiques indé-
finies, repose sur les principes suivants :

Désignons par mod*u le carré du module d’un facteur linéaire
quelconque de I, clest-d-dire le carré de ce facteur, s'il est réel,
ou le produit qu'on obtient en le multipliant par le facteur con-
jugué s'il est imaginaire. Nous considérons en méme temps avec
la forme quadratique définie

© — 22 mod2u + A} mod2uw, + 23 mod?uy +...+ 22, mod?u,_y,
P 0 0 i 1 3 2 ii—1

ou les quantités ) sont des indéterminées réelles quelconques aus-
quelles nous donnerons le nom d’arguments, et nous aurons lés
propositions qu suivent :

1° Concevant qu'on calcule toutes les substitutions propres &
réduire o, pour toutes les valeurs des arguments, et qu'on fasse
chacune de ces substitutions dans I, on obtiendra ainsi une infi-
nité de transformées dont nous désignerons I'ensemble par le sym-
bole (I). Cela étant, si 'on opére de méme sur une autre forme I/
et que F et F' soient arithmétiquement équivalentes, (I) et (F')
seront identiques. L opération de réduction est faite ici dans le
sens que je lui ai donné dans la troisiéme de mes Lettres & M. Ja-
cobi sur la théorie des nombres.

2° En supposant entiers les coefficients de T, ceux des formes
contenues dans (F) le seront pareillement, et auront des limites
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déterminées par une scule fonction des coefficients de F, 4 savoir
Iinvariant A. ’

5 QO i

3¢ Silon désigne par & Pune des formes de (F), il 0’y aura au-
cune transformation semblable de $ qui ne soit donnée par

el le calcul
arithmétique de (I') tel que nous 'avons défini.

X 4" Toutes les formes F, a coefficients entiers et de méme in
rmnl. A, sont réductibles a un nombre fini de classes distinctes Uva:
application de cette derniére conséquence, que nous allons .jnc;"(‘
quer en peu de mots, conduit & une notion importante sur les ral:

cines des équations & coefficients entiers.
Soit

zx”+3x"-‘+...+ax+z:1(z~a;,)(z‘—a,) (z —a
e —a,

une équation i coefficients entiers de degré n. Représentons par A
cette fonction entiére des coefficients , B, ... a laquelle les Géo
métres anglais ont donné le n iserimi, i
om de discriminant F

G e et g
définir ainsi ; Lt

A =a2n=t(ay— &1)2 (@) —as)?. . . (s — a 2—1)?

2 — ay—y)?,

le second membre renfermant le produit des carrés des différ

i ! P ences
des racines prises deux 4 deux. Si lon pose

U =2g+ G+ A} & +. .o+ al Lz, 1
; —1,
et qu'on considére la forme
F = an=1y, ULy oo lly_yq,

iie‘srm.)cll‘(icicnls de cette forme seront tous entier
élinition que nous avon invari 1

cisément lc[ discrimiuanLSAL.lO(l)lll)]:ccltvzfllLl ;m'a“am' Tcpmd'ulm _Pré‘
ok : s onc que deux équations
dillérentes, donnant lieu & des formes F arithmétiquement éaus
\'_alcntcs7 sont réductibles I'une & Pautre par une snfb‘l'L S
tionnelle, on arrivera a ce théoréme : o e

s; et, d’aprés la

Tndi , s
¢3 cquations numériques, en nombre infini, pour lesquelles

le diseriminan a une me bl
want m ateur, ne contiennen quun
I e valeur ont. t

nombre essenti imité d’i z [
iellement limité &’irrationnalités distinctes.

H. -1
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Wik

Considérons actuellement une forme quadratique quelconque
indéfinie et a n indéterminées. Cette forme appartiendra a un
type d’indice 7, différent de zéro; de sorte qu'on pourra trouver
d’une infinité de maniéres z fonctions linéaires réelles, wy, i, ...y
wn_1, telles qu’on ait

ALV O i Gty
Fo= — uf—uh— . ul s UG S o W

Supposons d’abord connu un seul systeme de pareilles fonctions:

tous les autres s’obtiendront en posant

2 2 - u? 2R —+ u?
— R U o= T = + g UL
2 20 e ] 2 ey o
..AUg—Ulw...—U“‘WUI—r—U‘Hﬁ—

ot en déterminant expression la plus générale des quantités U par
les quantités «. Cela revient a la recherche algébrique des substi-
tutions semblables du Lype quadratique d'indice 7. Or la méthode
¢ dans mon premier article sur les formes ternaires s'ap-

donné
mes d’un nombre quelconque d’indétermindes, et

plique a des for
conduira & exprimer rationnellement cette substitution au moyen
de tn(n—1) quantités arbitraires (). Nous leur donnerons le

nom d’arguwments, c¢ar on ya voir qu’elles jouent le méme role

que les quantités X du § V.
En effet, nous considérons, en méme temps que la forme indé-
finie proposée I, la forme définie
cp:Uz-;-U',‘—rU.‘}—»—...—c—U;'._“

et nous aurons les propositions suivantes :
1o Concevant qu’on calcule toutes les substitutions propres &
pour toutes les valeurs des arguments, et qu'on fasse

réduire o, Lq :
s substitutions dans I, on obtiendra ainsi une infi-

chacune de ce

(') On pourrait, sans recourir & ma théorie, déduire ces expressions de celles
qu’a données M. Cayley, pour le type d'indice zéro. Voyez, dans le Journal de
Crelle, le beau Mémoire, sur les déwrmin;\ms gauches, du savant géometre an-

glais.
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nité dcwlransf'ormées dont nous désignerons Iensemble par le sym
hole (). Cela fait, si deux formes I¥ ot I sont arithmétique J
ol (F)ase ! : Sliquem
équivalentes, () et (F) seront identiques. .

22 En supposlanL entiers les coefficients de I? ceux des for
coymem.ncs dans (F) le seront pareillement, et ayumni d l 1'0“'“0s
(l’clcl‘mm(‘fcs par une seule fonction des cojefﬁcicnls d ;f Jl’l.mlcs
riant A. Un exemple des limitations de ces coefﬁcicms: 4 ’: 1m\‘a-
dans mon premier article, pour le cas des formes Lemai}-;? T

30 Si 1’ Ssi 3
Sil'on désigne par ¢ 'une des formes de (F), il n’y ¢
cune transformation d ¢ 1 L ey
islivse e ¥ en elle-méme qui ne soit donnée par ]

calcul arithmétique de (E), tel quiil a été défini S

4T s formes 1 3

i Toutes les formes quadratiques A coefficients enlier. I
partiennent au méme ty, é 1 1 T
) : YPe et ont méme invariant A, sont réd
tibles & un nombre fini de classes distinctes Y 74

st Prciradd Rgra s o
epuis Pannée 1847, ou Je€ rencontrai
duction des formes définies, Jai cherché
démonstration ri 3
sLnL:un rigoureuse de ce dernier
parvenu qu’apres bien des efforts 4
Ilme reste & montrer comment.

s les principes de la ré-
¢ & plusieurs reprises la
théoréme, et Jje ne suis
la théorie quion vient de voir.
minant positif qui apparticnner;lpzlllu;rll:n{cmtl(:ss S e
dratiques indéfinies et aux formes décom
néaires, on est conduit au méme résult.
relatifs 4 ces deux cas.
Ayant fait

ps aux formes qua-
posables en facteurs li-
atenappliquant les principes

F=Ag? 2 ‘
Az? + 2Bay + Cy2 = (az + by)(a's + Oy) = uw

s

nous aurons d’abord cette ex

Ee ek pression par le t !
binaire dindice wn, savoir ¢ P ype quadratique

F=y:_ V2,
en POSCIH',
U4-u'=ay, D, 5
1 . —u =2y,
Solent ensuite y

Usavia,  U=gyq gy,

et déterminons les constantes «, o

e r i e ’
identiquement ) B, B de maniére a obtenir

Uz — U2 = y2 2,




t
i

228 OEUVRES DE CHARLES HERMITE.
On posera pour cela
a—Br=1, ad/—BR'=o0, a2—f=—r1,

d’ou il sera facile de conclure

Or la forme définie o étant

2

0 = U2+ U2 = (av ~a'v' )2+ (Bv + B'v )2,
elle deviendra par ces relations
P
o = (o2 + B2)v2—+ 2 (a4 BB )W + (a2 + B2V
= (a2 + o) (v2 4 V%) + Gan'w'
-
Remettant maintenant au lieu dey ety leurs valeurs en w et u, il
viendra

L(e—+ a)2u? + L (@ —o)u®

¢ =1 (a2+a'2)(u? + u"‘)‘+ ax (w2 — w'?)

ce qui est précisément la forme (.[ll:ld.l"ul'lil{ue définie & luq.uclle ox;
serait amené, d’aprésle § V, en consxdera.m. F‘ comme apparienan
aux formes décomposables en facteurs lméau't’zs.. (Je 1'cl)x‘cn<?ra1,
dans un Mémoire spécial, la distribution en périodes des formes
de déterminant positif, pour compléter ely, metire ﬁn,.cn f]l;clql.les
points & ce que j'en ai déja div dans un Mémoire sur I'introduction
des variables continues dans la théorie des nombres.)

VII.

; s et .
Pour compléter ce qui nous reste a dire des principes commu
i ces deux grandes théories arithmétiques des formes quadratiques
i un nombre quelconque d’indéterminées, et des formes dccomdpq-
2 1 il
sables en facteurs linéaires, nous allons exposer con:mcnl 011: l0
5 i 1 e
concevoir opération de la réduction continuelle de I'une en ;m
6cé ésigné ©. Nommons £, £, &, ...
des formes précédemment désignés Earlf dlé ) : Soil m;c it
1 ), F désignan
la série des formes contenues dans (), e o
quadratique, soit une forme a facteurs linéaires, el ) d, .
i tesdeF.
Jes substitutions par lesquelles on les a respectivement tixces
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En effectuant chacune de ces substitulions dans © on aura les
transformées correspondantes G, (Y @ o, -, qui seront réduites
pour certaines valeurs de leurs arguments. Or, il est trés facile de
voir, pour I'une et I'autre des formes 9, que toute transformée telle
que @ peut s’obtenir directement par £, d’aprés le mode méme de
formation de © au moyen de F. Maintenant, pour arriver & saisir
I'enchainement de ces opérations arithmétiques de réduction con-
tinuelle, lorsque les arguments prennent toutes les valeurs pos-
sibles, nous observerons que, au lieu d’opérer toujours sur cette
méme forme o, pour en déduire successivement B, @, 6 o o
peut concevoir I'une quelconque de ces formes, obtenueau moyen
d'une autre précédemment réduite, en ¥ introduisant les valeurs
des arguments pour lesquelles elle a cessé de Iétr
quant alors la méthode générale de réduction.

Or ici est Porigine d’une notion importante, que nous allons
présenter d’abord, dans le cas particulier de deux arguments va-
riables. Imaginons que ces deux arguments soient les coordon—
nées d’un point rapporté sur un plan & deux axes fixes, de sorte
qu'd tout point de ce plan corresponde une forme o entiére-
ment déterminée. Indépendamment de toute connaissance sur la
nalure analytique des conditions que doivent remplir les coeffi-
cients d’une forme réduite, on peut concevoir I'existence d’une
courbe séparant les points du plan

e, et lut appli-

auxquels correspond une
forme ®, toujours réduite, de ceux auxquels correspond une forme
qui ne lest plus. Cela posé, soient, & une distance infiniment voi-
sine de cette courbe, /) 37, 57 ., les diverses substitutions qu’il
faudra successivement employer pour réduire de nouveau P; nous
nommerons réduites adjacentes A ® les transformées DI GIN DL
quon obtiendra en faisant ces substitutions dans ®. Et, si I'on ap-
pelle § 1a forme de (F) a laquelle @ correspond, nous donnerons
le nom de formes contigués i §, aux transformées STl
qui en vésultent par les substitutions ¥/, 3%, ... Dans le cas
général, considérons Pensemble des valeurs des arguments pour
lesquelles une forme @ est réduite, ces valeurs étant telles que
cetle forme cesse de étre lorsqu’elles subissent une variation in-
finiment petite. Nommons encore Y, ¥, ... la totalité des substi-
tutions propres 4 réduire ® de nouveau, dans cette hypothése d’un
changement infiniment petit dans les arguments : les réduites ad-
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jacentes seront les transformées ®', @', ... quirésultent de @ par
les substitutions ¥, 3, .. .; et, en nommant # la forme correspon-
dante de ® dans (F), ses conligués seront les transformdes £
£, ... qui s’en déduisent par les mémes substitutions.

Celle notion des réduites adjacentes conduit a imaginer la dis-
position graphique suivante du calcul arithmétique de la réduction
continuelle de o :

Ayant représenté par les désignations abrégées ®, @', @', ... la
série indéfinie des réduites quadratiques qui correspondent cha-
cune a une forme de (F), nous coneevrons qu’on fasse avee toutes
ces formes un tableau dans lequel chacune d’elles sera immédia-

tement environnée de toutes celles quilui sont adjacentes, et aus-
quelles onla joindra par autant de traits. De la sorte toute forme®
se trouvera réunie par deux traits & une autre @'; car @ ayant
pouradjacente @', réciproquement @' aura pour adjacente ®. Main-
tenant, si 'on place sur chaque double trait une désignation abrégée
de la substitution par laquelle 'une des deux formes dépend de
son adjacente, on aura la réunion de tous les éléments du caloul
arithmétique dont nous avons essayé de donner une image claire
et sensible.

On pourra encore, dans le tableau ainsi obtenu, remplacer chaque
réduite quadratique par la forme ¢ qui lui correspond dans (I'); en
conservant d’ailleurs toutes les indications de substitutions. De li
résultera une disposition par groupes de formes contigués, dont on
va voir 'usage dans la démonstration du théoréme suivant.

VIIIL.

Lorsque les coefficients de la forme T sont entiers, que celte
Sforme soit quadratique ow décomposable en facteurs linéaires,
il existe un nombre fini de substitutions semblables, telles
qulon peut exprimer, par les produits des puissances de ces
substitutions, toutes les transformations de cette forme en elle-
méme.

Je dis en premier lieu qu'il suffit d’établir ce théoréme pour une
forme déterminée ¢, de Iensemble (F). Supposons, en effet, que I
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se change en £ par la substitution 2, en désignant indéfiniment
par S les substitutions semblables de 4 : toutes les substitutions de
méme nature relativement a I seront données, comme on sait, par
la formule $5Z='. Cela posé, admettons que S s’exprime par le
produit de diverses substitutions S/, 87, 87, ..., de sorte qu'on ait

par exemple
S=5'SS"
En posant

T=ERSH,  W=FFEH 1= SRR M= 98T
on vérifiera de suite la relation
T

On voit par la comment a toute expression de la substitution S,
par un produit d’autres substitutions, correspond une expression
toute semblable pour la substitution T.

Cela posé, soit @ la forme quadratique qui correspond 4 ¢. Cette
forme sera réduite pour certaines valeurs de ses arguments; mais,
en les faisant varier de mouveau, et considérant ensemble des
substitutions qui se présentent successivement pour la réduire,
nous avons fait la remarque (§ V et VI, 3°) qu’il n’y avait aucune
transformation de $ en elle-méme qui ne soit comprise dans cet
ensemble de substitutions. En partant de celte proposition, qui est
fondamentale pour ce que nous allons avoir a dire, nous raison-
nons comme 1l suit.

Supposons formé le tableau complet des formes de (I), disposé
par groupes de formes contigués, ainsi qu’on I'a expliqué plus
haut. En vertu du second théoréme des § V et VI, ce tableau ren-
fermera, répétées une infinité de fois chacune, un nombre essen—
tiellement limité de formes différentes. Ainsi il s’agit de saisir, en
général, par quel enchainement de substitutions on peut toujours
lier deux transformées identiques occupant dans le tableau deux
places distinctes.

Pour y parvenir, nous concevrons quon groupe les formes du
tableau de la maniére suivante :

Partant d’abord de £, nous la joindrons & toutes ses contigués,
pour en faive un premier groupe (A). Ensuite nous regarderons la
totalité des formes contigués a (A) comme formant, d’une part,
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(A) lui-méme, et de Pautre un second groupe (B). Nous continue-
rons de méme en regardant les formes contigués a (A) et (B)
comme formant, d'une part, (A) et (B) et, de I'autre, un ¢roisicme
groupe (C). Enfin, ayant en général obtenu les groupes (A), (B),
(C), ..., (K),le suivant (L) sera défini comme réunissant les formes
qui, sans appartenir aux groupes précédents, leurs sont conligués.

Cela posé, j'observe que si deux formes égales & £ se présentent
4 deux places différentes dans le tableau général, etqu’on les prenne
I'une et autre pour points de départ d’une disposition par groupes,
on arrivera identiquement aux mémes résultats. On se rappelle, en
effet, que toute forme quadratique @ se déduit directement de sa
correspondante £, dans I'ensemble (I7); de sorte que deux trans-
formées égales dans (F) raménent des formes quadratiques offrant
les mémes fonctions des arguments et, par suite, les mémes opé-

rations de réductions successives. 3

Cela étant, considérons les groupes successifs dans lesquels on
retrouve la forme £, qui a é1é prise pour point de départ. Autant
de fois cetle forme se trouvera reproduite dans un groupe, autant
on aura de transformations en elle-méme. Nommons S, 8, §', ...
ces substitutions. De ce que nous avons dit précédemment ré-
sulte que ce sera toujours I'une de ces substitutions qu’il faudra
employer pour passer de ¢ (quelle que soit sa place dans le tableau)
a la méme forme placée dans le groupe le plus voisin. Donc, de
proche en proche, on voit que la substitution a faire pour passer
généralement de £ & la méme forme, placée en tout autre point,
résultera nécessairement de la combinaison successive des substi-
tutions fondamentales S, S, 8', ...

IX.

11 est possible de réduire de moitié le nombre de ces substitu-
tions fondamentales; car on démontre immédiatement, comme con-
séquence de la maniére dont elles ont été obtenues, qu'on y trouve
simultanément S et S=, S’ et !, ... Mais ¢’est seulement pour
les formes décomposables en facteurs linéaires que jlai pu obtenir
Pexpression du nombre des substitutions fondamentales, entiére-
ment indépendantes. Il est alors le méme que celui des arguments
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essentiellement distinets dans la forme quadraLiquc o, c’esl-d-dire
comme nous l'avons annoncé au commencement dcla ce I\Iémoirc:7
la somme diminuée d'une unité du nombre des facteurs linéairc;
réels et du nombre des couples de facteurs imaginaires coniu-
gués. La démonstration de ce théoréme (') sera pcour nous l’ob‘]'el
d’un )!c‘moire particulier, dans lequel nous montrerons comm(;]nt
nos principes s'appliquent d 'étude des équations algébriques dont
les coefficients sont des nombres entiers. Nous terminerons en re-
marquant que la présence d’'un nombre illimité d’entiers arbitraires
dans les transformations semblables des formes ternaires résulte
fldes cox;sidératil;ms préeédentes. Car en supposant, pour fixer [cs:
idées, deux substitutions fondamentales S et S/, Iexprossion. «é.
nérale des transformations semblables scraibtlzibe,li CE;I:-;::ZWH 41

SmSnSrs'e.

-3

m,n, p; g étant des entiers positifs ou négatifs. Or aucune réduc-
tion ne saurait avoir lieu entre les nombres Ty [0y <o 0n &1 cau;c de
Pimpossibilité de permuter deux substitutions clis’li'nc;.cs
nous I'avons démontrée (§ IX, 17 partie) :

comme

Paris, juin 1853.

, 5 i
(‘ ) ll ne semble pas que M. Hermite soit jamais revenu sur ce théoréme, qui

présente une grande analogie avec le théoréme de Dirichlet sur le noml)rc»g

unilés complexes fondamentales dans un corps algébrique. E. P iz

—— oo




	0439_01k
	0439_01l

