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complewe représenté par le déterminant des quantités
(@) ()1 oo (@)m—1s
Gy G s Im—ty

So Si oo Sm—1y

aura pour norme Uunité.

Pai trouvé aussi : quw'il suffisait d’obtenir le systéme des
substitutions propres & réduire la forme D dans un intervalle
Jfini des quantités A et K, les substitutions correspondant &
toutes les autres valeurs de ces mémes quantités se dédui-
sant de celles-la.

De la on déduit que toutes les solutions de I'équation

Norme g(a) =t

peuvent s’obtenir par un nombre limité d’entre elles, convena-
blement choisies, mais d’autres considérations ménent a la méme
conséquence. Je vais les indiquer en restant dans le cas particulier
qui me les a fait découyrir.

Désignons par  la racine réelle, et par 8 et v les deux racines
imaginaires de I'équation du woisieme degré & coefficients entiers

z? + Az + Bz + C=o.

Soient aussi # et deux unités complexes de la forme
&+ ay + %23,
je dis que de ces dewr wnités en résulte une troisiéme dontelles

sont ['une et Pautre des puissances enticres.

Posons, en effet,
D = omie, W= ?m“\bu“

m, n, my, 7, étant quatre nombres entiers tels que

mny — Ly =1,
on aura réciproqucmem

© = dro-n, U = Wm -,
De deusx choses I'une : ou l'on pourra faire par excmple:b =1,

le théoréme est démontré : ou bien au moins @ =, e étant
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: S
moindre que l'unité et 2 pouvant prendre une infinité de valeurs
dli}"erelltes.‘ Or,.ayanF toujours norme ® —1, on conclurait qu’il
existe une infinité de solutions de cette équation dans lesquelles la
] A ;
valeur de I'unité complexe réelle et celle du module analytique
es deux umfes conjuguées imaginaives seraient aussi voisines du
nombre 1 qu’on le voudrait, ce qui est absurde.
Une méthode toute semblable m’a conduit & démontrer que
) : )
dans l.e cas des trois racines réelles, toutes les unités sont les
produits des puissances de dewz d’entre elles qui ne sont pas ré-
. ) ) . os io
du?luhles I'une et Pautre aux puissances entiéres d’'une troisiéme,
et oo oo
et il ne me parait pas difficile d’étendre les mémes considérations
au cas le plus général.

Quatriéme Lettre.

.La derniére Lettre que j'ai en I'honneur de vous écrire était 4
ety partie que j’ai eu communication, par M. Liouville, d’une
Note tirée des Comptes rendus de votre Académie, et dans I;qu(}lll!
vous traitez de la réduction des formes quadratiques, a coefficients
enue.rs, sousun point de vue qui ne s¢ serait jamais présenté & mon
esprit et qui m’a vivement intéressé. Le résultat plein d’élégance
:Lluquel vous arrivez par une méthode si simple m’a fait rec]let;cher
51!, .(il.ansdr;c;muvcau type de formes réduites, il y avait encore pos-
sibilité d’obtenir des limiteti jCl 7
lement du déterminant. e

En particulier, j’ai considéré les formes définies ternaires

f=axt+a'y?+ a's? +2bys +2b ws + 0 bwy,

dans lesquelles, d’aprés le principe de votre méthode, il faut faire
par exemple
b 12
$=$E+3'fn y=—;5+ﬁ’m
o désignant le plus grand commun diviseur de & et &, déterminé
par Iéquation :
w=0bB+ b'p.
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On obtient ainsi la transformée
AL+ A2 + @' 52+ 2B+ 2005,

ot I'un des rectangles des indéterminées a disparu.

Cela posé, st les coefficients de la forme proposée sont li-
mités, au moyen du déterminant D, il en sera de méme des
coefficients de la transformée. En particulier, X peut s'éerire

= [35 (ab?+ a'b?—20bb'0") = ﬁ (aa'd'—a" 5" — D),

donc

Or on peut ensuite supposer
2B <X,

en déterminant convenablement § et §' dans 1'équation
©=0bp+ B0
ou, ce qui estau fond ]a méme chose, en changeant dans la trans-
formée & en £+ mn. Quant & la limite du dernier coefficient &,
elle se tire de 'équation
AN — B2 = aa’— D"

En revenant aux premiéres considérations qui m'avaient fait en-
trevoir, il y a longtemps, limportance de la recherche du minimum
des formes a un nombre quelconque de variables, i été conduit
A présenter de la maniére suivante les idées que vous avez le pre-
mier émises sur 'impossibilité de certaines fonctions périodiques.

Soient, pour les fonctions d’une seule variable,

a-+by—1, a'+ b/ —1
trois indices quelconques de périodicité, je considére la forme dé-

finie ternaire

d+ by/—1,

2
f=(az + dy + aa)t 4 (ba + by + b4+ %’

Do (ab’—- ba’>"
A

dont le déterminant
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Si ab'— ba' n’est pas nul, et que les deux équations

az + d'y +a's = o, bx + by + 'z =0

ne puissent étre vérifiées pour des valeurs entiéres de z, y et 5, la
. . . o, 2 2
fonction sera impossible. Car pouvant faire, pour toute valeur de A
)

s <VaD
et, @ fortiort,
(az + a'y +a's)? + (b +b'y +b" )2 < {/>D,

on (!e[%lllrall des indices proposés une période dont le module

ser/axt infiniment petit. Mais cette conclusion n’a plus lieu si
. : 5

ab'— ba' = o. Alors je considére la forme binaire

f=(av +a'y) + (ba + by)+ L:,
A

dont le déterminant, dans I’hypothése admise, se trouve étre

+ 02
N

(?r il est maintenant facile de prouver que lorsque abl— ba/=o
l'on ne peut méme admetire les deux périodes g

a+by—1 et

si 0 irr i a-dire si
n les suppose irréductibles, ¢’est-a-dire si les équations

@'+ b'y/—1,

aw +a'y = o, bx+ by =o

ne peuvent avoir lieu en nombres entiers. On peut faire, en effet
&) )

pour toute valeur de A,
o

(¢x+a'y)?+(bz+b'y)2<‘/?l),

el, a fortiort, .

ceEul j(‘:cmd'ull. de nouveau a une période infiniment petite
e 1 1 a péri '
s on?llons de plusieurs variables a périodes coexistantes que
vou 1 1

s avez introduites le premier dans Vanalyse, peuvent éure trai-
tées par les mémes principes.
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Soient
/e Ry Sy =

n indices simultanés de périodicité correspondant, respective-
ment, aux variables
& 3 ooy Uy
dans une fonction telle que £(x, 7, -+ -, ), je dis gue st le nombre
de ces groupes d’indices, supposés irréductibles, Sul‘PflSSe 20,
la fonction proposée sera impossible, dans ce sens guon sera
Sforcé d’admelire un groupe d’indices simultanés infiniment
petits.
Faisons, pour abréger,
A =a;Ty+ Ay Ty +. ..+ Qan+1Zan+1,

B =bx

by @y 4. o= Dop i1 Tansa,

R = ki@ + ky@s .. .+ Kapr1Tans1y

.+ b1 @i,

£ =Lz + lxy~

le déterminant D de la forme

2
Zon+i

f= Bt A 2

sera, comme on le trouve aisément,

P b AT ST
G S R

ban oo Kon lm’
et la conséquence que je voulais obtenir découle, comme précé-

demment, de la relation
N\ Plant
JE <§> ),

4 laquelle on peut toujours satisfaire quelque grand que, soit A. .
Si I'on suppose que le déterminant qui entre dans 1 expression
de D s'évanouisse, la démonstration n’est plus applicable, mms_la
proposition n’en a pas moins lieu, et Pon obn‘enlt-amm le premicr
terme d'une série de nouveaux cas dimpossibilité dont voici Tes

conditions analytiques.
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Soit, pour abréger,
Ry =12+ Ay @+ o+ Qo= Boniy—i,

Bi = b121+ bas ... bayy 2oy,

B =K1+ ko @y + . ..+ Fans - Zanas,
fi= b+ bay+...+ lont—iTaniy_i,

et soit D; le déterminant de la forme

= SaE AP e rB e

-
SiT'on suppose D;_, nul, on trouve que A?D); s'obtient en faisant
la somme des carrés de tous les déterminants que fournit le sys-
teme

aj, by, weey Ky, U,
Qs, by, ko, U
o B e S A S
Aan—iy ban—iy .oy Ky lpey,

¢ ) o
en employant, d’une maniére quelconque, an — ¢ lignes verti-
cales. Or, toute fonction périodique de 7 variables sera impossible
lorsque, ayant 27 — ¢ groupes de périodes simultanées irréduc—
tibles, savoir :

[+ by V=T, ey +du /=1, ..., byt Gy =3 [
le détlerminant D; de la forme /i, composé avee ces indices, slan-

X J » 3\ . 2

nulera. Kn effet, on arrivera 4 un systéme de périodes simultanées
infiniment petites, en considérant dans la sévie des formes

S, Sevay ooy San—1, \
la premiére de celles dont le déterminant ne s'évanouit point. La
derniére d’ai " 156 i
erniére d’ailleurs est dans ce cas, car on trouve aisément

i
Dypy = (@l + 01+ k).

; A
1)lL an.aljse que je viens d’employer s’applique & une question
ien différente, & la théorie des unités complexes les plus géne-
rales, et donne ce théoréme :
el o ;
Sottlm le nombre des racines réeiles et des couples de ra-
anes imaginaires d’une équation trréductible a coefficients




160 OEUVRES DE GHARLES HERMITE.

entiers et dont le premier coe icient est Uunité, st Lon a m!
unilés complewes quelcongues, formdes avec les racines de celle
équation, elles peuvent towjours sexprimer par les produits
des puissances enticres, positives ou négatives, de m'—1 autres

convenablement chotsies (*)-

Nommons

les racines réelles de I'équation proposée, et
: 5

B1, Y13 Bz Yas -o-5 B Yo

les divers couples de ses racines imaginaires. Soit encore

o;(0) = ai abi - ztci 4. .- am=1l;
une unité complexe quelconque, et

log o2 (@) = (#)is
logei(8) 2u(r) = (B 1)i>

+.. o+ Z (L)t

F(a)= ai(a) + @2(a):
F(?«‘():f»‘l(py“{)x-*’zz(ﬁ»‘[)z+‘--+$m'(p,‘{)m";

ie dis qu’il est toujours ossible de déterminer, pour &y, Lz, ...,
J a ) 1) Zay

&, UN SySlEme de valeurs entiéres, positives ou négatives, telles

qu’on ait

(1)

2xm’
g @=r

F(z)=o0 ou FiF1(a) 9372 (@). - -
Gette coundition d’ailleurs aura nécessairement lieu a la fois pour
loutes les racines, réelles ou imaginaires, puisqu’elles appar-
4 une équation irréductible.

tiennent, par hypothése,
ossible, et voyons quelles

Supposons, en effet, U'équation (1) imp
conséquences YOU s'ensuivre.

Le théoréme complet, savoir : Quily a effectivement, dans tous les cas,
m'—1 unités complezes indépendantes par los produits des puissances des-
quelles on peul représenter toules les autres, est un des plus importants, mais
aussi un des plus épineux de la Science des nombres. La démonstration Tigou-
reuse de ce théoréme a été donnée par M. Lejeune-Dirichlet dans les Comples
rendus mensuels de I Académie de Berlin du 3o mars 1846. Voir aussi cen
d’octobre 184 et d’avril 1842, et une Lettre du méme auteur A M. Liouville.
(Journal de Mathématigues, t. V; 1860-) JacoBr

(@)
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i renierilis i et

En premier lieu, deux systémes distincts de valeurs entidres de
$

indéterminé ]
ées, Ly, Ly, ..., Zy, ne donneront jamais la méme va-

leur de I'(e). Car, ayant, par exemple,

@11+ @2(@)s - T (s = 1 (@)1 -+ ya(a)y +-. -

= Y m (%)t
on en déduirait
(1= p1) (1 =+ (B2 —y2) ()24 o .+ (@t — your) (2) s = ©
=@,

B
clest-d-dire une solution de 1'¢ 1
quation (1), ce qul est re |7
pothése admise. t b MR

Cela posé, je considére la forme quadratique

F = F2(By, 1) + F2(Bs, 12) .. + F2(Ba, )

- F2 (o) o+ B2 () oot F2 () + 200
Az
dont le déterminant est i
(1) (a1)2 (a)m—y |2
(€N (a2)s (a2 Ymr—y
D 317‘ e (n—1)1 (an—1)s (;;L;;).,,;‘:_I
2 Bove (B (B v1)me—a
(B2, y2h (B2, ¥2)2 (B2 Y2 )m—a

Bars Yot (Brrs Yo

etg le supposerai d’abord différent de zéro

: ans ce cas, sije cherche les minima de la forme F pour d
o 6 : des

eurs indéfiniment croissantes de 4, il est clair quen l;osqnt %

2
F(a)=log $2
el, par suite, e
E(B, v) = log® (8) @(v),

e
obtiendrai infinité L8
Jremc - Emf infinité d’unités complexes, D(2), toutes diflé
s, d'apres la remarque précé oo £ St
écédemme
absolues réelles, ainsi o 5 ERoRLiEe, g Ao sl
ey que les modules des valeurs imaeinai
seront aussi voisins de Punité qu’ e
e > uwon vi s Oy -
sorte ' fonctions linéaives ! 1“Oudl& Or ou aurait de la
5 { ; aives et homogénes, & m/ indétermindes
leres, qui serazent susceptibles de prendre R S
o I re une infinité de valeurs

11




162 OEUVRES DE CHARLES HERMITE.

num

est absurde.
Lorsque le déterminant D sera différent-de zéro, on peut done

satisfaire par des nombres entiers 4 I’équation

ériques inégales et comprises dans un intervalle limité, ce qui

() + @a(@)s oo @ (£t = O

Cela posé, je fais
yale)n+ya(s) oo (@) = log Y (),

5y (@)1 Ba(@)s = oo o Bp(X)ime = log Z(«),

5

logV(«),

01 (a)g—+ 0a(t)a .- oo
los nombres entiers y, 3, - - -, ¢ élant pris de maniére que le déter-
minant relatif a ces équations li néaires et la précédente soit l'n-
“nité. T1 est clair qu'on pourra tirer de 1a les valeurs des 2/ unités
oi(a), exprimées par les produits des puissances entiéres de Y(a),
T o 00p V() qui représentent autres unités complexes, au

nombre seulement de m/ — 1.
1l me reste A examiner le cas ol le déterminant de la forme F

est supposé §'évanouir. Soit alors

Fi(a)= () + 2a(2)y o Zawmi ()i

Fi(B, ) = 2108y 1+ 2By et ooe @ =i (B Y )m—is
el soit D;le déterminant de la forme

Fy=F; (B, 11) -+ F} (o 2) F-e ot F2 (B 1)
Dhui

-+ F?(zl)+F:i(a.,)+“.+ (g ))<= S

ouve, tout & fait comme préoéden-

Si I'on suppose D;_; nul, on tr
e des carrés des di-

que A2D; Jobtient en faisant la somm

ment,

vers déterminants que fournit le systéme
(211 ()1 (%p—i)1 (B1y Y B2yt --- (Bay o
(21)2 (%2)2 (#n—1)2 (81, Y1) (Bay 7 (B Yl

(@x)mim =i (@)mi—1—t - (tpetYmia—1 Bty Yi)m—1=2 (Bay Ya)mimt—i oo BroyYadn-id
en employant m/— 1 — i lignes verticales. Considérant donc dans
la série des formes
Fll Ful 0O0%) Flll'—ﬁv
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la pregi(;re de celles dont le déterminant ne s’évanouit poi
la derniére est toujours dans ce cas (!)], on obtiendra absl;(l)mL b
les mémes résultats que ceux auxquels nous sommes pary e
A 17.hcurc7 puisque le déterminant D; devient d'une ; t"enus tO“}
traire pour des valeurs suffisamment grandes de A Bt
Je'nc sais, Monsieur, si ces résultats et la Lnélhéde ue jai
{;onee s;)ntl\fn;;nus, et nommément s’ils se trouvent dcéj; ﬂ]:rl)smlz;
ravaux de M. Kummer, que vous ave: ] el
I\.I. Liouville sans doute ;Ies publierai: Z: lsc;iblzlzit:n(sleslcﬁlu.;dlquerI
si nous pouvions trouver un traducteur, et ce serait pou Durfm]’
particulier un grand plaisir de prendre connaissan s dlr A
cherches d’aprés ce que vous m’en avez écrit. L’(inLC‘ed G
no:nb?e com]l)lexe7 auquel M. Kummer donne le r:;)mujll’]?;’du
mintéresserait surtout au plus haut degré. il

P. S. Dexpressi ité
P L pression des unités complexes au moyen d'un nombre
rmi 1 )
rminé d’entre elles donne lieu & une remary i
g : : ‘ arque essenticlle et
T » lorsque les racines qui entrent dans leur composi
n son s imaginai o
2 ttoutes imaginaires. L'analyse que j’ i employée o ld i
o e 1 ondur
! & nouveau tsoler celle de ces unités dont le module anal
1qluc est un, si toutefois il en existe. Gest au reste lo me s
sultat auquel j 1 sl
L Eigy el je suis parvenu par une tout autre voie d
derni¢re Lettre. TR

(') Il faudrait excepter ¢as ou les unités complexes cons
g I © p!
] 0l
eurs modules analytiques égaux a Punité H




SUR L'INTRODUCTION

DES

VARIABLES CONTINUES
DANS LA THEORIE DES NOMBRES.

Journal de Crelle, tome 41.

il

Amené depuis longtemps, par des recherches sur la théorie des
fonctions elliptiques et abéliennes, a diverses questions d’Arithmé-
, je viens offrir aux Lecteurs de ce Recueil

tique transcendante
résullats auxquels je suis parvenu, el les prin-
cipes de la méthode que j’ai suivie. Ces résultats sont relatifs sur-
tout aux nombres complexes, considérés en général, ou plutot i
Ja théorie de certaines formes décomposables en facteurs linéaires
ot dont on verra plus bas la définition. Pour la méthode, son prin-
cipal caracteére consiste dans Iintroduction, par un procédé gi-
néral et trés simple, de variables continues, qui font dépendre
les questions relatives aux nombres entiers des principes analy-
tiques les plus Slémentaires. Clest la surtout ce que je me suis pro-
avee évidence, en revenant méme sur uné
des théories exposées avec tant de profondeur et d’¢légance dans
les Disquisitiones arithmeticee (la distribution en périodes des
formes de déterminant posilif), pour la présenter sous un nouyeau
point de vue. Quant aux questions nouvelles que j'ai essayé de
approfondies autant que je Vaurais

quelques-uns des

posé de faire ressortic

traiter, je suis loin de les avoir
souhaité; aussi je demande Tindulgence du Lecteur pour ce qu¢
mon travail aura d’incomplet, espérant par la suite y revenir et le

perfectionner.
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1

1,

s »
On connait toute P'importance du probléme général, dont I'ohj
est de distinguer si d f 1 R

guer si deux formes sont équivalentes ou non, et de

lrouy 1 .
dom(;:- dans le prfzmler cas toutes les transformations de I'une
ans I'autre. Je m’occuperai, sous ce point de vue, des f
quadratiques définies, & N
5 ques définies, 4 un nombre quelconque de variables, et
deforcy binaires de degré quelconque, pour présenter d’imc
;nanm;eﬁnotivelle ce que jai déja dit dans le Journal de Crelle

omelm . Pessayerai ensuite’ de fonder la théorie des nombrc;

I A o oo

complexes, sur Pétude d’une série particuliére de formes ]
définis de la maniére suivante : P

Soient .

S(w) = wi = Nun=l - Byr—=4 . Ky I
e i=0

une équation irréductible a coefficients entiers, et
Qi(u) = myut =1+ pun=2 . 4y S

une fonction entiére de u, i coefficients entiers : Pexpression
Norme [Xo (@) + Yo, (u)+.. .+ Von(w)]

sera évidemment une fonction homog ne e 'S
evidem clu ho ge et a coefficients entie
T

des n variabl
G 5 W ooy W die
R S nomme en b =
du systéme core A le déterminant

B P oo P S
22 B 0> N S 72 W
Mr P oo Tn Sn

Cela ¢ Jassimilerai
e (.Lanyl, J'assimilerai & Pensemble des formes quadrati
e méme déterminant toutes les expressions iy

1
D = T Norme [Xoy(w)+ Yoo (u)

..+ Vou(u)],

dont les ¢ 1 Sdui
Ty oel:ﬁments se réduiront a des nombres entiers. Ainsi il
e ‘n-\ctivou" que la fonction f(u) ne changeant point, on at
a P Q - 0 4 :
a série indéfinie des valeurs entiéres, puis qu’on prenne
»
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pour chaque valeur de A, tous les systémes de nombres entiers m,
Py---, s qui donnenta la norme le facteur A. Distribuer en classes
distinctes toutes les expressions @, obtenues de la sorte, sera la
question fondamentale d’'une théorie analogue a celle des formes
quadratiques binaires & facteurs réels, et qui indique sous quel
point de vue j’envisage Iétude des nombres complexes.

La définition précédente peut étre simplifiée en observant que
toute forme ® a une équivalente, dans laquelle le systeme

G0 94 oo L G
700 JZN  aon M &

Mmp Pn oo+ Tn Sn

dont le déterminant a pour valeur A, est remplacé par le suivant:

o7
i}
=

E
& B v
® © Gn & s
® @ O© oso Gp=n
Les nombres entiers, désignés par les lettres g, Iy o 005 Uy SOM

positifs et vérifient toutes les conditions

g <, h<By ... I<8,
2 By s OBy
et 'on a toujours
88185400 Op—1 = A.
: o R S

Ainsi, pour chaque valeur de A, on voit qu’il n’existe jamais quun
nombre fini d’expressions @, distinctes. Mais je m’occuperat toul
Qabord des formes binaires qui offrent, dans des circonstances
analytiques plus simples, Papplication des mémes principes.

III.

La théorie connue de la réduction des formes quadratiques de
déterminant négatif, étant le point de départ des recherches que
je vais exposer, je le résumerai en peu de mots.
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1° Toute forme
Sf=awt+2bay + o,
de déterminant négatif
b2—ac=—D

a une équivalente
I = AX2 4+ 2 BXY + CY2,

ot le coefficient moyen 2B est, en valeur absolue, inféricur & A
et C. Considérons en effet, I'ensemble des transformées déduites
de f par la substitution

x=mX + m,Y,

¥y=nX-+ Y,

m, i, Ny, 1y étant des entiers tels que
Mg — myn = 1 ;

puis réunissons dans un méme groupe toutes celles ou le coelfi-
cient de X2 est le plus petit possible, et choisissons dans ce groupe
la forme ot le coefficient de Y2 est lui-méme un minimum : cette
transformée remplira les conditions énoncées.

Pour le prouver, il suffit de faire voir qu'on ne peut supposer
b : : i
=2B> A, puisque A est évidemment le minimum absolu de f,
pour des valeurs entiéres des indéterminées, et ne peut surpasser C;
or on ¢n conclurait

Az2B+C<C,
et la substitution
K==WV, W==W

changerait F en

A(= X4+ Y2 = 2BY/ (= X'+ V') + OV
AX2+9(£B — A)X'Y'+ (A £ 2B + C) Y72,

transformée équivalente, ot un coefficient moindre pour Y2 est as-
socié avee le méme coefficient de X2.

Les formes obtenues par la méthode qui vient d’étre indiquée
se nomment formes réduites, et il est évident que, pour une
classe donnée, on a au plus deux réduites, qui ne différent que
par le signe du coefficient moyen.

2° Les conditions

ol iy, ZoB L@
donnent

4B2 < AC,
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d’oti Uon tire, & cause de D = AG — B2, les limitations suivantes:
B:<1D, AQ<iD.

On en déduit immédiatement que les formes & coefficients entiers
de méme déterminant peuvent étre distribuées en un nombre li-
mité de classes, puisqu’elles ne donnent quun nombre limité de
réduites distinctes.
3° Les conditions
LL.B<A, FaB<C

sont complétement caractéristiques des formes réduites. En effel,
supposons, pour fixer les idées, B posiuf et prenons

F(z,y) = Az? —oBay + Cp3,

- les équations identiques

Fo —1, 7)=E(@ ) — 8z —p) =y =2B)—Al@=1)

F(#,y—1) =F(z,5)— Cly—a)—#(C—2B) =Cly—1)
montrent qu'on diminue la valeur numérique de la forme en dimi-
nuant d’une unité celle des deux indéterminées dont la valeur ab-
solue est la plus grande. On conclut de 1a que A et C sont les deux
premiers minima de F, pour des valeurs enticres des indétermi-
nées; le troisi¢éme minimum est A — 2B - C. Cette démonstra-
tion de la proposition énoncée est due a Legendre; je me suis
servi de la propriété importante des formes réduites sur laguelle
elle se fonde, dans ma recherche du minimum d’une forme ter-
naire définie, pour des valeurs entiéres des indéterminées, dont

'une est supposée égale a Vunité.
V.
Comme premiére application des résultats précédents, considé-
rons la forme suivante :
y‘l
F=ta—ar
dans laquelle @ et A sont des quantités réelles quelconques; soienl

T = AX?-+ 2BXY + CGY?
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o i

sa réduite et
z=mX-+m,Y,
¥= nX+ n Y

: AT S 3 25
la sul;smlut}?‘n' propre a Pobtenir. La condition AC < 41 donne
pour le coefficient minim imi iD; ; i
| um A, la limite 4/2D; on a d’ailleurs

n

A=(m—an)2+ = ;
s

donc : Pour une P é z
253 'valew donnée de A, on peut toujours déter-
miner dewx entiers m et n, tels qu’on ait

V4L

Or de 1a se tivent plusieurs conséquences :

(m—an)* &
) +F<

1° Le produit des deux facteurs (m — an) et I

s : étant toujours
inférieur & son maximum, savoir :

it n
=|(m—an)r+ —
e

on aura @ forsor:
(m— an)? L ox =4
AT
ou
D= &

23

On a d'ailleurs & la fois

i 5 I ?, n? 1 7
( an)<A‘/3a ;_\;<“/§' ou rﬂ<A\/'

donc indéfini
,on peutapprocher indéfiniment d'une quantité quelconque e

ar des fracti i
pa fractions = de telle sorte que Perreur 22 — ¢ soit Loujours
n
I
n2y/3
50 Les 1
i (IICL}X entiers m et donnant, pour une certaine valeur
mi 1 1
Cnlie,rs : mfmum de £, on ne saurait avoir deux autres nombres
; ', n'y tels que n/ soit << n et (m'— an')2<(m an)?
onc, m — g ini o ;
néair,e an represente un minimum absolu de la fonction li7
r— 1 a 3
ay, relativement & toute valeur entidre de 2 et 4 des

moindre que

valeurs enti i
icres de - qui ne surpassent pas 7. Done encore i ap-
n
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i 5 1 r moindre
proche plus de @ que toute autre fraction de dénominateux m? dre,
i / 2 — an)? on en
Iour I'hypothése n < n entrainant (m!— an')z > (m — an)
déduit immédiatement -
/i £ m 2
(5o
\ 7
& S minim
30 Taissant de coté la recherche compléte de tous les minima
3° Lo
ini 6 atifs a raleurs en-
le la fonction & — a, ces minima étant relatifs a des valeurs
de I theib : 3
1¢ 3 3 imile
licres de @ et & des valeurs entiéres de y, 1nfcnem*'es a m‘xc .
: ir indéfini ] ¢re deux mi-
donnée qu'on fait grandir indéfiniment : je consider ‘ )
jstémes dis-
nima conséeutifs de /, auxquels correspondent deux systen
; - i R, I/
i = sz =m/, y=1.
=m e /l: plub z n, o
S 2 1 ¢ valeurs infiniment voisines de 4, aux-
On devra concevoir deux valeurs 1 ; ;
1 2 < syste e sorte
quelles appartiennent successivement les deux systémes, ¢
o 1 antité infini clite, on ail,
qu'en désignant par 3 une quantité infiniment p; 3
n?

(m —an)-+ 75

)

n Y
(i — ar')>+ (—A—:s—}i < e

en mettant la seconde inégalité sous la forme

(m'—an')?

1 ipli e @ mbre,
¢ étant encore infiniment petit, et multipliant membre & membre,

il viendra
i N3 4

. ) R, (iR = - ,y P \/ '
[(m an)(m'—an’) + | o

0. négligeant ¢ vis-a-vis des quan! s finies
L u Les 1 )
On en conclut, en négligeant e vis-a C q 3

5 4
(mn'— nm')* < 37

ar suite ) 3
el apar 2 mn'—nm' = =1,

tte 0 ¢, entre autres choses, qu étant données trois
Cette relation prouy s chi 1

S ; .
1 soulives, %, ™y 2 on aura cette loi de formauo
fractions consécu el

o Ay
m! = km' == m, n' = kn'E£n,
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J élant entier. On peut toujours, en eflet, supposer
nues, k, [, définies par les deux équations

deux incon-

m' = km'+lm, n'= kn'+ In,

lesquelles donnent
m'n'—n"m'
l=——  — — & il
mn —mn

le numérateur ayant, aussi bien que le dénominateur, 1’

unité pour
valeur absolue.

V.

Ce qu'on vient de voir, sur I'approximation des uanlités par
q ) i I

des fractions rationnelles, était connu par la théorie des fractions

conlinues; en faisant dépendre ces résultats de la seule notion de

formes réduites de déterminant négatif, j’ai eu pour butde donner

un premier exemple de lemploi d’une variable continue dans une

question relative aux nombres enliers, et aussi de faire voir com- ‘
ment cette longue chaine de VErités, propres a PArithmétique

tanscendante, se lie dans Porigine aux éléments de I’Algebre. La

recherche compléte des conditions d’équivalence de deux formes

de déterminant négatif se présenterail, maintenant, comme consé-

quence des résultats qui viennent d’étre obtenus, mais je ne sau-
rais pour cela que reproduire I"Ou\'rage méme de M. Gauss. Lais-
sant donc de ¢té les propositions importantes qui se rapportent 4
I'équivalence propre et impropre, aux formes ambigués, jarrive
a_la théorie des fonctions homogeénes, telles que

f(@, ) = apan + ATy Lt @y~ Anyh.

1° Désignons par =+ ay les facteurs lindaires réels, et par
@+ By, © + vy les facteurs Imaginaires conjugués de la forme
proposée, de telle sorte qu’on ait

S(@y) = ay(@+ 2 y) (et ay)...

; (@+auy)(x+By)(z-+ 1) (2 + Buy) (= + 1.5)
Gl

B+ 2v = n;

composons ensuite, avec ces facteurs et avee des quantités réelles,

.

=

|
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By gy o0 o Py Uy 0

la forme quadratique définie

() 3) = @+ ery P B+ T o B R )
2w i) (@ 1) o 2 (@ B (@ ).

Cela étant, on concevra qu’on calcule la suite indéfinie des sub-
stitutions propres & réduire o, lorsque les variables ¢ et « passent
par tous les états possibles de grandeur. Chacune de ces substi-
tutions, faite dans f, donnera une certaine transformée; nous dé-
signerons leur ensemble par le symbole (f). Or une premicre
observation consistera en ceci :

fet ¥ étant équivalentes, (f) et (F) seront composés des
mémes formes. /

Pour le démontrer, soit

z=mX+ mY, y=nX-+mY

la substitution qui change f en

I NP T ce = DO ) g

posons

pi—
m+ en m—+ Bnr

g == &I g —+ Py
s T 0 Sl A I a

on aura

F = Ao(X +ayY).- (X aU,Y)(XA.—]J‘Y)(X +c1Y)...
(X by Y) (X = @)

et la forme quadratique ® composée avec I, comme 9 avec /; sera

P=Ti(X+aY):+.. -+ T(X + apY)?
+ 2 UK+ V) (X -+ )+ 2U(X + by Y) (X + ¢y Y)

Cela posé, si I'une des formes de (f) a été obtenue en faisant dans /
la substitution propre i réduire o, lorsqu’on y suppose, en général,

je dis que la méme forme se trouyera dans (F) et aura été obtenue
en réduisant @ dans 'hypothese

T2 =t2(m +an)’ U2 = v2(m+ pr)(m+yn).

Soient, pour abréger, P la substitution qui transforme Sl
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et Q la substitution propre i réduire ©; on vérifiera d’abord im-
médiatement que, par la substitution P, ¢ devient @ : done, réci-
proquement, par la substitution inverse P=!, @ devient o (l7c telle
sorte enfin que © et @ se changent en une seule ¢t mémclf’onnc ré-
duite par les substitutions Q et P=' Q.

Maintenant ces deux substitutions, faites respectivement dans v
¢t T, donnent une méme forme, la substitution inverse P~ ranr.lc-
nant tout d’abord F a f.

H, ost ainsi ])I'OLl\-"e' que toutes les formes de (f) sont dans (F);
la réeiproque est évtdentAe, car on peut raisonner de F a f abso»7
1:1(;1[1;:!, comme on l'a fait de f & I'; (/) et (F) sont donc iden-

20 Glest parmi les formes dont ensemble a été désigné par (f)
que nous choisirons une réduite pour représenter la classe entiére

i laquelle appartient f; dans ce but, nous allons établir quelques
résullats préliminaires. i

Soit, pour un systéme déterminé de valeurs de ¢ et
bl
z=mX +mY, r=nX+nY

Tty R Sha
fu})slltutlon propre a réduire o; en conservant les notations
précédentes la transformée réduite @ sera

& =THX+a; Y)2+...+ TH(X + a, Y)?
+2UF(X + b Y) (X + ¢ ¥) +...+2U3(X + by Y) (X + ¢, Y)
v Y),
les quantités T et U ayant pour valeurs
T2 = ¢>(m+ an)3, U2 = uz(m + Bn) (m+yn).

La u : i é
: ransfom/lee déduite de £, par la méme substitution, sera éga-
ement représentée par i

F=AgXn+ A X0—1Y ..+ A, XYA—1 A, Y
=Ag(X+aY)o (X ap V)X +by Y) (X ¢, Y). . (X b, Y) (X 0, Y).

Soit encore, pour abréger,

& =PX24 QXY .
de sorte que QX S

2
T R R ) 2 S
2m2 2 2

ai Tf+...+ ad Tg + 2b;c U +.. .+ 2 b, e, U2

I
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On pourra faire, en général,

U=mwyP,
ViBe)U = 4 V/R;

T=w/P,
:\T:z.?\/ﬂ,

les quantités o, @ d'une part, ¢, U de Paulre, donnent les équa-

tions correspondantes

xuf+...+<u&+2m'f+.u+9,m‘
o] o 2 DU =
@A AP0 oar .:)E‘,—Fndh +...+2d) =T,

Enfin, nous remplacerons I'équation unique

Y(be)U =4 VR,
par les deux suivantes

cU =y y/Re,

) ¢lant largument de Pimaginaire b. Cela posé, nous transforme-
rons comme il suit Iexpression en facteurs linéaires de F. Mulu-
plions les facteurs réels X +aY par T, et chacun des facteurs
imaginaires conjugués X +bY, X+ cY par U; on aura d’abord

T, T,...T, U U3...USF = A, (TX + aTY)(UX + bUY) (UX+cUY)...;

puis, en introduisant les (uantités o, , o, U, et représentant, pour

abréger, T, T;... T, U U;... UJ par (TUD,

- (0V/PX o RY) (my/PX + eD 4 YRY) (o y PX e~ h /RY)...

Or telle est Uexpression de F i laquelle nous voulions arriver; par
une simple raison d’homogénéité on en déduit cette conséquence
importante, savoir :

Le produit de dewz coefficients de F, également éloignés
des exirémes, sexprime de la maniére suivante :

|
_ AR
Ajhat = =0y (@),
la quantité désignée par (?) dépendant seulement de v, @, 9,

boet
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On a, par exemple, |

A3(PR):"
(Tunz

Doy =

Of- 0P oY L2, 2

3 gchte quantité (), qui est évidemment réelle, a une valeur
numérique Fsslentlellemcnl limitée, et dont le maximum s’obtient,
quel que soit 7, en annulant les arguments X, et, en faisant

W=

on obtient ainsi la limite

()< =

o

Je pense pouvoir suppri 8 1

Lmer S str:
I ! I P er la d(.mol\allﬂtmu, ([u’on trouvera
sans peine.

0 o Semiy (o 3 &2 g

40 11 n'a point é1é introduit jusqu’ici que la forme quadratique @
fiv réduite. Or cette condition donne, en représentant par D le
déterminant PR — Q2,

PR < D,

e

d’odt Pon déduit la limitation

AT (‘ﬁ)

On est ainsi it & étudi 1 1
insi conduit & étudier avec attention I'expression

n

:
ARz

i

o, en premier liew, a chercher comment elle dépend des variables
¢, wrestées enticrement arbitraires. J'observe A cet effet qu’on a
a

No=f(m, n) = ay(m H+ogn)...(m4ayn)(m+Bin)(m “+ Y1 1)

(m —+ Byn) (m + yyn).

On a posé dailleurs
T = 2(m +an)?, U2 = w2(m+Bn)(m+ yn),
el Pon en déduit immédiatement que

2 o
Ad

TTOR = (e




e
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En second licu, le déterminant PR — Q2 de ® peut étre rem-
placé parle déterminant de g, oun’enlrent que les variables ¢ etu;

on a ainsi

Telle est done la fonetion de ¢, w et des qualil'és propres seule-
ment 4 la forme £, et qui sert & limiter les coefficients de toutes les
formes contenues dans (f). :

5° Il importe de bien voir comment celte fnncflion (] eslrhée imu-
lytiquement a la classe entitre (:lcs formes équlva(l}er:lle.s a{. ! ceL.
effet, considérons une transformée quelconque F, déduite de f par

la substitution : i :
z=mX+ ngY, y=nX+ngY.

ived F iendr: y : ans 0 les
La fonction 0, relative 4 I, s'obtiendra en remplacant dans f le

quantités
: ag, % B
respeclivement par
! Rop: B 9 Go

Mettons encore 4 la place des variables ¢ et w, de 8, dauues
lettres T et U; cela fait, je dis que § et © coincideront en prenant

T2 = (e +an)?, U2 = wi(m +an)(m+ Bn).
s
o <
Effectivement, on trouvera comme tout a Iheure

ARl
oy = (w)?
D’autre part, ainsi qu'on I'a établi précédemment, la fomc qua-
dratique ®, composée avee F, de méme que ¢ avec f, savoir:
& =T3(X +a, Y )2 +...+ Ti(X +a,Y)*+2U} (X 4+ by Y)(X 4 Y)+.e
ou bien, dans Ihypothése admise,
O =t} (m+an)2(X+a Y )R+ + . (m (X + a, Y)2 .
se déduira de o par la substitution i

0 T o R — X Y

donc les déterminants de ces deux formes seront les mémes; done :
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le rapport établi entre les variables de @ et celles de 6 rend ces
deux fonctions identiques.

De li se tirent deux conséquences importantes.

Premicrement : Les fonctions § et ©, relatives a deux formes
équivalentes f et F, prennent les mémes valeurs lorsque les va-
riables passent par tous les états de grandeur, et ont méme mini-
mum. Ce minimum sera pour nous la définition du déterminant de
la forme binaire de degré quelconque.

Secondement : Les formes quadratiques o et @, déduites de
deux formes différentes f et F, avec les valeurs de ¢ et  d’une
part, T et U de lautre, qui donnent le minimum des fonctions 0
et 0, deviendront équivalentes en méme temps que fet F. Ainsi,
® se déduira de ¢, par la méme substitution que E de f. Pour rap-
peler cette propriété, nous appellerons, dorénavant, la forme (qua-
dratique ¢ la correspondante de f.

VI

Les considérations précédentes nous conduisent 4 nommer
Jformes binaires de méme déterminant Pensemble des fonctions
homogénes de méme degré, pour: lesquelles le minimum absolu de
la fonction § aura une méme valeur. Nous donnerons aussi le nom
de réduites d’une forme f A la forme unique, ou aux formes de
I'ensemble (), qui correspondent & ce minimum de 0. Gela étant,
on ¢tablira facilement ces propositions :

1° Les formes équivalentes ont les mémes réduites.

Supposons que le minimum de la fonction 6, relative a J, s’ob-
tienne pour les valeurs

le méme minimum de la fonction 0, relative a une transformée
¢quivalente F, déduite de f, en faisant

z=mX +m,Y, y=nX+n,Y,
correspondra aux. valeurs
T2 =<2(m+an), U=v(m—+Bn)(m-+1yn).

Oril a été démontré plus haut que les formes de (f) et (F) cor-

I — L 54
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u, T, U, liées de cette manitre,

178
respondantes a des valeurs de ¢,
¢élaient précisément les mémes.

Celle proposition fait dépendre I'équivalence de deux formes,
de Dégalité absolue entre les réduites, ou les groupes de réduites
qui leur correspondent.

50 Les formes i coeffictents entiers, de méme déterminantt,
se distribuent en un nombre fint de classes.

Toutes ces formes ne donnent, en effet, qu’un nombre
réduites, car ces réduites élant représentées par

limité de

F— A Xe A Xo-1Y .o Ay XEr-t An Y8,

urs du nombre entier ¢, de zéro & n, la
(

VIL

on a, pour toutes les vale

Jimitation

Ak < (:

prineipes qui viennent d’étre

Pour premiére application des
dratiques A facteurs réels.

exposés, nous considérons les formes qua
Alors la fonction g, comme on le voit immédiatement, est indé-
pcndanlc des variables ¢y, ts et se réduit a 1’ex1)1‘ession connue du
déterminant. On a alors 'exemple unique dans les formes & deux
indéterminées, mais qui Se reproduira dans la suite de ces re-
cherches, et un peu plus ¢tendu, d’un nombre infini de réduites
Effectivement, les variables £, (, restant
une forme fdonnent I’ensemble désigné
it maintenant de les obtenir par laré-
me définie o, lorsque les variables
loyer les notations

pour une forme donnée.
arbitraires, les réduites d’
par le symbole (f), et il s’ag
duction continuelle de la for
passent par Lous, les états de grandeur. Pour emp!
habituelles, nous poserons

[f=az? 4 obzy + ¢y = a(v + ay) (@ +dy);
on aura
‘_-W,%;_“ﬁ — a2(a—a = 4(B2— ac),

1562

] 2 T
et, en introduisant dans o le rapport (?") , qui y figure seul au
1

fond,

() = @+

= (@ +ay)t -+ M@ +dy)
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dlc sorte que l’enscml{lc (f) des réduites s'obtiendra en fai
¢:msf Lou%t‘:s les substitutions propres 4 réduire . lor: )(USM‘”
d ll!l(! maniére continue de zéro i Pinfini. Shialegni
En }'clal:mt dans le cas général, ot les coefficients de Vi
qu@l:tus quclconqucs, nous nous fonderons d’abor. S?M =
vation sulvante : : he

1”\ Conccvolns quon attribue aux indéterminées d
sy cmc.s‘pc?smhles de valeurs entidres; soient co e%dtycf? lous l('as
comme distinets deux systémes, tels GO, ek nsidérés toutefois
range par ordre croissant de grandeur 1057 ‘?;leu: x], —J, etquon
On aura ainsi une suite qui dépendra de la v;l:: G
llotlf désignerons par le symbole ()\)_ e ao e %) C% que
systemes flc.s indéterminées reproduisa}ent uil(c miom) 3 Dlszieurs
de les réunir pour les comprendre dans un mém. e acaidels,
,,Cel(? L"Lrlr!tZ faisons croitre A d’une maniére coe %"OUPC- 2
Uinfini positif, et cherchons comment s’introduigJ nimlc ShaFos
ments dans Pordre des termes de Pensemble (%) e;’ lies Clm‘nge‘
effet que tous ces termes sont des fonclions C;)I‘llj observe a cet
it]c]lé;s]orlc[ qu"eF passant d’une valeur déterminée )':“:511;:2 b L(lc
imen \ i vl
i cons‘ij:ilt?fz, 32‘10 ‘l*‘ dA, on n"altyérera jamais Pordre de dc;z
Mais supposo : 1n IR fh“‘uremc sera une quantité finie
]llUSiCln!sllcr 03 qlflfe es groupes formés de la réunion de deux o‘
- lzf;sl:s 'rent, pour la ?’ﬂlclll‘ particuliére Xy, des \«zil‘em.l_l
gales; on voit clairement que deux ter A
pour =1, auront d’abord été séparés l . i et
i o7 Petenndelat: UL I)CL: li)xilfl(-,fl‘lil:lll‘::;mte""crli leurs

b une valeur un
dcuucllme e d )\o.lCar, en représenlant A par une absecisse, ¢
X lermes seraient les ordonné P
@ ées de deux droi i
o ‘ : oI OLles qui, aprés
o tlxon, changent de position relative par rapporlt h’l’al\ 1 o
st donc toujours en d i
. ev.
o b enant égauxdquc deux termes consé-
pour entrer dan 1
s e a I S une suite nouvelle
i le:ua;llon bien simple, Popération arithmétique de l;
: a
i o nuelle fle ¢, pour toutes les valeurs positives de )
infini, devient facile A saisir o
) ; comme on va le voir.
)
2* Prenons pour point de dé
€part une transformé 1
e : o ransformée déd
es coefficients extrémes soient ine i

' gaux. 8
teprésenteront, comme on 'a établi 1 0o coclficients
2

les deux premiers minima

= |
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de ; done, lorsque ), croissant d’une maniére continue, atteint
la limite au dela de laquelle une nouvelle réduite vient s'offrir,
l'une ou lautre de ces deux circonstances aura nécessairement
lieu. Ou bien le troisiéme minimum deviendra ¢égal au second,
puis le remplacera, ou bien les deux premiers minima deviendront
cux-mémes égaux el intervertiront leur ordre. Le premier cas
pourra d’abord se présenter plusicurs fois de suite, mais le second
finiva nécessairement par arriver ; car, moins d’étre indépendant
de 2, un méme terme ne pourrait toujours éwre le premier mini-
mum. 11 est évident d'aillears qu’il n’aura lieu qu'une seule fois;
ce qui conduit a le considérer d’une maniére particuliere. Nous
nommerons done réduites principales les formes de (f), aux-
quelles correspondent des réduites de @ dont les coefficients ex-
{rémes sont égaux; toutes les autres recevront le nom d’intermeé-
diaires. Cela posé, lorsque, % croissant d’'une maniére conlinue,
une transformée réduite de ¢ cesse de Iétre, par suite de I'échange
du troisiéme minimum avee le second, la substitution propre &
obtenir la réduite suivante sera nécessairement

z

o=y
ou son inverse

Py AT b e
En effet, le coefficient de X* reste égal au premier minimum, ct
celui de Y2 est bien le troisiéme; en employant la premiére ou la
seconde substitution, selon que le coefficient moyen sera négatil
ou positif. De Ja méme maniére on obtiendra donc ainsi toule
réduite intermédiaire de (f) au moyen de la réduite précédente.
En second lieu, si une réduite de » cesse de étre, par suile de
|’échange des deux premiers minima, on aura la substitution

z=Y; ==X

Mais alors on sera p‘arvenu 3 I'une des réduites principales de ),
que celte substitution changera en son associée opposée. Eten
continuant les opérations, on verra de nouvyeau soffrir une suitede
réduites intermédiaires, puis une réduite principale suivie de son
associée opposée, et ainsi jusqua Iinfini. Nommons; pout abré-
ger, Pet Q les substitutions

o e Ay =Y et Py e
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en _partanl d’une réduite principale, de rang quelconque, la substi
tution pour obtenir la suivante sera ), suivie de P 0?1 s;n ‘suv S~L-‘_
= pr.is.e autant de fois de suite qu'il se préscnlr-l.‘a de for ’”“Cfbe
termélrllau'cs, c’est-d-dire QP?, le nombre entier l étant om'(;'bfm_
nn’gn’uf, EL, en général, on peutl résumer les opérations 121-52‘1, Ol‘l
Ia‘ rcducnr?n de la forme @, pour toutes les valeurs de X C:Dll: 'es T
d’une maniére continue de zéro & I'infini positif dans la fél‘mulkesan

...QP!QPIQPH. ..

3° Les formes de ( /), que nous avons nomr s pr S
formes d </ ) € S ces 'ul[.‘t'pllle' onl
des caractéres distinctifs de toutes les autres, et qulil im )’ O b ;
q If <

d’établir.
A cet eflet, soit
F=AX24+ 2BXY+ CY2= A(X +aY) (X +a'Y)
une ransformée quelconque de £, obtenue par la substitution

T =mX+mY, y=nX-+tn,Y,

on prouvera d’abord immédiatem

ent que F apparti a(f), si

la forme définie . B e
B = (X - aY)2 A (X 4+ alY)2

estredmlc.7 en attribuant & A une valeur positive convenabl

cette condition est a la fois nécessaire et suffisante. Mais )elj’ el

ve.ul de plus que I soit une forme principale, il fi e el

s pale, 1l faut quon puisse
I+ A =a?+ Xa'2;

s, I'une des q eta €lre plus grande aultr us
S [uantités a et a’ doit ét

3 (\,/ : : a € plus gra et 1‘ep]

elite que I'unité. D ailleurs, d apres la valeur de ), ® devient

i a2 i 1 -+ aa’
= X2+ Y249 —— XY ) ;
\ a-+a' s
don r 1
¢, pour que ce soit une forme réduite, on doit poser
1+ aa’\2
4 (* 7‘) <1
a a

Récipr it
i proquement, cette condition néeessaire est a elle seule suffi
sanle, car on peut I'écrire ainsi :

2

4(r—a?)(r—a?)+3(a+a')2<o;
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donc, 1 —a? el 1 — a'? sont de signes contraires, et il est possible
de prendre pour ® la valeur particuliere

(1—a?)(X+aY):—(1— az)(X +a'Y)r=(a®>—a") (X?+Y2+2 %X\’),
qui est bien une forme définie réduite, dont les coefficients ex-
trémes sont égaux.

Ainsi, pour qu'une transformée I = (A, B, G) soit une réduile
principale, il faut et il suffit que la valeur absolue du coefficient
moyen ne soit pas inférieure & la valeur absolue de la somme des
coefficients extrémes.

4° On a supposé¢ implicitement, dans tout ce qui précede, qui
une forme définie donnée corresponde toujours une réduile unique.
Il en est effectivement ainsi en général; cependant nous devons
tenir comple des cas d’exception, qui se présentent précisément
dans les conditions précédentes, savoir, lorsque le second et le
troisieme, ou bien les deux premiers minima, sont égaux entre
oux, On a alors deux réduites qui différent seulement par le signe
du coefficient moyen et, dans (f), deux formes différentes qui
leur correspondent. Mais, de ces deux formes, I'une d’elles répond
2 la réduile unique pour une valeur de ) un peu inféricure, lautre
a la réduite unique pour une valeur de ) un peu supérieure i celle
qui rend égaux les deux minima. Enfin, dans le cas plus particulier
ot les trois premiers minima seraient tous égaux, on aurail une
forme définie proportionnelle a z* =y —+ 2, et susceptible de
«e transformer elle-méme par une substitution de la forme P*'Q.
Quatre formes de (/) correspondantes a cette réduite, seront alors

deux principales et leurs opposées.

VIIL.

Nous avons toujours supposé jusqu’ici que les coefficients dela
forme quadratique f étaient des quantités quelconques. Voyons
maintenant les circohstances remarquables qui se présentent lors-
qu'on les suppose entiers. Alors Densemble (f) des réduites ne
comprend plus quun nombre fini de formes distinctes, puisque
leurs coefficients sont limités. Donc, lorsque la réduction conti-
nuelle de ¢, pour des valeurs croissantes de , aura conduil & une
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forme déji obtenue, la nature méme des opérations montre claire-
ment qu’elles se reproduiront des lors périodiquement en. faisant
croitre % jusqu’a Pinfini, ou en le faisant décroitre jusqu’a zéro.
Ainsi (f) sera composé d’un groupe de formes en nombre fini se
reproduisant une infinité de fois. Nous pouvons donc raisonner
comme le fait M. Gauss, § 187, pour obtenir toutes les classes dis—
tinctes de formes de déterminant D. Calculons pour cela l'en-
semble @ des réduites principales, en employant tous les nombres
A, B, C satisfaisant aux conditions

B AC=TD RS20,

et prenons 'une d’elles, T, 11 résulte immédiatement de nos prin-
cipes qu’a la période des réduites principales de (F) appartien-
dront toutes les formes équivalentes de . Cette période obtenue
on prendra une autre forme G de © qui n’y soit pas comprise e;
L'on calculera de méme la période des réduites principales de (E})
De 1a on déduira une nouvelle classe distincte de la précédente e.L
lon poursuivra les mémes opérations jusqu’a ce qu’on ait épu’isé
toutes les formes de @. Alors on aura obtenu toutes les classes
dilTéran@ de déterminant D, représentées chacune, non par une
fonvne unique, mais par une période répétée indéfiniment d’'un
petit nombre de réduites principales. Ces périodes ne coincident
pas absolument avec celles de M. Gauss, comme on le voit par la
définition des réduites données § 183. Remarquons néanmoins
quelles présentent, comme celles de Iillustre analyste, une %éri.c
de. formes dont chacune est contigué a la précédente }’);LI‘ la : re-
micre partie. En effet, la substitution QP par laquelle on pI;s;e
de Pune & Pautre, est précisément le type des substitutions qlui
donnent une transformée contigué. On pourrait méme sans doute
calculer le nombre 7, par la condition que la forme contigué soit
une réduite principale; mais je laisserai cette recherche an lbecLeulu

IX.

Nous av re A pré i
}OIL‘IS avons encore i présenter quelques considérations sur le
roblé 4 |
probléme important dont 'objet est de trouver toutes les transfor-
mations possibles de deux formes équivalentes I'une dans l'autre




