OEUVRES DE CHARLES HERMITE.

Deuxiéme Lettre.

ous soumettre ce quiil m’est

Permettez-moi de venir encore V
mes quadratiques, de-

arrivé de rencontrer, sur la théorie des for!
de vous écrire. Javais ébauché bien & la
ropriéié générale
distribuer en un

puis que j'ai eu I’honneur
hite, dans ma leture, la démonstration de cette p)
des formes de méme déterminant de se laisser
nombre fini de classes; depuis, j'ai éLé amené 4 une méthode de
réduction plus simple et surtout plus analogue & 'algorithme de
Lagrange pour les formes binaires. Soyez assez bon, Monsieur,
pour me pardonner il m’arrive ainsi de vous entretenir de choses
que je n’ai pas encore suffisamment miries; en présence d’une

, je céde au plaisir de vous com-

muniquer quelques résultats placés a Pabord de questions diffi-
ciles et qui peul-étre seront au_dessus de mes forces. Aussi me
¢ ma nouvelle méthode de ré-
s réduites de déterminant 1,
vé, comme dans le cas des

théorie d’une immense étendue

suis-je borné, comme application d
duction, & calculer les formes définie:
A3 BB e g variables, et j’ai trou
représentée par une somme de 3,

formes binaires, une seule classe,
le de cette méthode consiste

i By © G rrés. L'idée principﬂ
dans Pintroduction de certaines formes liées intimement, comme
je suis parvenu a le reconnaitre, aux formes adjointes de M. Gauss,
sable de considérer d’une maniére

mais qu’il me semble indispen
explicite. En représentant par
g
Q! Xl
S(@o, T1y Zay oo @) = 2‘ 2‘ @i jTi%j,
j e
0 0

sous la condition
= ai

une forme quelcondque d’ordre n -1 (c’\:sL-z\—dirc A n 1 indéler-

minées), je les définis de Ja maniére suivante :

n

n
E(n Yor Yay o In) = 2/ Zib',/y:yﬁ
1

1

en [)l‘cnunL
by, j = @0, j— @0,i%0,J
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ct voici le théoréme auquel elles donnent lieu :
Si la substitution

@y = Xog 4+ My Xy + My X, 4., .+ M, X,
0 ; Xns
21— my Xy~ mp Xy

=, X,

(1) | = X ;
( ,, X+ pXo+.. .4 n,X,,
..................... ;
Zy= HXi+ Xyt 2,X,
E{M[{)g.g\rf(xm 425 soon G @ 1B (3 080 0o, X,), en nommant
7 Ve :
:( iy Yo, ooy Yo) la forme d’ordre n déduite de F, cor ;
Uest de f, on aura SHE
(T ey ooy ya) = '
oy et Yu) =Gy, Yo, .., Yy),

sy

S},l:mn, S5 Y i b o2 Y,
X i - -
©) Yo Yo+ maYs+... 4 n,Y,,

Y= tuYi+ LYs ...+ 4, Y,.

Pour abréger, j .

G 2 € nommerar g lz 3 B0 g

e 51:3~J,r ai g la forme dérivée de f, et (2) la
i dérivée de (1). On trouve aisément que g est définic
C! siliv 5 A R e, N

i ve, si f est elle-méme définie et positive, que le dé
minant de g est y que le déter-
Dy = agit b,

D étant le détermi : i
e Col(]hl;nmnané de /, et enfin que I'équivalence de fel I
entraine celle de g et G, la le conditi
; 2 , la seule condition pour cela é
e el s : I cela étant que le
D: anl {(:latd aux équations (2) soit en valeur absolue l’llmité
e la se tire une consé i1 : o
i séquence importante; c
iy sy 0 | ante; concevons que la
g lu%llorf dérivée soit prise de telle sorte que G de\'icnnL un
rme réduite de son ordre, les coefficients M,, M :

teront encore arbitraires; je di L
bitraires; or, je dis qu’en posant

13055 051556, ¢ 2 <
(Xo, Xy, _,...,x,k)zzlzj,\,-,,xfx/-,
0 0

on pourra les déterminer ié
I a les déterminer de maniére a remplir la condition
Ao < HAoy
pouri =" o
y 25« 1. Cela résulte, en effet, de la valeur suivante :

Ag;= M;
0,8 = Mi@o,p —+ My, -+ riags +. . .- Ly
)
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qu'il est facile d’obtenir, et on a d’ailleurs a0 = Ay Il est es-
senticl d’observer quau lieu de ao,0, qui se comserve en passant
de £ a F, on aurait pu employer, dans ce qui précéde, aussi bien
I'un quelconque des coefficients @y, des carrés des variables. Soit
donc, pour plus de clarté, gy la forme dérivée composée avec ce
coefficient; on pourra énoncer la proposition suivante :

Toute forme

f=S2a,;%i%;

peut éire transformée en une autre Squivalente
fl=2Zay, o 2],
telle qu’ayant, par exemple,
A= Ay

la dérivée g, soit une forme réduite de son ordre, et que la
condition
i < § A
soit remplie pour toutes les valeurs de ¢ autres que t= p..

(Cest la-dessus que se fonde I'algorithme de réduction des formes
définies, quelle que soit la nature de leurs coefficients, entiers ou
irrationnels, mais voici d’abord le but des opérations. Supposons
que, précédemment, on ait choisi pour @y y le plus petit des coef-
ficients ;3 deux cas peuventse présenter : ou bien ";w- = (h
restera encore la plus petite des quantités d; dans la trans-
formée /', ou bien il Soffrira un autre coefficient @y << Ay Or,
dans le premier cas, toutes les autres conditions étant d’ailleurs
remplies, /7 sera ce que je nomme «ne forme réduite. Mais, s
clest le second qui se présente, on poursuivra les opérations en
partant de f!, comme tout a I'heure en partant de f, et, en gé-
néral, on déduira successivement les unes, des autres une suite de
transformées

D o &% oo G%
toutes équivalentes et telles que
T “Lf?n,g(x)‘

désignant respectivement les plus petits des coefficients

75 " (k)
Qiiy @iy @it Zi)
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on ait
Q= Ay e &
ot . apngp > al
> g > aly
api<tapp, Qui<tdpu, .., a® )
3 Qe ) Ao < By, =)

ct que d’ailleurs les diverses dérivées

g o @
Bun &y Bl - &)
soient des formes réduites de leur ordre.

, 1 i > i
: f); Je dis ([u7 un tel systéme d’opérations ne peut se prolonger
i linfini, et qu'on obtiendra nécessairement une transformée 2

$ =322, w0y

(]f:vfml étre considérée comme une forme réduite. En effet, part
d'une forme définie f, les quantités ay ., aj seronly(llcf a'm
If:urs de /f, en supposant aux indétcrminées‘ desp;',ay.leln‘s enliércbs‘a—L
lonl ne s;?urail former qu’un nombre limité de ces valeurs l'csl: :
toujours inféricures & un certain maximum; done on ne agl
mettre ’hypothése d’une infinité de quz\nlités de cette s ‘lt)c“l o
tinuellement décroissantes et, par conséquent, inégales S
: Je v;:llsrlnlainlcnﬂnL faire voir que tous les col:fﬁcients '.5\,' ) d’uﬁe
orme dé réduite & ;
e S S e
e . 1 ! re des indéterminées. Pour
cela, il faut d’abord établir la condition suivante : ;

1
\ a2 (1)

S50 Spocc Sl & (g)

i 4 £
qui est llcx.lcnsxon d’une relation obtenue dans la théorie des
formes binaires. < it
Supposons qu’elle soi 1
s e soitadmise pour les f ¢dui
ormes ré ’ordr
duites d’ordre n,

etdésignons par i coefficients X,

g par exemple par X, o le plus petitd 1

E e 28
la dérivée it l i

@

(= Ej ZEB,-,,.Z‘;x,-
) 1

étant une forme rédui
e réduite de cet ordre ¢ i
, et son déterm '
pour valeur fseie:.
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on devra avoir

|
3 irv{u—l)

(3) £ 0 an b < (—; S By

Or la valeur générale

(4) Bij = Koo Riyj— X0t Ko,j

donne, lorsque les deux indices sont égaux,

Bii

Koo Niji— A3 0

de sorle que les quantités positives @;; peuvent &tre considérées
comme les déterminants, changés de signes, d’autant de formes
binaires (Xg,0, Ro.iy Niyi) Loutes réduites, caron a a la fois

Koo < Koy ot Nop < T X005

donc, on peut poser
Koo Hii < 5 Biis

de 1 on conclut, Vinégalité subsistant pour toutes les valears de ¢,

AL K Xapenn X < (4§ By,1 Bs,e

¢t enfin d’aprés la relation (3)
1)

,
Ao (3')‘ D.
\

Celte condition est par la démontrée dans.toute sa généralité puis-
quelle a lieu pour les formes binaires.

Comme conséquence immédiate, on voit que les quantités X,
%, sont nécessairement limitées, et il en est de méme encore du
déterminant D, de la dérivée, qui a pour valeur 2¢5'D. Cela posé,
admettons que les formes réduites d’ordre 72 aient tous leurs coel-
ficients limités; je dis que la méme chose aura licu pour les formes
d’ordre 7 + 1. En effet, toutes les qu:mlilés #;,; deyront se twou-
ver finies; done, d’aprés la relation (4), qui donne

=

il en sera de méme en général pour X; ;. Or, la proposition  la-
quelle je voulais arriver résulte immédiatement de 1, puisqu'elle
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a lieu pour les formes binaires, et, dans le cas des coefficients ¢rn-
tiers, elle donne ce théoréme (') :

Les formes définies ow indéfintes, réduites pour un déter-
minant donné, sont en nombre fini.

Maintenant, voici une remarque essentielle pour application
des principes précédents au calcul de ces formes.
Soient toujours D le déterminant donné, et

F= IX Xy T2

I'une quelconque des formes définies réduites pour ce détermi-
nant; la relation

L
A

=

D

o0 A Npja o Xy < (g‘)

donne d’abord la limite

La
SORTE
Ao < 3 D

pour le plus petit des coefficients ; ;.
Soil encore }
G =338, 22,

la dérivée rédui sé d i
ée réduite, composée avec A, , el dont le déterminant est
DINSERGRADS

En dL:Slgn;\nt par 8,y le plus petit des coefficients 8, ;, on aura
de méme ,

.\llans, dapres ce que j'ai observé ci-dessus, B, peut éwre consi-

déré comme le déterini : i 3 inai

e minant changé de signe de la forme binaire
wite (Xg o, Noyp, Ry donc on aura :

) Tt v i :
: (|') La démonstration suppose essentiellement que A, , ne peut étre nul, clest
B din . - ¢ A 7
dire que la forme ne peut représenter zéro. Au reste, M. Hermite avait signalé
gna

ce cas d’exception dans une méthode de réduction analogue qu gure dans la
¢du 1 i d
¢ ana q
Lettre précédente. 15518

i e e S
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1° Si %y, est pair,

5 e
Bpp.;i‘z,o*(%io,o)' ou 23 Ag.0;3
20 Si g0 st impair,
Bu2 X5 0— [4(R00— 1T
i it es formes d’ordre
Or, en général, soient £ 6, 1, U, ... 1‘a suite d el
R 1, 0, R — X, R 2y« qUIOD obtient en prenant, pour &, la
L) > 2uenten; S
dérivée réduite de £, pour U, la dérivée réduite de &, pour ¥, la
dérivée réduite de 1, . . .. Nommons respectivement S0 0 @ oo
les plus petits coefficients des carrés des variables dans ces f()rm(:,s,
a5 1) oy ey Wy = Nomms Gl déterminants. On aura d'a-
et Dy Do, 2

bord 5, = S, Doy = Br—2Dy,  Doa=€2Doi, ..,

puis on obtiendra la série des limites supérieurcs
1
§ 1, Gl 7 NE=0) 4 la-n
Nazhe : i 7 i
a8 /m a<() m <) Ve
ot suivant les deux cas, 'une ou 'autre des limites inféricures sui-

antes @ sEe
e poise,  €zif, D2iE, .,

%

ou
B> w—[L@—D), €2B—[HE—0F B2€—

Lexemple des formes de déterminant 1, que je vais trailer,

ilité s formules s ce cas, on a en général
montrera Putilité de ces formules. Dans ¢ § g

L

o

4 2

AL(3) >
ainsi depuis les formes binaires jusqu’aux formes quinaires myclu-
o ém( nL, X < 2, donc X =1, el, depuis les formes a six indéter-

sivement, 2 =1 : .

minées jusqu'a celles qui n'en comprennent pas plus de huit,
A< 3, donc X=10uX="2. Or on va voir que celle seconde
valeur doit élre rejetée jusqu'a = 7'mf:lus’1\‘cm?nt'. 5 ¥
Considérons d'abord les formes & siz indéterminées; on trouve:

1° Pour & la limite supéricm‘c
(—)h:z 05.. . done A
3 ) )
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2" Pour 3 la limite supérieure
4\ A
3 ‘/'z =3,09..., donc 8 = 3;

3% Pour € la limite supérieure

donc € = 5.

Il est inutile d’aller plus loin, puisque la valeur de € est en con-
tradiction avec la limite

2B [3(B3—n)]%
il faur done exclure déja dans ce cas la valeur X — o.
Passons aux formes & sept indéterminées; il viendra -
1° Pour X la limite supérieure

(4\* A
(5) =2,36..., done X = 2;

2° Pour # la limite supérieure

AN
(%) V2% = 3,65.. ., done B = 3;
3% Pour € la limite supérieure
(%)‘f/ﬁ!i‘:;,iohq done € =7 (1);
pour la méme raison que précédemment, X = 2 doit encore étre
rejeté,
Donc, comme dans les cas précédents, il n’existe que 1

valeur % = ¢ &)y @ w
déduisent :

a seule
oicl maintenant les conséquences qui s’en

En premier lieu, pour toutes les formes définies de détermi-

(1) M. Stoull; en xeprenant le calcul indiqué, trouve 8,56 an lien de 7,50 et,
pac suite, € = §, et il n’y a pas de contradiction avee la limite inféricure, qui est
aussi égale 4 8. Le théoréme énoncé par M. Hermite resterait done douteux pour
les formes 4 sept indéterminées ; il est cependant exact, comme 'a vérifié M. Stou(T
en utilisant un résultat de MM. Korkine et ZolotarefT. 15 (2

(%) M. Hermite arrivait encore au méme résultat pour les formes 4 kwit in-

H. — I 9

129
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mbre des indéterminées ne surpasse pas 7, la

nant 1, dont le no
core I'unité pour déterminant. Soit donc

dérivée réduite a en
G = S28,,,@:a;

f = S8 N, j@iwj et

toutes deux ayant I'unité pour

une forme et sa dérivée réduites,
les formes &, dont l'ordre est

déterminant. Admettons que, pour
inférieur d’une unité, on ait
Bj=0

B=1 ¢t

lorsque # est différent de j; les deux conditions

Ho,i < § Roj0

5 Koo = IL»
donneront d’abord
/ HNo,i = 0,
et Péquation
Brj= Koo Xy — HNo,i o, ¢

conduira successivement, pour i =j et ¢ dilférent de j, aux deux

valeurs
K=1, Xij=0.

ffrant la seule classe
on en conclut que, pour les formes ter-
asqu’a celle de sept indéterminées, il
représentée SUCEessive-

Or les formes définies binaires réduites o

x2 -+ y? de déterminant 1,
ires, etc., ]
‘une seule classe
- g, carrés.

de vous développer encore d’autres
e réduction. Au reste,

onduit, pour un dé-

naires, quaterna
n'existera pareillement qu
ment par une somme alo &y 44

Je n'essayeral pas, Monsieur,
rticuliéres de ma méthode d
tes auxquelles on est ainsi ¢
lus ce caractére, pr
¢ elles, & moins d'étre

applications pa
les formes réduil
terminant donné, n’offrent p
binaires, de ne pouvoir étre Gquivalentes entr
identiques, aux signes prés de certains coefficients; seulement, on
peut démontrer que Ja limite du nombre des formes réduites équi-
valentes ne dépend que du nombre des indéterminées, et nullement
de la valeur particuliére du déterminant. Mais pcrmcllcv.—moi.
Monsieur, de revenir un instant sur les circonstances remarcquables

opre aux formes

PSR
le résultat n'est pas

dans les lignes qut
L. B

e lacune dans sa discussion, et

déterminées, mais il y avait un
imé cette partie du texte ety

exact. Aussi ayons-nous suppri
suivent, remplacé 8 par 7.

LET LA THEORIE DES NOMB 1
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auxquelles ie i
uxg . donne licu la réduction des formes d I §
cients dépendent de racines d’équations algéh ety
g ns a )"é l'i A 1
e e o gébriques & coeffic 5
e eul-étre parviendra-t-on i déduire de I3 un syste e
plet de caractér P ¢ e
,lm,‘lg - ¢res pour chaque espéce de ce genre de quantité
analogue par ex a 3 i
% L'v par exemple & ceux que donne la théorie desqf( i
ntinues P 1 4 1 0 :
pour ,]?S racines des équations du second degré e
peut du moins faire concourir trop d’élé e
Illlllil‘)['c sur AEysr Lt 2 . GemeEnts I‘Olu‘ Aeler a1
dont les s celte “"ucte infinie des irraLionnelIesJ 110"bl"CIquc
l es symboles d’extraction de racines ne sl
Somaibd b nous représer
L{,“”cel L ?/]l“)lll,‘ partie. Ici, comme dans la théorie dc:l 5 o
antes, il a éié 1 v & et
: ¢ facile de trouver a une long it e
analytiques de plus en plus compl Sen i
LGes) plexes une origi
L l o origine comu
e d\mn ;mlquc et compléte o n’entrent que 1 iy
éléments du ca : 1S a 1 S
cul; mais quelle tiche immens ; &
des nombres et le calcul inté S
7 i cul intégral, de pénétrer dans la ni o
elle multiplicité d’étres de raison, en les ¢l Saiin by
: en les class: Y 1
duetibles entre eux, de les constiu;m tous i als'bd'zl b
LCut] : ) e c tous individuel ¢
(lcin]nuons caractéristiques et élémentaires ! P
fzxcmlple le plus simple auquel puisse sappli
de véduction est celui des racin | : Sl el
b 2 S es cubiques de res i
En désignant done par « la valeur l‘é(,“;] t S;’O“ﬂ)‘cs e
Sl a elle, et par {3 et
no 1 A { 3
leurs imaginaires de f/A on sera dui E G
auquel je me suis bluczl a réd L A
i ¢, a reduire pour L
e e ] T outes les valeurs de
: » Croissantes depuis zéro jusqu’a I'infini 3
L Jua Linfini, la forme ter-
f=(z+ay

S A2+ By + £25) (@ vy +2z),

dont le déterminant D

LT P
A2A% Soi :
leur donnée quelconque de A i S.Ol[’ dans 'hypothése d'une va-
S A que je repr Lo 3
stitution correspondante ) que je représenterai par A, la sub-

mX+nY+pZ,

z =
y=m'X+ 'Y+ pZ,
z

= m'X+n"Y + p"Z,

¢n posant, pour abréger,
2;(1) =m=oam'sazm’, N(2)=n -+ an'~+ «2n"
: 2 : 5 ; 2
(8) m - Bm'+ 32w, N(@B)=n+Bn'+ B2n"
M) = m = ym!+ r2m’, e
)

Pl@)y=p—+ ap'+azp,
P@)=p + Bp'+ B2y,

NS 7t yat 3ot Py = pr ypie y2p7
)
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/ deviendra

F = [XM(z) + YN(=) -+ ZP(2)]* %
- A[XM(B) + YN(B) + ZP(B)] [XM(y) + YN() + ZP()]-

B AU = M2(a) -+ AM(B) M(y),
1 = N2(a)+ AN (B)N (1),

()
P = P2(a)+~AP(B)P (1);

& & incips r éfinies réduites
on aura, d’aprés le caractere principal des formes définies es,

aup < (4D ou < (4A4),

d’ou, en supposant Al <1,

(2) A< (4A8)3, AP < (4AA)2

A2 < (AL,

Or de la résultent plusieurs propriétés essentielles que je vais d'a-

bord établir. '
in premier lieu, le nombre entier

Q= M(a)M(8)M(y)

5
4\ 2
sz<(§> A

car, d’aprés la premicre des équations (1), ¢
teurs M (), AM(B)M(y) ne peut dépasser son maxunum

2 /(5 ),

vérifie la condition

le produit des deux fac-

Ao se tire la limite indiquée. : . :
Secondement, les deux polynomes a coefficients entiers, savoir:

B(ay= N(MEIM(),  ¥(o) = P(&) M(B)MA),

(qui sont respectivement de la forme
@(2) = o+ ag + 2, W(a) =Y+ ad -+ a2,

ont de méme leurs coefficients limités. En effet, on a, daprés les

relali )
i N(a) <A, AM(B)M(y) <4y,
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done
A (a) < My,

el, par la seconde des équations (2),

P(a) < 4A,
et 'on aura de méme
W(a) << 4A.
Soit ensuite, puisque Bet 7 sont deux imaginaires conjuguées,

A =T, o) = ped,
dot g

pt = ®(B) P () = N(B)N(y) M2 (o) M( ) M(y).
La seconde des équations (1) donne d’abord

AN(B)N(y) < u;
on lire ensuite de la premiére
D2 () AM(B) M () < 7 42,

et 'on en conclut la limite
p<2A.

Ainsi on peut poser, en désignant parv e et 4 des quantités com-
prises entre +-1 et —1,

P (@) = ¢+ ag’ + at o’
+ Bl Bro” = 2 AnedVEL

P() = o +19'+ 12g" = 2 Ane-tv=n,

= fAe,

d'ou

39 =4 A (c+1cos0),

30" =4 V/K2[c + 9 cos(0+2x)],
i 3¢"= 4 /K [e+ qc0s(0— Sl

G <TA ol s YRR ot R
g : : S
¢l on obtiendraiv des limites semblables pour les coefficients du
polynome W, lesquels donnent lieu dailleurs a la condition re-
marquable
Y — ol = 0.

Cela posé, d’apérs tout ce qui vient d’étre établi, nous repré-
senterons la transformée déduite de la substitution effectuée dans f,
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. n T o .
non plus par F, mais par G £, forme évidemment réduite
en méme temps que F et que j'éerirai ainsi

Lo M@ PG TP
5 —['\.' 'M_(T)\ =F M(MIAJ
MBIMEO) [y, NB)y P(8) ][\ . N(y) +T’(‘()L]

(<) ) O TG )

A

ou bien
() W(a) 2
4= [,\ b Y+ e /.]

a0 ) w(g) LB W),
+W(?)[x. Y+—(_rl] [xfT yes e z].

Or, A croissant d’une maniére continue & partir de Ag, nommons
Ay, Ay, Ay, ... la série des valeurs auxquelles viennent successive-
ment correspondre des formes réduites distinctes £, £, £,
Toutes ces formes seront comprises dans le méme type que £, mais
on peut concevoir que I'une quelconque d’entre elles soit obtenue

au moyen de la précédente, en y introduisant la valeur de A, &
partir de laquelle elle cesse d’éire une forme réduite, puis lui ap-
pliquant la méthode générale de réduction. En procédant ainsi, le
caleul relatif a la série entiére des valeurs de A, est ramené i un
nombre limité d’opérations. En eflet, le nombre entier désigné
&une maniére générale par Q, et les coefficients entiers des poly-
nomes ® et " ayant des limites finies, on arrivera nécessairement
A deux valeurs de A, A; et Ay, auxquelles correspondront deux
formes, £;, $i;, qu1 représenteront absolument la méme combinai-
son de ces quantités. Faisant donc croitre A, dans £, & partir de la
limite Az, on verra se reproduire, dans le méme ordre, les divers
termes iy iy Siyay oo de la suite obtenue pour le premier inter-
valle de A; & Ay, et, jusquia la limite extréme des valeurs de A,
Pensemble des formes réduites sera cette série d’un nombre fini

de formes, reproduite une infinité de fois.

0 la considérant d’ailleurs dans ordre inverse, elle offviraitle
résultat d’un systéme d’opérations ot I’on aurait fait décroitre la
quantité A d’une maniére continue depuis Ay jusqua Ag; I’ensemble
des formes correspondantes aux valeurs indéfiniment décroissantes
de A sera donc encore la méme suite prolongée i Pinfini dans un

sens opposé.

LETTRES SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 135

Si ce n’est pas trop présumer de votre indulgence et si j'avais
réussi i vous intéresser un peu 4 ces recherches, je m’estimerais
bien heureux de vous adresser encore ce qu’il pourra m’arriver de
rencontrer dans la méme voie. Aprés avoir prouvé que les pro-
priétés pr cédentes sont caractéristiques pour les racines de toutes
les équations du troisiéme degré a coefficients entiers, je me suis
avrété & quelques recherches sur 'équation M () M(2) M () = 1
dont je pense obtenir la solution compléte. Mais je désirerais sur-
lout. pouvoir vous soumettre un Travail sur les équations modu-
laires, dans lequel jiai élabli une proposition énoncée dans les
OFuvres posthumes de Galois, imprimées dans le Journal de
/‘Tllallzénzaf[{/ues, el qui consiste en ce que les équations modu-
]n'u’cs du sn,-?éme, huitiéme et douziéme degré peuvent étre abais-
sées r@pean'Cl}l(}nl au cinqui¢me, septi¢me et onziéme degré. Je
me suis propos¢ en méme temps de retrouver ces relations si sin-
guliéres que vous avez le premier découvertes entre les racines M
M, A\I”’ . de léquation F (k, M) = o, mais je n’ai pu y réussix‘~
ma]grn: ous mes ¢fforts. Ges premiéres propriétés d’irrationnelles
:li(:zllZ(r])lll‘clséLno;l[);\]ﬂl:l}zbl?i pa};r;‘)décauT;, {ne paraissent f]u plus
latives a la di\"ision du cerfle Prlll i i des'éq““““ns i

el S , clles serviront de point de départ
pour pénétrer plus avant dans la théorie générale des équations.
Ne puhhgrcz-vous done pas un jour, Monsieur, les principes si
cachds qui vous ont conduit & ces beaux théorémes? Il me semble
(ue ce serait encore une voie nouvelle que yous ouyririez aux re-
cherches des géométres, dans une des théories les plus vastes
les plus difficiles. i

[ SRV
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Troisiéme Lettre.

Je dois 4 Uobligeance de M. Borchardt d’avoir regu votre der-
nicre Lettre qui m’a é1é bien précicuse, en portant A ma connais-
sance lécrit de M. Gauss sur les formes quadratiques ternaires.
Permettez-moi de vous remercier aussi de toutes les autres indica-
lions que yous avez eu la bonté de me donner, mais dont mon
ignorance de la langue allemande m’empéche malheureusement de
profiter comme je le souhaiterais. C’est M. Borchardtlui-méme qui
2 bien voulu me traduire Particle de M. Gauss, mais jusqu’ici je
n’al pu Lrouver personne pour me continuer le méme service, el,
A mon grand regret, je reste completement élranger aux lravaux
de M. Kummer sur les nombres complexes, qui m’intéresseraient
viyement.

Comme vous le savez, Monsieur, le but de mes premiéres re-

cherches avait é16 d’examiner le nouveau mode d’approximation
que vous avez donné en établissant 'impossibilité d’une fonction &
trois périodes imaginaires. Ce nlest que longtemps aprés que jal
yu comment ceLte question, et une infinité d’autres du méme genre,
dépendaient de la réduction des formes quadratiques. Mais, une
fois arrivé a ce point de vue, les problémes si vastes que jravais
cru me proposer m’ont semblé peu de chose & coté des grandes
questions de la théorie des formes, considérée dune maniére gé-
nérale. Dans cette immense étendue de recherches qui nous a été
ouverte par M. Gauss, I'Algebre et la Théorie des nombres me
paraissent devoir se confondre dans un méme ordre de notions
analytiques, dont nos connaissances actuelles ne nous permettent
pas encore de nous faire une juste idée. Peut-étre, cependant,
doit-on entrevoir qu’il appartiendra 4 cette partie de la science,
constitude ainsi sur ses véritables bases, doffrir le tableau de tous
les éléments, en nombre fini ou illimité, dont dépendent les ra-
cines des équations algébriques, séparées en types irréductibles et
classés suivant leurs rapports naturels.

Je ne sais si jlaurai réussi a faire un premier pas vers un but si
éloigné, en donnant une méthode pour la réduction des formes bi-
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naires de degré quelconque (*). JVessayerai plus tard de poursuiyre
sous ce lwt?int-dc vue, les conséquences des résultats que j'ai 0])1
lenus, mais, jusqu'a présent, J'ai été plutdt préoccupé de la re-
cherche des principes propres a la réduction des formes les plus
gc’néruleé composées d’un nombre quelconque de variables, ques-
1{01'1 Fafyllzllc et qui peut-étre sera bien au-dessus de mes }‘orccs

Voici néanmoins sur ce sujet un premier théoréme destiné a pré:
senter, dans le sens le plus étendu, la notion des formes adjoi

de M. Gauss. : Gl

Soit

(1) X = f(@1, @3y o0y @n)

S Lo e 5 2
Uexpr ession gencr ale d’une fonction homogéne du m e degré
& nvartables. Faisons

dX
d_z‘l =71

dX

i dX
s i)

dz,

(2)

=yu;
par Iélimination de z,, x., ..

(3)

- Ly 0N arrivera @ une équation

(X s 72y o ) = 0-

Cela étant, les coefficients des- diverses puissances de X se
. 50 i :
1‘cmvl ce que jappellerai les formes des divers degrés adjointes
@ jilley j ési i géné

S(@i, @25 .. ), et je les désignerai généralement, en sup-

posant (gﬂl a I'unité le coefficient de la puissan, a plus élevée
P ce
i it 1 I cleve:

81y 2y ook ya).

Or on aura le théoréme suivant 8
Ry o o

i ; s ant, comme consequence immédiate
de la définition Qe e de [PEOPOSCEE.

La fonction homogeéne

& ote
devenant AP
B XX
par la substitution ey
2y = a1 Xy + @ Xo+. .o+ @p Xy,

@y = b1 Xy + 00Xy ...+ b, X,

n= U Xy + LXy+...+ 1, X,

1
(') Journal de Crelle, t. 36, p. 357, et p. 84 de ce Volume.
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si Pon désigne par G la forme adjointe, composée avec les
coefficients de ¥, comme g est composée avec les coefficients
de f, on aura

&y Yo - caln)= G(Ya, Yo, n Ya),

en prenaitt
Y, = ayyr+ biyet o hym

Y, = a1 4+ byt by

oo lnYne

Mais il importait surtout d’obtenir Je résultat général de Iéli- -

mination des variables z,, s, ;.., Za, enire les équations (1)
el (2). Voici comment on peut y parvenir :

Soit
Kot il oy ) I

ane nouvelle fonction homogeéne du m*™ degré de @y, Ta, ..., &nj
Jlobserve que, aumoyen des équations proposées, les suivantes ont
licu, savoir :
el

) L,

dwp

Blles se réduisent en effet a des identités, en mettant i la place
de X, d’une part, et de yy, ¥a; - oo Vs de Lautre, leurs valeurs
en &, La, ..., Tny Lelles que les donnent les équations (1) et (2)-

Done la queslion est ramenée a I'élimination de zy, Ta, -0y @0
entre les équations homogénes .
do A do . de "
22 = 82 =0, L =
dz, 4 dwy dz, ¥

" car I'équation » = o rentre dans celles-la, et on peut 'omettre.
Ainsi, représentant la forme / par la somme des valeurs du

produit

lorsqu’on attribue aux quantités ¢ tous les systémes de valeurs en-
Lidres et positives qui vérifient la condition

i Dy D=,
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el désignant par

=10]

la relation entre les coefficients A qui résulte de I'élimination de
&y Lay -y Lp €0lre les équations

d

LR af df

=10 B =
day g day W

on aura le théoréme suivant :

Léquation
N(X, 71, 2y -5 ¥n) =0

sobtiendra en remplacant A; iy dans
¢ LA
=,
par
e 35S N i
Xt Ay iy — (F1y Gy eeeg Gg) 22 i B

mm

cauy lp) étant le 1 53 R ;P
B > In) coe_ﬁgcnl numériqice dey'lyg_g .yl dans
e développement de la puissance polynomiale

(Pr+Yarto o ya)m,

On observera seulement qu'il y aura lieu de supprimer comme
Rt (i ; e % X 2
¢ Leur ¢tranger um"j certame puissance de X, ce qui n’altére en
rien la forme analytique du résultat que je viens d’obtenir.
Lapplication aux formes quadratiques est bien simple. La forme

proposée étant
R
&S
f= 2 E @, j T Ty
Vercrnt]
i l

sous la condition ordinaire
Q=i
la forme adjointe g sera

SESY
d
g:ZIZI(m

D étant le déterminant de la forme /.
de el 3
prendrai encore comme exemple les formes cubiques binaires

[ =axd+ 30ty - 3eay? + ey,
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Dans ce cas, Uexpression désignée par 4 coincide avec le déter-
minant unique de la forme, tel que je l'ai obtenu dans la théorie
de la réduction, et le coefficient du second terme de Péquationen X

donne la forme adjointe

L ((dS ds ds ds
e e rm vt =)
= } [(aer —3bce +2¢*) x> — 3(ace — 2bre + bek)aty
+ 3(2ac®— abe — b2e)wy? —(3abe —ate— 2.03) 53]
n étudiant cette forme que je trouve dans un des Mémoires de

M. Eisenstein, j'al reconnu qu'elle se déduisait de f, en y rem-
plagant les variables par les deax expressions linéaires

Py A
dz’ IV"
@ étant Uexpression quadratique
(ac — b2) y*— (ae— be)zy -+ (be — ¢*)a?,
considérée encore par M. Eisenstein, et par moi-méme dans la
Note du Journal de Crelle, sous la forme
(a—B)2(y —y2)2 -+ (B—YR(r—a=t+ (= 2Py —Ber
a, (3, y étant les racines de I'équation
axd -+ 3bx? + 3cw + ¢ = O-

Maintenant, Monsieur, je reviens & la théorie des formes qua-

dratiques, pour essayer de vous compléter quelques points de la

derniére Lettre que j’ai eu Ihonneur de vous écrire. Et d’abord,
j’ai dil reconnaitre que ce qu’on devait se proposer avant tout, dans
la théorie de la réduction, était de découyrir les valeurs enticres
des indéterminées pour lesquelles une forme définie donnée étail
la plus petite possible. De li, en effet, s¢ tireraient les consé-

quences suivantes :

1* En cherchant la série des minima de la forme binaire

2
(;/——az‘)zd-%;
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pour toutes les valeurs positives de la quantité A croissant d’une
manicre continue de zéro & Dinfini, les diverses ‘}f'rzzclimzsZ re-
présenteraient U’ensemble des réduites de la fraction colzltrimw
bquivalente a a. :

Iﬁ," En cherchant de méme la série des minima de la forme ter-
naire

A(z—az)* + B(y—bx)z+%!_

ot A et B sont deux quantités positives quelconques, a et & deux
quantités réelles, toutes les fractions 2, L auraient ce caractére
. ) o T o8
essentiel qu’en choisissa 4 7 . ;
o l(] g : Z):t 3"? dénomanateur z, motndre que x;
ulres fract =, Ui g J
ctions, 5, donneraient nécessairement
A5y — awy)? -+ B(yo— bx)? > A(s — az)? + B(y — ba)?
ar, sl inégalité n’ i i 1
Car, si celle inégalité n’avait pas lieu, expression
A (30— awo)? -+ B (o — bg)? + 5
. X
serait moindre que

A(s—az) -+ Bl — bap + 2

donc cette dernicre ne serait pas, comme on l'a supposé
nunwnm. l p 3

un mec-

Cela éta i1l re qu’ i1
a étant, si l'on observe qu’on peut toujours faire

;\(;_ax)g+];(},%b_z)g+_$;< 3 zAB,
A
et a fortiort
A(s— az)i+ B(y— bz): < 3 m,
A

on voit que, en faisant croftre continuellement A, la série des frac
tions =, £ converge indéfini imi
. iniment ver.

‘ ll’ A ers les limites @ et b, et que,
pour chaque approximation, la somme des carrés des erreurs
s—az,y — iplié r

’,y ba:‘, multipliés par les constantes A et B, est un mini-
mum, ¢'est-d-dire que celle somme augmente, si le dénominateur

commun z diminue.
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mment une infinité d’autres con-

Ce qui précede indique suffisa
iennent dépendre de la recherche

séquences analogues, qui toutes v
difficile d’une limite précise du minineum d’une forme définie quel-
dessus je ne puis former qu'une conjecture. Mes pre-

conque. La-
une forme 4 n variables de déter-

miéres recherches, dans le cas d’
minant D, m’ayaient donné la limite

1
(i!>§1n-h,‘,/5;
B

je suis porté a présumer, mais sans pouvoir le démontrer, que le

1
4 ¥ AR
coefficient numérique <§>1 doit étre remplacé par 7

Comme application des mémes principes, je considérerai en-

(n=+1)
core la question sulvante :

Ftant donnée une expression imaginatre a - by—1: dé-
terminer les entiers complezes
z+_)'\/:-|., l—'ru\/:-_},

pour lesquels la norme de

(o +yv=1)(a+0v—

soit la plus petite possible, sous la condition que z* + )* soil
wu-dessous d’une certaine limite.

)~(1+1L\/—‘|)

On cherchera les minima successifs de la forme & quatre va-

riables

f=(uz——lzy—z)2+(ay T 'in-?f,

pour loutes les valeurs de A; les diverses fractions complexes

.T—#-I}/\/—l

auxquelles on parviendra ainsi, jouiront de cette propriélé carac-
Wristique que le module de la différence

s
3

(ae—by —t)(aw)— byo— to)+ (ay + bz — w)(@yo—+ bay—wy) + —

—(am—by—t) (@ +bzo — o) -+ (@@ — by — to) (b — ww) -+ LZL
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o 4

i . A
croitra necessavrement en prenant towte aulre f/'act[on dont
le dénominatewr aurait un module moindre

Mais une autre propriété de ces fractions les rapprochera en-

carsc .da\'anlage des réduites de la théorie des fractions continues
olent .

l—;—zz\/:7
z'-f-y\/j'

Lo o/
Zo == Yo ‘/,ﬁ I

deux vl‘mcllons différentes qui correspondent & deux minima con-
:lécuufs.de la forme /; de sorte que les deux valeurs de A qui ont
l)umu:dlmn, i ces deux fractions soient infiniment pew diflérentes
une de 1a1(111‘c4 Alors, en observant que le déterminant de f est
en général — remier mini
général 55, le premier minimum donnera, en admettant la con-

Jecture ci-dessus,

(az — by — )P+ (ay + bz — w)* + 2355

el le second
2
(azo— byo— to)? + (@yo—+ by — wy)® + e o
+ e
=) V3 A+ o
%) dlu:. g‘lnnnl une quanlilé aussi pelite qu'on voudra. Cela posé
multiplions ces deux inégalités, membre 2 membre; on ll‘ou\'el‘a’
A 1 .
en employant une formule bien connue ('), :

VAR~ w))

Va

G ‘

|
|
|
[

[

A0 —V/A)[al yyo— am) - b (20 ¥ 4 @y0) -+ tar— tta ] YA (t6yo— 10y i
VAR +w) : ; = M_Iu”%
(VAo V) [a(yay +ay)-+b (@@0— yy0) — oy — o] +VA(yo—toy + uw 2
VAR +w) ; )]
A I it )
SV VAGTw)

dou 6glig i
, en négligeant les deux premiers careds et introduisant la
a

') La for 'Euler, qui
In(Plnd“i[vJ;lcm;le d’Euler, qui donne sous la forme d'une somme de quatre carrés
eux sommes de quatre carxés, suit immédiatement de ce que le
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condition que o est infiniment petit,
2

—=9

(wyo— o) + LT — 2o l)2+ (4o — Loy -+ UZo— UoT)* < 7

el, par conséquent,

(wyo— oy + lo@— Tot)? -+ (tyo — toy + uwry— W) = 1.

Ainsi, la norme du numérateur de la différence de deux fractions
e A i
complexes consécutives est I'unité; on edt obtenu Lwnité ou le

nombre deuz, en employant dans Pexpression du minimum de /
3 5
45\2 5 3 RS 2 (0,
le facteur (»;) au lieu du coefficient hypothétiqu v (&)

2 6eé i 1 re aux nombres com-
La méthode précédente s'applique encore aux

plexes z + y \/— n,dont la théorie est plus difficile et sur laquelle

AT IR RS e R e S o
b'c') est le déterminant du

produit des deux déterminants (ad — be), (a'd
systéme

aa' + bc’,. ab' -+ bd'] ;
[ ca' + dc', cb' +dd'

En effet, il suffit de supposer

—pasoy=T, 6= p=a\
==

o= GV, b= oyl O
a=p g N—, B i Gyes, d==rardiE

pour obtenir
(PP g2+ 12+ 8) (pP+ g+ ")
_  (ppl= qgi—rr—ss)P+(pgitt qpiot st =1

- (pr—gs! + 1 sq' VP (s~ g1’ + p's — ¢ T

Celle de Lagrange vient en mettantg VA, r/B, s\/;\!i, au I‘,Ctl de g, ry s,.‘:.

(') M. Hermite a repris cetie qucstian.dar‘xs un.hlfamolre' \lch‘neur cn;sc sc\»-"
vant des formes quadratiques binnires n indéterminées conjuguées, et démontré
rigourcusement que la norme cst bien égale a un.

2

On doit remarquer que la limite Lypothétique e
mite est trop faible. Pour 2= 4, elle nc donne déja plus la limite supréicure du
minimum. En effet, cette limite est alors, d’aprés MM. Korkine et Zolotarefl)

Vz §/D, et cest la unc limite précise que I'on ne peut abaisser. Comme /2 sur-

/D admise par M. Her-

imi i r i il d le calcul ¢i-dessus,
passe ‘1/3, la limite hypothétique est trop faible. Si I'on reprend h
Y

2 > "ai le résultat de M. Hermite, qui
en remplagant 775 DA /2, on retrouve d’ailleurs ,

¢ é i i . P.
se Lrouve alors aussi complétement élabli par celte voie. E
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je me propose de revenir. Mais ce n’est qu’au moyen de la réduc-
tion de formes de degrés plus élevés quion pourra résoudre les
questions analogues 4 la précédente, dans lesquelles entreraient
les nombres complexes réels @ +y \/n et ceux qui dépendent d'ir-
rationnelles numériques plus compliquées que les radicaax carrés.

Voici maintenant une autre série de questions importantes dont
la solution dépend encore de la recherche du minimum d’une
forme quadratique et qu'on peut comprendre dans cet énoncé gé-
néral :

Trouver, en nombres entiers, le minimum du produit d’un
certain nombre de fonctions linéaires et homogeénes, & coeffi-
cients réels ow imaginaires.

Nommons

les fonctions linéaires a coefficients réels,
8 & o Ewy My Ny, ool ke

les fonctions & coefficients imaginaires, gi et hy étant des fonctions
conjuguées. Si l'on suppose que leur produit prenne la plus petite
valeur possible en attribuant aux indéterminées les valeurs en-
ligres @ = Lo, ¥ = Yo, - - -, et qu'on désigne alors par

T SR com 7

ce que deviennent les facteurs linéaires réels, et de méme par

G 08 G0 BB woen &k RO

2 '

les diverses couples de facteurs conjugués, Je dis que la forme
quadratique

(;{}) - (Lﬁ)z+.‘~+(—f.—">2+7&¢2gmz ot

fZ /;'l
sera elle-méme la plus petite possible pour z — ey
Supposons, en effet, qu’on puisse avoir

fl)z (fz)z fa\2 J ;
) i) Sroose i) -+ LR Balts L &l K
(”I[ 1fg <f% TR e T ey =

2 + Sy g oy
&im =y 200,

10
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M étant moindre que n~+on'; comme le produit des facteurs

(@) (ll>2(IL)?..(lﬁ)’(fﬂlﬂ)’(ﬁzﬁz>?.,(ﬂwhW)’
70 \FY L\ e N g gl
sera toujours inférieur & son maxinum

M n+2n!
= >
n—+on'

la supposi&ion de M < n + 27/ conduirait &

(] ey}

O R N R VR Vi S L L R )

et, par suite, le produit des facteurs linéaires ne serail pas, contre
I'hypothese, le plus petit possible pour & = Zo, ¥ = Yo, -+ Ja
joute qu’en faisant M = n—+2n'le produit () ne pourra atteindre
son maximum ou I'unité qulautant qu’on aura

A Gy e o

gy g2hs 5 gty
S AT B

Nous voici donc encore conduit, comme Yous le voyez, Mon-
sieur, A cette recherche singuliere de tous les minima, d’une
Sforme quadratique, correspondant au® divers systémes de
valeurs de plusicurs parametres qu'il faudra supposer passer
par tous les élals possibles de grandeur. Telle est du moins la
voie qui nous est ouverte, par 'analyse précédente, pour la solu-
tion de nombreuses questions, parmi lesquelles je choisirai celle-ci:

) désignant un nombre entier complexe, composé avec
ation F(z)=o0 & coeffictents entiers, celui
toutes les solutions de

o(
une racine o de U’équ
dw premier terme Stant {'unité, trouver

PUéquation
Norme ¢(«)= 1.
Soit M un minimun d’'une quelconque des formes définies
_ [eEE. [e@F o ()2
o= [ ]T[ ) o [T

9B ey A’_,'l(?(gu’zﬁ"(:(u’)y‘
K2

n 200800, S

B

LE 2 3 =
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Y5
es de I'équa-
A 2

2—2n'— m, on déduira

1
M< (g)im_” /D
)

ot D estle déterminant de @, Ia r

dans lesquelles o, o i

¢ : q Aty 3 vorg a, désignent los racines réelles. ot @
Boai oo By les couples des racines imaginair de 1
tion F(z)= 0. En faisant, pour abréger, .
de la limi S
e la limite

clation suivante :

1
Norme ¢2(2) < (g)im g

mi 2

dans laquelle A repré
q présente la valeur absolue de Pexpression

F'(e1) F'(aa). .. F(B) B ()
oy
et ol n’entrent plus les valeurs de AVPRATY 15 1K
; S
Done, quelles que soient les quantités A, 1& i
TR 1

I;lllm de ® conduit & une valeur toujours l7i i
de o(a); mais ce qui a été établi pré

b ()5 qui a été établi précédem it voi
ot )i ment fait voir, de plus
| passer Ay, Az, o Ky Ky, .. par tous les ’él.atspposz

sibles de gr. i
; grandeur, on obtiendra nécessairement toutes le 1.
complezes, toules les solutions de l’équation 7

-, K, le mini-
i )
mitée ])OUI‘ lil norme

Norme oy ="
Considérons une solution

particuliére
sera donnée, par s,

€ mimimum de ¢, dans ’hypoth vante :
€ ,(lnlf}-l €5e survante :

o — [ ]2 [Teles) ]2 5
[mm] ; [m«z)] *"[6‘5((17))]
ot fo B ey T2 ;:g:;%‘

Mais ne pourrait-i as exister d Sieurs aulres représcn
P ail-il pas e
P Oll‘(OlIlu 1€ T
tations distinctes du méme me :

nimum et ¢ 15 i
de nouvelles solutions? Y S

Obsery a
vons, 4 cet effet, qu'on a les conditions

QE P ! P(ag) 2
[%(z‘)l(ﬁ,);(y,) [‘.’a(ozx)] A e [E)((Z_I:z))]

2B gaCr) ~ 2@ ehw)

i 0(Br) olynr). &
déja établi 4
Ja établies précédemment, de sorte quen supposant Péquati
1on
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F(z)=0 irréductible, si Ion prend e (o) = L‘ob(a.), la méme équa-
lion aura licu pour toute autre racine réelle ou imaginaire, et il en
serait de méme en partant de la condition o (o) — 9o (e4). Or,
le premier cas conduit nécessairement & &= Zo, ¥’ oo, etllel

02
second A & =—Zoy Y= —Yo» - -+~

Mais, si toutes les racines étaient imaginaires, la démonstration
scrait en défaut; dans ce cas, on est conduit & détacher de 'en-
semble général des solutions un certain nombre d’entre elles qui
offvent ce caractére singulier de donner lieu & des entiers com-
plexes dont le module analytique est Uunité. Ainsi du mini-
mum de la forme

9B elrs) 9(Bw) oY)

e@oti) Tt
B ea(ray  2o(Ba) ot

20(B1) 9o() %ol

D =

on déduira non seulement

o(@)=0(B1), 2Cr)=Po(Yr)y - o (Bw) = Po@n),  2(Ymw) = olinl

mais encore
9 (B1) = 20(B) Y (B1); o (y1) = 90 (11) Y(11), 6 ot
o(@Bw) = 9o (Ba) ¥ (Br)s o(yw) = 0o (yn) Ylyn)s

les nombres entiers complexes U satisfaisant aux conditions sui-

vantes :
VEIEED =1, SEIVI=G V(@) YCrm) =1
uisqu'ils peuvent étre dérer-

et lon pourra en faire abstraction p
ils ne pouyaient éire

minés d’avance. J'ai trouvé, du moins, g
que de celle forme; sagoir :
S

h=c ;

ket | étant entiers. Le dénominateur ¢ est sans doute égal au
Dombre o= 1, mais je n’ai pu encore suffisamment apprufondir
Loutes ces circonstances qui me paraissent bien singulicres.
Quoi qu'il en soit, les considérations qui précédent établissent
qu'on n'aura Jjamais & rechercher qu'une seule représentation, én
nombres entiers, de chacun des minima distinets, donnant lien
3 une unité complexe, qu'oflrira la forme ®, lorsque les quantités

R By oooy B K Key oo K

o
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passeront par tous les états possibles de grandeur. Mais, une fois

65 3 i y :

amenés 4 cette nouvelle recherche, il faut recourir 4 la théorie de

la réduction des formes cali 2 ’

ey 2 qnadxa{l.nqules quelconques. Je vais, avant
Oljs:} inir ce que j'appelle réduire une forme donnée (')
v/ o 2 3

' ?m_ntfccue 4f0rme, et f7, /", ... lasérie entiére de toutes celles

qui lui sont équivalentes, el que je représenterai, d’'une manicére

générale, par
e
f: 2 E QAj &y
J et
1

en supposant que les coefficients des carrés, rangés par ordre crois-
sant de grandeur, solent

Qi1 @22y 0.y Ana.

Cela étant, nou divisero S, progressivem €
ant, nous sub €rons, progress ent,l nsemble de

o o
10 IljouLe‘s lesllfouncs ol @, ala plus petite valeur possible;
2° Parmi celles-c1, toutes cel \ :
5 celles ol @, o est ég: i
: 2.0 est égalem =
e g 8 ent un mi
3¢ Parmi les précé
écéd v 3 ini
s o 2 T entes, celles ou @33 esl encore un minimum ;
¢ suite, de telle sorte qu’aprés avoir épuisé la série @
2y s Priy a 1 i
ztlm, s @, ON arrive d une ou plustewrs formes dont les coeffi,
cients des carrés sont nécessairement les mémes

Ces fo y g i
: rmes offr ent un caractére essentiel qui consiste en ce que
outes les expressions quadratiques

‘ (@i, aij, ajj)
sont réduites. On peut établir qu’on a la limite
Q1. @y < D,

" 5 -
Sle ant ubnl coefficient numérique ne dépendant que du nombre 7
es variables; mais j "arrélerai a ¢
ik 5 d]S Je ne m'arréterai pas & la démonstration.
venons au dernier g équi
e PaL : ‘ler groupe de formes équivalentes auquel nous
ryenir, il pourra étre 1visé ¢
P subdivisé de nouveau, d’aprés la

(1) W est clair, d’apré Srali
air, prés les opérations indiquées Il S
formes définies, pérations indiquées, qu'il sagil seulement ici de
E. P.
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grandeur des déterminants

9

Aij=aiiajj—ai;

en réunissant ensemble :

1° Toutes les formes ot A , sera le plus petit possible;

59 Parmi ces derniéres, toutes celles ot A ; est également un
minimum;

3° Parmi les précédentes, celles ot A, , est encore un minimum;
¢t ainsi de suite, de telle sorte qu’aprés avoir épuisé la série

Agy Ay ooy Aips
on passe i la suivante

AZ)E! Ay ooy Az,nx
puis & celle-ci

AE e

et I'on continuera jusqu’a ce qu'on soit arrivé, en derniére ana-
lyse, & une ou a plusicurs formes offrant des valeurs numériques
égales, pour toutes les quantités A j.

Mais il est évident qu’alors les valeurs absolues des coefficients
a; j sont pareillement les mémes. Or la forme unique qu'il faudra
définitivement choisir pour réduire s'obtiendra par la considéra-
tion des déterminants ternaires

Apjn= @ii@jjani + 20 @kl — aiiaj  — a,_/-aﬁ,[ — @k kd}

en opérant comme on a fait précédemment avece les fonctions A; ;.
Les formes réunies en dernier lieu, offrant les mémes valeurs des
diverses expressions A; j z, deviendront identigues ('), en rendant
positifs par exemple, comme cela est toujours possible, tous les
coefficients a, ;. -

Réduire une forme donnée f, ce sera done chercher la transfor-
mation de cette forme en la réduite équivalente telle qu'elle vienl
d'étre définie. Cette réduite, comme vous le voyez, Monsicur, n'esl
pas celle a laquelle conduit la méthode que j’ai eu I'honneur de
vous soumettre dans ma derniére Lettre. Il y aura done lieu d'es-

(1) Si certains des cocflicients @y, (i = 2,3, ..., 2) étaient nuls, on n’obtien-
drait pas nécessairement ainsi l'identité des deux formes, mais il est facile de
combler cette Jacune de maniére & avoir toujours une réduite unique. E.P.
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pérer une nouvelle substitution, mais jusqu’ici je n’ai vu d’autre
moyen & employer que celui qui est indiqué par I'analyse précé-
dente et qui consiste a former la série entiére des formes aux plus

_ petits coefficients des carrés. Seulement, il est facile de démontrer

que lewr nombre a une limite indépendante du déterminant et
qui est fonction uniquement du nombre des indéterminées.

Dans le cas des formes ternaires, les réduites jouissent d'une pro-
priété qui mérite peut-éire d’étre remarquée, car e¢lle ne me pa-
ratl pas s'élendre auz formes contenant un plus grand nombre
de variables. Elle consiste en ce que toute forme ternaire ré-
duite ¢(x, y, 5) prend unevaleur moindre, en diminuant celle i
a’e; variables dont la valewr absolue est plus grande.

oit

¢ = az®+ @'y  + a's? +2bys +ablzs+ 20" zy.

En supposant quelconques les signes des coefficients 6, &', 4", on
peut admeltre que les indéterminées sont positives. Or, en suppo-
santb @ 2y, @ > &, on prouve aisément la proposition énoncée (1),
dans chacun des quatre cas qu'offrent les signes de &/ et 07, au
moyen des équations identiques

ole—1.y,3) =@, 2)
=—a(e—1)(a+b'+b)+ 20" (e—y—1)+2b(z—5—1)—a
=—az—1)(a+d)—2by+ab(v—z—1)—a
=—2z—1)(a+b")+2b(z—y—1)—2b6'z2—a
=—2(®—1)a—20"y —

2b's — a,

les (uatre expressions pl‘écc'([cutes con‘espundant aux quatre cas
'
bt ——++,

b AE e

Je reviens maintenant a la recherche de toutes les représenta-
tions distinctes des divers minime de la forme quadratique

o [HE] s [2] [etaml]!
;

) Be) & (7 3
ﬁaxtg(m ki .%(s;(ra) e (B

=k

P(yw)
. )

)
K2

(M) 1 Pcl‘ﬂ Y avoir un cas d’exception, auquel ne s’applique pas d'ailleurs la
démonstration de M. Hermite; cest celui dans lequel les trois variables ont leurs
valeurs absolues égales 4 I'unité. 17,

==

e
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correspondant A tous les systemes possibles de valeurs de A,
Bpg 000p g g 0000 3 dv
Dans cette forme, les quantités o (o) sont les valeurs d'une expres-
sion telle que
Lo A&y 4 a2 Xy . . == AT,

; TG
en supposant «, 'une quelconque des racines de I’équation,

F(z) =9,
dont le degré n+ 27 est Loujours désigné par m. Cela posé, soit
pour un systéme déterminé de valeurs des quantités A et K,

Ty = @Yo+ QY ik Bm—1Ym—ts

2y = boyo+bi1yi—+. o b1 Ym—1s

@1 = boyo+ bhyit. = bn1ymets
la substitution propre a réduire ®. En posant, pour abréger,
(@Gn= & -5 cby == a2icy . .. a1l
G (=) =go(2)o ()t e 4+ Ym—1 (%)m—1,
la transformée réduite sera
b |(/1 ) 3]
e TP [edE [V n]
i [ Ay —f_ A, gl An

: Y(Bar) Y
>+q@<@z]>(_wé<i> 4+<’ﬁ%1<{__>

'

Mais on peut L'écrire d’une autre ma‘niéreA ;
Soit y, celle des indéterminées dont le carré a le plus pelit
coefficient, et posons
N = (@)o (#2)o- - ~(’:L)a(ﬁl)o("(l)a~ oo (B )o (e )os

o N
i 1 s ! — ser
il est clair que, « désignant I'une quelconque des racines, @5
- A i : .
un polynome i coefficients entiers en d, et qu'il en sera de méme de
N

@

que je désignerai par §;(o). Or, de la valeur-limite du produitfies
coefficients des carrés des indéterminées dans toute fc?rme réduite,
telle quelle a éué indiquée plus haut, on déduit facilement, que
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tous ces polynomes Yi(«) ont pour cocflicients des nombres en-
tiers ayant aussi des limites finies. Il en est de méme d’ailleurs
de N, comme on I'a yu précédemment d’'une maniére spéciale.
Donc, transformant ainsi les fonctions §(a), savoir :

49 = C2 [N 1 3040 () 7280 (0) . 4 s ()],
et pUSﬂHl

7(2) =y N + yrda(a) + yado(a) +.. .yl (a),
(@b (Bi)olri)o 1
VATE g oAy NIKZ  © Kp

Texpression de & devient

0 = [M:IZT [7»(_*7)]2_(_ s [__.
7 G

et c’est i le type analytique (V) auquel je voulais arriver pour y
rapporter toute forme réduite. Le nombre de ces types, comme on
le voit d’aprés le caractére des fonctions 7 («), est essentiellement
fini, et c’est 1a un résultat qui ouvre la voie & un nouvel ordre de
recherches destinées, si je ne m’abuse érangement, a jeter un
grand jour sur la nature si inconnue des irrationnelles algé-
briques.

Ev d’abord, on en déduit immédiatement une démonstration
directe de la possibilité de Iéquation que je me suis proposé
de résoudre, savoir

LB )
K Bl

Norme o(a)=1.

y En effet, on a pour cela le théoréme : Que lorsqu’une substi-
lution

2o = Poo+PrYi- o Py Vi1,

&= Aol = s so

= Fm—1Ym—1-

=1 =80 Y0+ S1Y 1 St Yty

correspondant & un systeme différent de valeurs de A, A, ...,
Ky, K, ..., conduit aw méme type réduit W, le nombre entier

(*) D'aprés M. Hermite deux de ces types sont les mémes lorsqu'ils ne différent
¢entre eux que par rapport aux quantités A’ et K'. Jaconr.




