LETTRES SUR LA THEORIE DES NOMBRES. or

lier, par]cquel vous réduisez & un degré de petitesse arbitraire les
deux expressions

LETTRES DE M. HERMITE A M. JACOBI ma+m'a +m'a', mb + m'b'+ m"b",

wlest-il pas le premier exemple d'un mode nouveau d’approxima-

SUR DIFFERENTS OBJETS tion, ot les principales questions de la théorie des fractions con-
linues viennent se représenter, sous un point de vue plus étendu ?

Par exemple, étant données deux irrationnelles A, B, on pourra

T H E O RI E D E S N O N[ B R E S ‘ déterminer, lorsqu’elle existe, toute relation linéaire telle que

Aa+Bb+c=o,

DE LA

olt @, b, ¢ sont entiers. Qu'on prenne, en effet,

Opuscula mathematica de Jacobi, tome 11, et Journal de Crelle, mA —m' = a, mB—m"=8,

tome 40.

act B pourront devenir aussi petits que I'on voudra; d’ailleurs
on en conclura

ae+ b =m(Aa+Bb) —am' — bm" = — (am'+ bm"+ cm).
Premiere Lettre.

Le second membre de cette égalité est un nombre entier, donc
Pres de deux années se sont écoulées, sans que j'aie encore au-l—b? ne pourra diminuer au dela de 'unité sans se réduire a
répondu 4 la lettre pleine de bonté que vous m’avez fait I'hon- z6ro. Ainsi le caleul des nombres, me, m!, m/, poussé a cette
neur de m’écrire (V). Aujourd’hui je viens vous supplier de me limite, il n’y aura plus qu’a converlirg en fraction continue pour
pardonner ma longue négligence et vous CXI)I'iFﬂCr wul.c lajoie Aol ma ke @hera e,
que j'ai ressentie en me voyant une place dans le recueil de vos Cherchant & appliquer le nouvel algorithme aux irrationnelles
OEuvres. Depuis longtemps ¢loigné du travail, jai été bien \.ouch.é définies par des équations du troisieme degré a coefficients
d'un tel témoignage de vouwe bienveillance; permettez-mol. entiers, j’ai va s’offrir quelques questions d’une grande étendue
Monsieur, de eroire qu'elle ne m’abandonnera pas; elle me devient auxquelles je me suis principalement appliqué, et qui m’ont
encore en quelque sorte d'un plus grand prix en me sentan, amené 4 considérer la méthode d’approximation que je me pro-
aprés un long intervalle, ramené de nouveau A I'étude, sur la voic posais d’étudier, sous un point de vue bien éloigné de son origine.
de quelques-unes de vos pensées. Clest dans quelques propriétés trés élémentaires des formes qua-
Jai cru voir lorigine de belles et importantes questions d’Ana- dratiques, a un nombre quelconque de variables, que jai ren-
lyse dans cette partie de volre Mémoire : De f”ﬂCti""l‘b’”A‘I."f"’ contré les principes d’Analyse dont je vous demande la permis-
drupliciter periodicis, elc., ol vous établisses 1’impossn}nl|lc sion de vous entretenir,
d'une fonction a trois périodes imaginaires. L’algorithme si singu- Jai tieé de ces principes une démonstration de votre beau
théoréme sur la décomposiLion des nombres premiers 5m —+ 1, en
(5 Gette letire mprimée.dans o' Journal del Livusille, Yol I, o74e ;{Yual’re' facteurs Fo:nplchs, fox;més des racmes' cmq\uémes' de
dans le premier Volume des Opuscula mathematice, p. 357, porte la date du unilé. Je ne sais, Monsieur, s’il me sera donné de vous suivre
6 a0t 1845, Jacont. dans les nouvelles régions de I'Arithmétique transcendante dont
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vous avez ainsi ouvert'la yoie. Jusqulici j’ai eu plutot en vue, représentées par les coefficients des termes g, ., . . ., &, dans
dans cette recherche, I'application qui s'oflre d’elle-méme & la le déterminant de la substitution, ces derniers termes étant
théorie de la division des fonctions abéliennes dépendant de I'in- regardés comme une (n -+ 1)""’”"‘ colonne de coefficients.

A dz A . 2 L Al o :
Légrale j ——. Peut-étre, d’ailleurs, trouvera-t-on la des élé- Un autre théoréme essentiel, dans mon analyse, se fonde sur la

Vi— x5 oo Lt q 2 A
o ML - . o roposition, aisée a démontrer, qu’étar S ) '
ments nouveaux pour cetle question si difficile des lois de réci- P l[) b d} e S ’c‘[f LD]L dm;n(,e llmc f(n?;e.lnnauc
Ry s o oc . a, b, @') de déterminant négatf — s
procite des résidus de cingquieme puissance, sur laquclle yous avez ( D)X ) % “ ¢S i , el dont les c'oc 1cients ne
sont plus entiers, mais des quantités quelconques, on peut tou-

le premier appelé I'attention des géométres. F g 3
jours trouver deux nombres entiers premiers entre eux, «, {3, tels

Tout polynome homogeéne du second degré & n -1 variables, EEs e
quon ait

S(@0;, 21, -5 2n), @+ 2baf+a'Br< VD,

peut étre mis sous la forme Quant aux formes de déterminant positif D, on obtient dans
5 : tous les cas la limite inférieure
= 5 A T ¢ s o
SHimT az+26uf +a' B2 < /D.
Soit actuellement f(xo, 2y, ..., 2,) une forme quelconque i
n -1 variables, dont les coefficients soient entiers ou irrationnels,
et dont le déterminant soit D en valeur absolue; je dis qu'on
pourra toujours trouser n + 1 pombres entiers, a, 8, v, ..., X,
tels quon ait

en nommant D le déterminant relatif & ce systéme d’équations
linéaives, la substitution des variables Xy, X, ..., X, conduirai
un nouveau polynome que je représenterai ainsi, savoir A
7 3n —
4\2 nsi
T(Xo, Xa, - ACH b ssc n<(§) D.
D

Supposons que ce théoréme soil vrai pour les formes de n va-
niables, on pourra démontrer qu’il est vrai aussi pour les formes
de 7 + 1 variables ; il sera donc yrai, en général, puisqu’il a lieu
pour les formes binaires. Cette démonstration se base sur le
lemme :

Cela étant, je nommerai D le déterminant de f; et I la forme
adjointe & £; on trouve ensuite aisément que la forme adjointe
a F, sera D*='f.

La notion des formes adjointes donne le théoréme suivant :

Si la forme f, an +1 variables z,, i, ---, Zn, S€ change

& o i .
par la substitution Que lon peut toujours déterminer n colonnes de n -+ 1

’ : nombres entiers telles qu’en ajoutant unej(n -+ 1)e7e colonne
ey -+ @yy+alyy ... iy, —@e =0, e formant le: déterminant, les coefficients multipliés dans ce
B¥0+ Byi+Byat... By, —x =0, déterminant par les différents termes de la (n --1)@me colonne
.......................... 690000600009 solent des nombres entiers donnés.

Ayo+Ny1+Nys 4= Ny — @, =0,

En effet, étant proposés 2 +1 nombres entiers quelconques,
en la forme g, qui Wen renferme plus que n, le déterminant e
; ; ) 0 1

relatif a g sobtiendra par la forme adjointe F, en donnant )
., X, respectivement, les valeurs déterminons @ 0y ©) o0oq b @nE part, ¢, d', ..., k' de Tautre,

Qoo 83U

aux variables X,, X,
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par les équations par suite, la forme F elle-méme pourront prendre une valeur

moindre que

al — bz = a4, ¢y —cmy = m, dita K —Ffmp—s = ®p—y,

4)12‘"_” = .
(.— VD= By s W),

ol =, désigne le plus grand commun diviseur de « et B, =, le
plus grand commun diviseur de vy et =, ..., ®,_y le plus grand
commun diviseur de ,_, et %, on saura prouver gue le détermi-
nant du systeme

valeur que je désignerai par F(a,, 89, ..., %). On prouve de la
méme maniére que f pourra prendre une valeur moindre que

5 1«1—1)
w f 4 MR sk, (B T s,
o acds 5
(L0 e . S oo Lol valeur que je désignerai par f(o, &, ..., }). On aura donc
) dd.. k. 3=
G By Wy (B B o ),
3) S 1

4 é(n—ﬂ
(Gt iy o m<(3) YD B o, 0,
@) coo (0P el, par suite,
nt—1

est (! T
1 2(0)+ B(1) 1 (2) - .+ A(n). 28,0 < ()7 /D B ).

Ce lemme, joint au théoréme ci-dessus, fait voir que, s¢ /'on
déduit d’une forme f, de n+ 1 variables, une autre fy den

En continuant de la méme maniére, et en posant

i . : ; ©, B Dy — £ _ 0

variables, en substituant aux n -1 variables des fonctions EYS B saag WA= RE (80005 W) =LA,
/ 5 4enies : 5 .

linéaires de n variables affectées de coeflicients entiers, on : =t 5

pourra chotsir ces fonctions substituer de maniére que le (§> \ / Dre—t = ],

déterminant de fo devienne 1
on trouvera successivement

EF(a, 8,5 %), £

S < 1 \17‘/(”1—1),

D Ay \7
F étant la forme adjointe de f et o, By ..., X des entiers donnés i Af = \/f b S
a Uarbitraire. : d'on suit 0 Bkt
Ladjointe de F étant D2=! £, on pourra done aussi déduire de I SFom < et ey "/fmv
une forme de 7 variables g dont le déterminant sera

D=t f(a, B, .., 0);

On pourra donc, en prenant m assez grand, parvenir 4 une
valeur de f,
@, B, ..., étant des entiers donnés quelconques. Donc, dans i ; T
. : 2 =] 1\ e
Phypothése admise pour des formes de 7 variables, la forme I et, flm) < =t gu  flm) < (3> \/D,

ce qu'il fallait démontrer (1).
nin1)

(') 11 faudrait mettre (—1)" 2  devant la somme ci-dessus, mais ce facteur ; 3 ;
est sans importance pour la suite. E. P. (') M. Hermite fait dans le post-scriptum quelques observations complémen-
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De nombreuses questions me semblent dépendre des résultats Voici d’autres conséquences :
précédents. Voici, en premier licu, comment jai essayé d'y rame- Soit
ner votre nouveau mode d’approximation : :

A et B étant les quantités données, je considére la forme ter-

naire

F(z)=a"+Az*1+...+ Ko+ L=o

une équation quelconque irréductible  coefficients enliers et dont

¢, By ..., X soient les racines; sila congruence I(z)= o admet

@2
f=(a'—Aw)?+ (a'— Bz)>+ o : 3
une solulion = « pour un certain module N, en posant

: 4 s oic 1 B
dont le déterminant est une quanulé positive quchonqnc R Pour o(a)=Nwo+ (¢ — @)z + (a2 — a2) &y +. . .+ (21 — ar=1) @,_y,

toutes les valeurs de A, on saura délerminer trois nombres entiers, ) ?
&y, &y, .. . désignant des entiers, la forme

f=¢(09(B)---50)

m, m'y, m, tels qu'on ait

2
(' — Am)2 + (m/ —Bm )2+ % < -
représentera toujours des nombres entiers multiples de N @ or je

el, par suite,
dis qu'on pourra trouver une infinité de systémes de valeurs de z,

A ®» 0
m—Am< ——, m'—Bm<

VERTA

2L

)
V3 s .

Zp_y pour lesquclles on ait

Les deux premiéres relations font voir qu’on peut rendre simul- f= NN,
G 3 1y - Jyitraire S {1 . . . . .
tanément d'un degré de petitesse arbitraive, 7/ — Ame, m” —Bm; oo 11 it velositons @l T oo,

la troisicme donne la mesure précise de Uordre d’approximation
i

= n(n—1)
4

1
A N\2

o

dans laquelle A représente le produit des 2(2— 1) différences des

n ) ; ¥

'+ a2 racines o, B, ..., X prises deux a deux.

(z +Az' + Ba') 4 e il
Supposons en premier licu, les racines «, {, ..

: m o i .
des fractions a7y em montrant que Perreur est proportionnelle (ﬁ)
3 3

a — —. Enfin, la forme adjointe de f étant
m ‘/m

. A réelles; je

caleul conduit encore a une suite de nombres entiers, tels que considére la forme quadratique a 7 variables

8. ~ qui rendent la fonction linéaire Az -+ B @+ v de Pordre '
(’1( L e o f=Dy92(2) +D92(B) +... 4 Duy 92(2),
ou 455 et l'on démontre que, s'il existe une relation telle que

’17
i
=

ou Dy, Dy, ..., D,_; sont essenticllement positifs : soit D le dé-
lerminant de £, on saura Lrouver pour &g, &, .. ., &1, UN systéme

de valeurs entiéres telles qu’on ait

Aa—+Bb-+c=o0, a, b, ¢ Glant entiers, on verra la fonction
Aa +Bb+c soffric nécessairement a partir d’une certame
valeur de A, puis se reproduire indéfiniment, pour toutes les valeurs

plus grandes.

ST s ;
taires sur cette démonstration. Remarquons que, s'il s'agit d'une forme indéfinie
dont les coefficients ne sont pas entiers, la démonstration n’exclut pas que la
forme puisse se rapprocher indéfiniment de la limite indiquée, en lui restant

i 8 i i ini i voisin de ©2 - . A 4
supéricure; mais on est certain que le minimum de la forme est aussi Da? a, D. ?25, ... ne pourra jamais depasscr son maximum

/

n
—) » correspondant au cas ou elles sont toutes égales; on aura

n
(g)z "{/D que 'on veut. / E P g (rz

 élant moindre (ue I'unité. Or le produit des quantités positives
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1
g n=1

3 4
DD .Das < (4) -
1L fautici oblenir D, qui est le déterminant relatif au systéme des
équations linéaires dont les premiers membres seraient

daf £

1
2 dz,—

1odf 1 df

o el D)
2 dz, 2 dx,

Or on trouve sans difficulté
D =ADyD;...D,— N2,

ce qui conduit a la limite annoncée.

Comme il ne reste dans le résultat aucune trace des quantités
Dy, Dy, ..., D,y il suit qu'en leur attribuant toutes les valeurs
possibles, les mémes multiples de N se reproduiront nécessai-
rement une infinité de fois, pour une tnfinité de systémes de
wvaleurs distinctes de 2y, @y, - . ., Zp_y.

Si I'équation proposée, I (@)= o, n'a plus toutes ses racines
réelles, on fera correspondre dans la forme f; & chaque couple de
racines conjuguées o, @, le produit Dy ¢ («)o(R), au lieu de
Dug”(v.)ﬂ-D.t;”(Q). Dans le cas ol toutes les racines seraient
imaginaives, ce qui suppose le degré un nombre pair 2 = 2., on
sera conduit de la sorte a la forme

S=Do5(2)2(B) + Dio(1)e(3) ...+ Dy 9(x) o (2).

Le déterminant s’obtient aussi dans ce cas aisément, et on
trouve
A
D = (DyD;... Do)t = N2,

Comme on a, d’ailleurs,

7 L
DyDy...Dy—y f<({)
ct

1
(n—

TN G o
f:(-)(%) VD,

1
A2
(=)

on en tire la limite

L=

ne(f)

LETTRES SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 109

qui ne différe pas de celle que nous venons d’obtenir dans le cas
des racines réelles.

Supposons que I'équation proposée soit

2r
@

qui donne lieu & une congruence soluble pour tout module premier
N = /kp + 1; A sera alors pP=2. Ainsi dans le cas de p =5, on aura

la limite
1
4N\3 /58\%
(5)' (%)

laquelle est > 1 mais < 2, donc on aura précisément

: : ; o
Clest, comme vous voyez, Monsieur, la démonstration de votre
théoréme.

Mais il y a plus. Prenant p = 7, on trouve I'expression

13 '

A\? f75\2

3) (&)
qui est moindre que 6. Or, la forme f étant toujours = o ou 1
suivant le module 7, on ne pourra avoir encore dans ce cas que
f=N.

Considérons, en second lieu, Péquation F(z)=o, qui a pour
racines les 3(p —1) périodes de deux racines de 2% — 0; on
(e (g

aura la proposition que la congruence E(z) = o est résoluble pour
tout module premier N — kp — 1. On trouvera alors

1
s P=3
A=p"

pAGhE : o
d'oti Pon tirera comme ci-dessus la limite de M. Dans le cas de
P=7, =3, il vient

el, par suite, M << 3. Or il est facile de voir que suivant le mo-
dule 7 la forme f est loujours =o, 1, 0u — 1. On ne peut donc
admetire que M= .
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De la résulte ce théoréme : pour obtenir la transformation correspondante de la forme adjointe
on aura & changer seulement les 72 varviables g7y, ya, . . BN C]i
RRORES M Yoy 06 05 Yo GI réciproquement. D’ow I'on voit qulen
changeant dans la forme adjointe les nvariables y, , Yoy ooy Fn
@D @S GIIES Vg Wy, 6 00n Vi par la transformation co/:rcspén-
(lzmltc de la forme proposée, le coefficient de z2 ne sera pas
altéré.

Que tout nombre premier 5m — 1 est décomposable en
trois facteurs complexes formés des racines de U’ équation

En réfléchissant aux questions précédentes jai éLé conduil &
m’occuper de la théorie de la réduction des formes quadratiques
a un nombre quelconque de variables, qui m’a semblé devoir étre
introduite dans U'étude des expressions telles que f. De méme que
pour les formes binaires, on obtient ce résultat que, pour un déter- Ry 9% i 6y i o e e 1
minant donné, elles se laissent distribuer en un nombre toujours 7 it

. La méthode de réduction devra reposer encore sur les substitutions correspondantes a faire dans la forme adjointe
seront

AChangc:\nL au contraire, dans la forme proposée, la seule va-
riable z, en X par la substitution

fini de clas:
I'emploi de substitutions lin¢aires a coefficients entiers, et au dé-
terminant , par lesquelles une forme donnée est changée en D e
une autre entiérement équivalente et de méme déterminant. Voici 5 L
quelques réflexions sur ce sujet. Dlow l'on voit gu’en changeant, dans la forme proposée, la
Soient d’abord seule variable x, par la transformation corrcspon([ante) de
2o =aXg+ & Xy + ' Xy ...+ aWX,, la forme atfjointc ne seront aliérés que les termes multipliés
zy =BXo + B'Xy -+ B7Xo +... + BUX,, Paryo ety
.................... Voici le résultat que j’ai obtenu au moyen de ces lemmes :

5 Y=Y —aty,,

Nomnions véduvite une forme

les substitutions qui changent f(Zos &1y « - s x,) en la forme équi- SRS :
valente et de méme déterminant F(X,, X, ..., X,). Nommons (Xo; Xy, -, Xy

du détermi ey :
&0 - ya) 6o N, .o, o), inant D, telle, en premier liew, qiien faisant
oo o A S (P00 1 dF 3

les formes adjointes respectivement & f° et F; par la définition ST = A == B S @y e (U3

méme donnée ci-dessus des formes adjointes, on prouve trés faci- on ait (')
lement que I'on aura 0
5 A<(ﬁ1"”’_ ad v :
o oo ) = E0 Yoy 50 50 Vi) \3 W, ISR Ay By ooy L<-4,

telle encore que la forme adjointe & ¥, G(Y,, Y, Y,)
: 2 . ! ) -y X,
it le[_)icscntc pour Y 0, elle aussi, une forme réduite : si l’on
............................... sait ramener les formes d’ordre n & des formes équivalentes
Y., = a0+ By ... = WAy,

¢n posant
Yo= ayo + B +

1) Ges inégalités Ene

([c(, ) IC\—:‘IH\,bﬂlllhb Tl, cn général, celles que I'on rencontrera dans les questions.
: ‘eduction sont relatives aux vale l
: e : x valeurs absolue: C G
lement les o vaviables z, @, « . -, @z en dautres X, X, .. .y Xy solue du diseriminant. de la forme. s G V:ZIC‘IX’x 5

11 suit de cette proposition que, si dans la forme /" on change seu
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) TG Gt Sl - b o
réduites, on saura aussi ramener & des formes équivalentes iune forme équivalente réduite aux variables 7, y, . . ., 37, Sup-
)

josons que par la méme substitution la forme g (Yo, 97, ¥4y -, 7,
réduites les formes d’ordre n +1. I el &1 (Yo, 00, ¥y - 70

: ) soit changée en g (Yo, 7, 74, - . ., 77); cette forme représentera,
En effet, lorsquon se propose de changer la“forme donnée f pour Y, = o, la forme réduite d’ordre n. Transformons en méme
dans une autre équivalente fi (2}, 2}, -+, #,), au moyen de la temps la forme £, (a0, 24, ..., 2;,), dont g, est Vadjointe, dans la
substitution, e S forme /3 (@, Xy, Xa, ..., Xy), dont Padjointe est g2 De ce qu’on
SIS B onen By a remarqué ci-dessus il suit que, par cette derniére transforma-

tion, le coefficient de 7, A, ne sera pas altéré. Enfin, faisons

O (el
@y = By + plog+.
)

fd sy L, . (n) 2" 0 v e ' O
Zp=Azh+ N .. =AWz, 2y = Xo+ my Xy + maXo—+...+ m, X,

on peut prendre pour o, B, ..., % des entiers quelconques sans TENG= I ) =SNG 600y = N0 O
commun diviseur, puisqu’on sera toujours maitre de déterminer
les autres nombres of, 8/, ..., W, o/, 8, ..., de manicre quele
déterminant des (7 - 1)2 coefficients soit égal & ==1 (*). Prenons
done pour «, B, ..., % les entiers sans commun diviseur par les-

¢l supposons que par ces subslitutions S et g, soient changées
respectivement en

F(Xo, Xy, Xay oy Xp) et G (Yo, Yy Yo, .ty V);

o OB pa g Td ;
quels on peut satisfaire a 1 inégalité le coefficient de X3 dans F sera encore A et la forme G représen-

tera encore pour Y, = o la réduite d’ordre 2. Or, posant

@By conn )L (%>;+ =

: —(m‘ =Az(+ bX,+¢X %
3 L% 1+=eXo 4.+ (X,
en nommant A le coefficient de z"oz dans la transformée f.7 on ROz v
oF
s A=f(a8 » L& fv = AXo+ BX; + CXp+...+ LX,,
= o, Ps oeeen A

5 on aura
el, par suite,

D. el, par suite,

La forme f(@g, &1, - .., @,) étant ransformée dans la forme B=b+mA, C=c+m
équivalente /i (@, £}, ..., @, ), Supposons en méme Lemps la forme
adjointe 4 f,

o L=1{¢+ m,A.

Done, my, my, - . ., mp pouvant étre des entiers quelconques, on

saura les déterminer de maniére qu’on ail
S(Foy Y1y oo In)

S 3 B LA Ol DA e T A
transformée dans 'adjointe a fi, 3 2 <4

et l'on aura satisfait & toutes les conditions.

&1(Yo, J'is s -0 Vi) ; T ; |
HEAT Je remarquerai & présent g’ étant donnés

Faisons ensuile dans cette derniére Y, = o, et ramenons la forme 2

d’ordre 7, Xy

& O Vi Y 000y o)),
8100, Y1555 ==+ 5 n)s

en méme temps que le déterminant D de F, on connaitra la
(*) M. Hermite avait ajouté d sa Lettre la xésolution la plus générale de ce Jorme G(Yy, Yy, ..., Y,) et, par Sy (R Wiy 0009 W)
probléme, publiée depuis dans le Journal de Liouille, vol. X1V, p. 21. H.— L 8
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in effet, soit Or, par les nombres A, B, ..., L et la forme G(o, Y,, Y, ..., Wolh |
e, TR e D3Ry e (% Skusiiss TH%,) élant délcrn'lmée la forme d’orrlr(f Lt 1 I(X,, XV : jX,,), ces
+ X, (BXo 4 B'X, 4 C/ Xy +. ..+ EX,) fo,‘mcs aussi scront en’noml)rc fini. Ainsi, la pro'posmon élant ad-
+ X5 (CXo+ C'X;+ C"Xy—+. ..+ L7X,) mise pour les formes d’ordre 7, cllf: sera démontrée pom‘]cs formes ‘
2 S dlordre 21, Elle est donc vraic en général, puisquielle a lieu {
o % e 17 LX), pour les formes binaires.
(LY Vous voyez, ‘.\Ions.iem', qugj’omcls tout a fait .le cas imI.)orl;mL
Y [(B) Yo o (B)Y, & . ou l'ona A = o; mais cette circonstance 1-1’051 point i consulc’r.crz
................................. lorsqu’on se propose seulement de poursuivre les rapporls que J'ai
V(L) Yoo (LY o (L Y] essayé d’établir entre les formes ql}adratiqncs définies et les ex- !
S pressions désignées ci-dessus par f. Les résultats précédents me i
A(A)+ B(B) + C(C) +...+ L(L) =D, semblent alors ouvrir un vaste champ de recherches, mais dans
A (B)-+ B(B') + G(C)) +...= L(L') = o, lequel je n'ai presque fait jusquiici qu’entrevoir une longue série
A(C)+B(C) + C(C") +...= L(L") = o, de questions et de problémes difficiles a résoudre.

Convenons d’abord des notations suivantes, savoir :

f=f(w0) f(w1)- - - f(©0),

-+ X, (L)
G Y (Ao e ()Y

JoF . r F Y {r €n prenant
o G et Yy, ..., Yp), on connaitra I y
Or, étant donnés X, ©L G(o, Y, n)s Sl@) = rg0() +191(0) +. .. o, (w),

A osh cib ¢ & , 4
A, B, G, J i(w) désignant la fonction a coefficients entiers ]

i ; ou Il SR
et tous les n2 coefficients (B'), (C), ..., ot lon déduira, par
les o dernitres équations, les valeurs des coefficients

@) (@), sosy (L),

i~ biw + ¢iw? ...+ Lo,

el les quantités wy, oy, ..., w, étant toujours les racines d’une
méme équation irréductible A coefficients entiers et dont celui de
el par la premiére, D étant aussi donné, celle f'“ C‘/)CmCiC"‘. (A). la p]t!s haute puiss.ancc est l'unité. Je considére ensuite (dans le
On connaitra donc tous les coefficients de G (Yo, Yy, .., Yu)el, €5 ol toules les racines sont réelles) la forme quadratique définie,
par suite, ceux de F(Xo, X, ..., Xp). ; dordre n -1,
Par ce qui précéde on prouve aisément que [es‘ Sformes d’un B B o ey

ordre quelconque, attachées a wn méme déterminant, pcuvc‘/l}
éire ranendes & un nombre fint d’entre elles (). Et d’abord il
suit des conditions ci-dessus que les coefficients A, ]'§, S !4 ne
pourront prendre qu'un nombre fini de valeurs, ensuite le tﬁl}clcl‘—
minant de la forme G(o, Y, Y,, ..., Y,) étant IDZRIPAY s'il est P
démontré que les formes dordre 72 d’un méme déterminant peuvent st R
étre ramenées A un nombre fini d’entre elles, on n’aura pour clm(‘Iuc e 5
valeur de A qu’un nombre limité de formes G(o, Y, Vo o om0k U e

ou Dy, Dy, ..., D, sont supposés essentiellement positifs. En
nommant Q le produit des n(n—+ 1) différences des racines w prises
deux 2 deux, et A le déterminant du systéme

S i on trouvera, pour l¢ déterminant de f, U'expression
() M. Hermite suppose ici implicitement qu'il s'agit de formes 4 coefficients
catiers. E. P. 18) = 0y 1)y 0 o (B3 AR,
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Cela posé, faisons la substitution
20 = a X+ o Xy ... al Xy,
zy = BXo+ B Xy .. B Xy,

T = AXo+ MKy .. AKX,

les coefficients étant déterminés par la méthode exposée tout
Pheure, de maniére & réduire la forme adjointe & f. En posant,
pour abréger,

Di(w) = aDgy(w)+ By (w) ...+ Mon(w),

F () = XoPo () + X Py (w) ...+ X, Pp(w),
la forme quadratique f deviendra, d’une part,

F = Dy (wo) -+ Dy F2(w1) - -+ D, 5%(wn);

et la forme £, de Pautre,
5 = F(wo) F(w1)-- - F(wa)-
Or voici le dernier résultat auquel je suis arrivé, et qui me pa-
rait appeler bien des recherches aprés lui :
Les substitutions en nombre infini, correspondantes a tous

les systemes possibles de valeurs des quantités Dy, Dy, ..., Dy,
ne conduiront jamats qié un nombre essentiellement limité

de formes %.
De la se tire aussi toute la théorie de la réduction des formest.

Je me suis principalement fondé sur la proposition suivante :

FEtant donnée une forme quadratique f d’ordre n—+1,de
déterminant D, réduite & apres la méthode ci-dessus, soient

(a), (@), (@ --5 (&)
les coefficients des carrés dans la forme adjointe g; onaut

d’abord

1

(am) < (%)2 "(/;):,
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puisy powr toutes les valeurs i =1, »

oy 1y
(@)t (atn=iy < 't/ Drtesn
)
wétant un ; i g
{ Jacteur numérique dépendant uniquementde n et i

Je vais pr ¥ )
AlS prendre les formes ternaires pour exemple de I ¢
thode qui donne ce résultat. o
Soit
axd + 2beyw + scagan ...

la forme réduite donnée, et
o S vy .0
(@ §+ (@) + (@) 33 +2(8) poyr~+ 2(¢)yo ya+ 2(c )1 70
son adjointe g; la théorie ér i
S &5 générale donne, en premier lieu, les re-
a<tyD, ‘b<tle, co<ia;

ensuite o — i i
: ) ])0‘1}1 Yo =0, g doit devenir une forme binaire réduite
elte derniére étant représentée par e

(@)} +2()ppe+(a)y2,
son délerminant, comme on le sait, esta@D; on a donc encore
(&)<V3aD,  (a)(a')<iaD, (e)<i(ar)

Or, des relations ;
a(a)+b(b) +c¢(¢) =D,
a(b)-+b(a')+c(¢')=o,

a(e) +b(c') +e(a")=o,
on déduit sans difficulté

(e)<i(e),  (b)(a)<aD, (c)(a’)< aD.

Done, aprés avoir iplié
; y !)u,i i\ oir l-nlzllllplle les deux membres de la premiére équa-
ion par (a“)? et divisé par @, on obtient o

(a)(a")? <D+ ab /iaD,
et enfi i
enfin, en remplagant @ par sa limite supérieure
7y

(a)(a")2<3g‘l D2,

e o
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g o

La propriélé énoncée ci-dessus des form‘cs rcjdu;l(:zj;é?::lcnlzez
longtemps échappé, donne lieu & heaucm-l’p d al‘lluvc.s‘ cncorlc e
que je suis foreé d’omettre. Scu].emqﬂ,J obsery elalnmam a}h %
prenant pour point de départ g au 11?}1 de f, et nor il
coefficients des carrés dans celle d‘crmere forme, on serait a
pour les formes ternaires aux relations

dl<t¥D,  d@<(§)FVDEaat< D

et 'on trouverait dans le cas géncral

L —
3" D= ha ,
aln < (é v i D, aWianr-0< "\/DLﬂd’
3

o D . i
re encove ;
d’ou 'on ure S

Appliquons maintenant ces résultats 4 la forme quadratique
F — Do&2(w,) + Dy F2(01) .- = D, 52 (ws),
dont le déterminant a pour valeur
DI= DDy DyAz0r
11 est aisé de voir qu’on aura

alh = Dy B2 (wy) + Dy P2 (w))+- - - Dp®i(wn);

donc, en premier lieu,

ekt
DoDy. .. Da®3 (@) B2 (). -- PR (0,) < al
d’ou j A
@, (o) Pr(w1)e o Pu(0n) < ALY

& on-
ce qui reproduit une conséquence obtenue précddemm“cm. Sei :
i ) 2 (wp); il et

dement, faisons abstraction, dans @, du terme Dy ®2 (0p); 1

»

. )
clair qu’on aura
! Do Dy .o Dy Dt « - - Doy

(myns
DF (00) PE(01): - D2 (wpr) PE (k1) - - Pu(wn) < (@)%
i
donc combinant cette inégalité avee la suivante

Dby wr) < @,
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¢t posant, pour abréger,

Wilwr) = i(wi) Pr(0) Pulor): oo Pu(wpas) Pulwrir). .. Pulwy),
il viendra
DDy... D, W2 (w) < (@) (afd)) < v D,
d’out

i
Wy (wr) < vAQ2.

Or () est, comme on le voit aisément, un polynome entier
en o, Les diverses valeurs de ce polynome correspondantes aux
diverses racines wg, ©;, ..., , élant toutes finies et méme pro-

S o o o
portionnelles a AQ?, il en sera de méme de Lous ses coeflicients qui

sont des nombres entiers; de la suit immédiatement le résultat que
je voulais obtenir.

On peut mettre en effet §(wy) sous la forme

=z . Dy (W
F(wr) = D, (w;) [y,"+ et = ;m“:/)) .
(g

1)

Dy (0

ou bien

2 2 5 Wy wy, - Uy -
J(wi) = Py (wi) [M+M-. e O NREER o (o 0) :I

(o) @R

Done, toutes les formes f en nombre infini, qui correspondent i
une méme valeur du déterminant A, peuvent étre ramenées par les
substitutions précédentes a un nombre dentre elles essenticlle-
ment limité, car les combinaisons de toutes les valeurs entiéres
pos! bles pour les coefficients des polynomes W () sont en nombre
fini. Enfin, ces derniéres formes, qu’on peut nommer réduites, se
représenteront elles-mémes une infinité de fois en employant suc-
cessivement les diverses substitutions qui correspondent & tous

les systémes de valeurs imaginables des quantités positives Dy,
Dy ...y Dy

Dans le cas spécial des formes f que j'ai d’abord considéré
pour démontrer volre théoréme sur les nombres premiers 5 m—-1,
on démontre facilement que les polynomes W;(w) contiennent
tous en facteur le nombre N; c’est donc uniquement de @ que
dépendront les limites des coefficients dans les formes réduites.
On entrevoit ainsi la possibilité d’obtenir, par exemple, tout ce
qui se rattache 4 la représentation des nombres premiers 11m -1,

S S Al s e s

[CEES
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par des facteurs complexes formés des racines onziémes de 'unité,
en opérant non plus sur chaque nombre donné, mais en général
sur les racines de I'équation @''=1.

Mais j’ai hate, Monsieur, de finir cette longue letire, ot iln’ya
plus place pour la théorie des fonctions elliptiques. Je n’ai pu jus-
quici faire a mon gré cette recherche de Pensemble des transfor-
mations de la fonction ©, ni retrouver ce résultat si remarquable
de la réduction du module ¢ a la limite e=mVi, dont vous m’avez
parlé dans votre lettre. Oserais-je vous demander quelques éclair-
cissements sur ce point? M. Borchardt a eu la bonté de me meltre
un peu sur la voie pour déduire les propriétés des fonctions O de
la multiplication des quatre séries Se—(@x+i®* mais je ne sais si je
pourrai marcher bien loin. Permettez-moi, Monsieur, de vous prier
de me rappeler a son souv enir; jai entendu M. Starm parler avec
de grands éloges de son Mémoire publié par M. Liouville.

Ayez la bonté, si vous le juges convenable, de faire paraitre dans
le Journal de M. Crelle quelques-uns des résultats précédents;
jessayerai ensuite de les développer plus complétement.

P.-S. Papercois & Uinstant que algorithme indiqué pour déter-
miner les nombres entiers %, 8, -- -, X, tels qu'on ail

Fa B W< (5) W

peut étre présenté d’une maniére bien plus précise.
En premier liea, pour les formes binaires de déterminant —D,
« on ne peut objecter que les opérations continuent & Pinfini, car
on verrait s'offrir une infinité de quantités a, @ @y 000 INEES Jo
les relations @ > @ > ', ... et, par conséquent, différentes. Mais
4 chacune d’elles correspondent deux nombres entiers e, B0 qui
donnent, par exemple,
Qtm) = @l - 2 b B 4 gl B

Ces nombres sont essenticllement limités, donc il faudrait qu'une
méme combinaison , § se produisit dans le cours du calcul une
infinité de fois, ce qui conduirait & supposer égaux, contre Ihypo-
thése, une infinité de termes de la suite @, @/, @’y ... »

Pour les formes ternaires : « désignant, pour abréger,

il alm), Blm), yGm)] - par flom,
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on voit naitre de la continuation du calcul précédemment proposé
une suite de quantités, f, f7, f', ... liées par les relations

FI<VEEDS £ V(%P DF,

Or, on obtiendra la limite annoncée dés qu’il se présentera une

' + . £ G -

valeur f("+1) égale ou supérieured la précédente £, En effet, de
£ )

Sk > o ep flnkn) < ;/( )2 [y

on déduit aisément
S < "‘/6_

D’ailleurs, on ne peut admettre, dans le cas d’une forme définie
que les opérations se prolongent indéfiniment, car, les nomb'/,'
alm, Bow ~m) étant essentiellement limités or: vcr;uit se l~cs
rlu[}'C une infinité de fois une méme combinynison de ces nmr:{;;:j
entiers, ce qui raménerait les mémes termes dans la suite £, £/ f”h
conh‘mrcmenL 4 Phypothése. Si la forme f est indéfinie rm'\yi i
coefficients entiers (seul cas dont J'aurai besoin plus {ard( 5ld
méme conclusion subsiste, puisquune suite de nombres cnz; ‘"‘
décroissants ne peut aller a Pinfini. » o
Pour les formes quaternaires : « Or ici se représentent 1
mémes considérations que dans le cas des formes Izemairc : d(‘TS
que le calcul conduira & un terme f(m+) égal ou supéri 57‘ -
précédent, on obtiendra la limite annoncée, :zu‘ de Sl

i FOrt 2 fon) et fntn < :/(%)m D2 fom)
on déduit

3
o< (815,

i 2
D n;}lcyrs les opérations s’arréteront toujours, quels que soient les
coeffi i, 1P ere 1

cients, si l'on opére sur une forme définie, et la méme chose

aura liew pour une forme, meme indéfinie, mais i coefficients
form e déf £ 1t
enliers. » ’ ;




