SUR LA THEORIE

DES

FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Comptes rendus des séances de U’ Académie des Sciences,
Tome XXIX, 1849.

La théorie des fonctions elliptiques que j’ai Ihonneur de pré-
senter & UAcadémie repose principalement sur quelques propo-
sitions que M. Gauchy a déduites de la considération des intégrales
prises entre des limites imaginaires. Le véritable sens analytique
de ces expressions a éLé donné, comme on le sait, pour la pre-
miere fois, par le grand géométre. Ses découvertes, a ce sujet,
ont été Porigine du calcul des résidus, qui renferme les principes
les plus élendus qu’on posséde pour I’étude des fonctions d’une
variable. Les recherches présentes montreront une nouvelle appli-
cation de ces principes, et il ne sera peut-étre pas sans intérét de
rapprocher les méthodes dues aux illustres fondateurs de la théorie
des fonctions elliptiques, de celles dont j'ai trouvé Porigine dans
les travaux de M. Cauchy.
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RAPPORT SUR UN MEMOIRE PRESENTE PAR M. HERMITE
ET RELATIF AUX
FONCTIONS A DOUBLE PERIODE (1),

Par A. CaucHy.

Comptes rendus des séances de U’Académic des Sciences,
Tome XXXII, 1851.

Le Mémoire dont nous allons rendre compte a pour objet prin-
cipal la détermination générale de celles des fonctions & double
période qui ne cessent jamais d’étre continues tant qu’elles restent
finies. Pour faire mieux saisir la pensée de I’Auteur, il convient
de jeter d’abord un coup d’il rapide sur la nature et les propriétés
caractéristiques des fonctions & double période.

Supposons que, x, y étant les coordonnées rectangulaires ou
obliques d’un point mobile Z, on trace dans le plan des 2, 3 un
parallélogramme ABCD, dont les cotés @, b soient parallcles, le
premier a Uaxe des @, le second & P'axe des y. Divisons d’ailleurs
le plan des x, p par deux systémes de droites équidistantes et
paralléles aux axes en une infinité d’éléments tous pareils au paral-
lélogramme ABCD. Enfin soit ¢ une fonction de z, y, qui offre
une valeur déterminée pour chacun des systémes de valeurs de
z, ) propres A représenter les coordonnées de points situés dans
Iintérieur de ce parallélogramme. Une autre fonction «, qui, pour
chacun des systémes dont il s’agit, coinciderait avec la fonction v,
sera ce quion doit naturellement appeler une fonction a double
période, si elle ne varic pas, quand on fait croitre ou décroitre
Pabscisse @ d'un multiple de «, ou lordonnée y- d’un multiple
de b; etil est clair que, dans ce cas, « reprendra la méme valeur
quand on substituera aux coordonnées d’un point situé dans le
parallélogramme ABCD les coordonnées d'un point homologue
situé de la méme maniére dans 1'un des autres parallélogrammes

(') Le Mémoire d’Hermite annoneé par la Note précédente n‘ayant jamais éLé
publié et ayant disparu des archives de I’Académie, nous croyons devoir réim-
primer le Rapport de Cauchy sur ce travail. 19, 12,
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élémentaires. Si d’ailleurs on veut que la fonction w satisfasse 4 la
condition de rester toujours continue, tant qu’elle ne deviendra
pas infinie, il ne suffira pas que cette condition se trouve remplie,
quand le point Z sera intérieur au parallélogrammes; il sera encore
nécessaire que « reprenne la méme valeur quand, aprés avoir
placé le point Z sur I'un des c6tés du parallélogramme, on le trans-
portera sur le coté opposé, en lui faisant décrire une droite
paralléle & I'un des axes coordonnés.

Ajoutons que, sila fonction «, supposée do ublement périodique,
estassujettie 4 la seule condition de rester finie et continue tant
que le point Z est renfermé dans Uintérieur du parallélogramme
ABCD, on pourra généralement ladévelopper en une série double
ordonnée suivant les puissances ascendantes et descendantes des

exponentielles
el by,

les valeurs de o, 6 étant

Supposons maintenant que, les coordonnées 2, y élant rectan-
gulaires, on nomme 5 une variable imaginaire lié¢e anx variables @, ¥
par la formule :

5= @+ )l

La position du point mobile Z sera complétement déterminée par
la coordonnée imaginaire z, e, pour que soit fonction de z, ¥,
il suffira que w soit fonction de 5. Dailleurs, pour que la fonetion
de z, désignée par u, soit doublement périodique, il suffira qu’elle
reprenne la méme valeur quand le point Z, supposé d’abord inté-
rieur au rectangle ABCD, ira prendre la place de I'un quelconque
des points homologues situés dans les autres rectangles élémen-
laives ; en d’autres termes, il suffira que wreprenne la méme valeur
quand on fera croitre ou décroitre s d’un multiple de @, ou d’'un
multiple de &¢; et celle condition pourra toujours étre remplie,
quelle que soitla forme de la fonction & pour les points intérieurs
au rectangle ABCD.

Ce n’est pas tout : on pourra, aux deux périodes @ et bi, sup-
posées I'une réelle, I'autre imaginaire, substituer deux périodes
imaginaires assujetties a la seule condition que leur rapport ne
soit pas réel. Cela posé, concevons que I'on désigne par «, b, non
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plus deux quantités réelles, mais deux expressions imaginaires,
dont le rapport ne soit pas réel. Pour que  soit une fonction de z
doublement périodique, il suffira que w ne varie pas, quand on fera
croitre ou décroitre 5 d'un multiple de @ ou d’un multiple de b.
Alors aussi @, b pourront étre censésreprésenter en grandeur et en
direction les cotés d’un parallélogramme élémentaire ABCD, et la
fonction « sera entiérement connue, quand on la connaitra pour
chacune des valeurs de = correspondantes aux points situés dans
Pintérieur de ce parallélogramme.

D’aprés ce qu'on vient de dire, il est clair que, si « et b repré-
sentent les deux périodes de la variable z dans une fonction dou-
blement périodique w, la valeur de « correspondante au cas ot le
point mobile Z reste compris dans I'intérieur d’un parallélogramme
élémentaire ABCD pourra étre choisie arbitrairement. Si d’ailleurs
cette valeur, arbitrairement attribuée a w, est toujours finic et
continue dans I'intérieur du parallélogramme, on pourra, de for-
mules déja connues, déduire P'expression analytique générale,
propre & représenter la valeur de la fonction « supposée double-
ment périodique, quelle que soit la valeur attribuée i la variable z.

La fonction «, supposée doublement périodique, ne pourra plus
étre choisie arbitrairement pour les valeurs de z correspondantes
aux divers points d’un parallélogramme élémentaire, si elle est
assujetlie a Ja condition de rester conlinue avec sa dérivée, pour
des valeurs quelconques de z, tant qu'elle ne devient pas infinie.
Cette condition sera remplie, par exemple si « est I'une des fonc-
tions elliptiques, ouméme une fonction rationnelle de ces fonctions.
Mais il importait de savoir quelle est la forme la plus générale que
puisse prendre une fonction doublement périodique, quand on
I'assujettit & la condition énoncée. Telle est 'importante question
que M. Hermite s’est proposé de résoudre. La solution qu’il en a
donnée sappuie sur des propositions remarquables, déduiles en
grande partie des principes établis par I'un de nous dans divers
Mémoires, et spécialement dans le Tome II des Zaercices de
Mathématiques. Entrons 4 ce sujet,dans quelques détails.

La variable imaginaire z étant censée représenter les coordonnées
imaginaires d’un point mobile Z, désignons par F(s) une fonction
doublement périodique de z, qui reste continue avec sa dérivée,
tant qu’elle ne devient pas infinie; et soient @, b les deux périodes
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par conséquent

m=e

A, B, @, D (2) B(s)= ¥ Au

. . . . a .
de = assujetties a la seule condition que leur rapport 7 D Soil pas

réel. Les quatre points

don les coordonnées imaginaires seront Dailleurs, la nouvelle fonction, désignée ici par II(L), ne variera
pas quand on y fera croitre { de @, et vérifiera évidemment la

3, z4+a 5+0, s+a=+0b,
condition

coincideront avec les quatre sommets d’un parallélogramme élé- ;
i é é 3 N(Z+ b) = g—2m11
mentaire ABCD, dont les cotés seront représentés, non seulement ) (€+0) (@)

en grandeur, maisencore en direction, par les deux constantes e, &; la valeur de ¢ étant,

b

S : ol

et, si on pose : g=ca’
=5 - at -+ Ol i

Enfin, si 'on suppose que la sommation indiquée par le signe E

s'étendeseulement aux diverses valeurs positives ou négativesde i,

la valeur 7 == o étant exclue, alors, a la place de la formule (2),

on obtiendra la suivante

¢, ' étant deux variables réelles, les valeurs de €, correspondantes
a des valeurs de ¢, ¢/ comprises entre les limites o, 1, représente-
ront les coordonnées imaginaires de pointsrenfermés dans le paral-
lélogramme élémentaire ABCD. Le binome z -+ a¢, en particulier,
représentera les coordonnées imaginaires d’un point situé sur la 5 )
droite AB; et si, pour tous les points de cette droite, la fonction ; ;
de z et de ¢ veprésentée par F(s + at) conserve une valeur finie, la valeur de A, étant

cette fonction, quine varic pas quand on y fait croitre ou décroitre ¢ t
(5) T /‘1*(:_% at) dt.

d’un nombre entier quelconque, pourra étre développée suivant
les puissances ascendantes et descendantes de exponentielle

o

Drautre part, si 'on désigne par f(z) une fonction de 5 qui
27l . s .

(it demeure continueavec sa dérivée, tant qu'ellereste finie ; par (P, Q)
la valeur de I'intégrale rectiligne

Soit A,, le coefficient de la 72*™ puissance de cette exponentielle
[ B
dans le développement de F(z + at), m étant positif ou négatif, -
: PP 2 P S jf(;)r[.:
mais entier. On aura i/

e f e—2mti B (5 -+ at) dt étendue & tous les points de la droite qui a pour origine le point P
0]

et pour extrémité le point Q; par S laire du parallélogramme

élémentaire ABCD); enfin, par (S) Pintégrale j[(ﬁ)d{, étenduc a

2 tousles points situés sur le contour de ce parallélogramme, on aura,

Ap= / I(z +— at)dt, non seulement
SA0)

ou, ce qui revient au méme,

la valeur de II(€) étant cl, par suite S d)
ity : 4 (6) (S)=(&, B)+ (B, D) —(C, D)— (A, C),

et
mais encore

@) (8)=2mi S [

»
F(s+ at) = 2 A 2t

m=—mn
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le signe Lr/ élant relatif aux seules valeurs de € qui représenteront
les coordonnées de points renfermés dans le parallélogramme ¢lé-
mentaire ABCD. Cela posé, comme, en réduisant /() i la fonction
doublement périodique F(5), onaura évidemment

(B, D)= (A,C)
et, par suile,

($) = @

la formule (7) donnera

(8) &[F(C)]:v.
Si, au contraire, on remplace f(z) par II(), alors, en ayant égard
a la formule (3), on trouvera

(B,D)=(4,C), (C,D)=g=2"(A,B),

el, comme on aura

B
(A, B) = f (%) dl = @b,

on tirera des formules (6) et (7)

(8) = a(i—g=2m)A,=omi [ (L)
par conséquent,
. D@y

27T
(9) Am= TTW

11 résulte immédiatement de cette formule, jointe & 'équation (4)-
que, si, en attribuant & 5 une valeur de la forme @t bf, et
a ¢, ¢ des valeurs réelles dont la seconde reste comprise entre les

limites o, 1, on pose
m=e  BAT(I=b),

(10) 0(s) = 2 “.]_4"4;,

m=—w

on aura

@) F(2) = Aot 22 £0(s+b—OIF (D],

le signe Lf: étant relatif aux seules valeurs Gy, Coy o0y Gy de la

variable § qui vérifieront I'équation

(12)
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et représenteront les coordonnées de points renfermés dans 1'inté-
vieur du parallélogramme élémentaire ABCD. D’ailleurs, on tirera
de I’équation (10), en y remplacant m par — m,

(13) 0(z)=—0(b—3).
Supposons maintenant que les valeurs de

=z at+ ol

.
désignées par &y, G, ..., &y, se trouvent rangées d’aprés Pordre de
grandeur des valeurs correspondantes de ¢. Soient, d’ailleurs,

les points dont &, G, ..., Gy représentent les coordonnées imagi-
naires. Si, dans le second membre de la formule (11), on attribue
{5 un aceroissement Az tellement choisi, que le point A’ corres-
pondant & la coordonnée imaginaire z - Az soit renfermé dans
I'intérieur de la bande comprise entre la droite AB et la paralléle
menée & cette droite par le point Z,, le terme

:
Ay [ F(z + at)d
0

ne variera pas; mais, sile point A’ vient a franchir cette paralléle,
le terme A, prendra un accroissement qui se déduira sans peine des
formules (6), (7), et dont la valeur sera

— 2 P,

a

le signe tl.: se rapportant a la seule valeur ¢, de la variable §. Dans
la méme hypothése, I'expression

2w

= LU=+ =) [F()],

que renferme le second membre de. la formule (11), se trouvera
¢évidemment diminuée du terme correspondant a la valeur g, de g,
claugmentée du terme corrvespondant i la valeur ¢, -+ 0. Cela posé,
iest clair que, si Uon assujettit 0(s) a vérifier généralement la
condition

(14) 0(z+b)=0(s)—1,

H.— I 6
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la formule (11) pourra étre élendue au cas ot le signe S serait de fonctions elliptiques toute fonction doublement périodique qui
reste to ujours continue avec sa dérivée, tant quelle ne devient %‘15
infinie ('). 5
in partant des formules que nous avons rappelées; et substituant
aux périodes «, b les autres périodes qu’on peut introduire dan; le
caleul, en déplacant les sommets du parallélogramme élémer
;airc AlBCDl, M(i Hermite obtient succcssi\‘cm(;lt sous (livcrs;;
ormes la valeurdela transcendante 0(s). Dailleurs ais
dés diverses formes sous lesquelles sc(pl?éscn le“()c(LZ)sy L’: ilzmgm(lubou
iy pEe i , développements, permet & Pauteur d’établiv n" : o ‘1"‘3“
vérifient 'équation (12), et sont de la forme proposili i s et
propositions nouvelles. L'une de ces propositions, trés digne de
ROTEI0, estrelative a P'intervalle dans lequel reste con\'crf’t;ntc ]';
scn‘c quu 1'e[)}‘ésente le développement de la fonction 0(z) (?) :
T vertu de la formule (11), considérée sous ce point de vue, A llel:l:\s:l::l’] l(\:i E‘I?ln‘lnfssalrcs.pc?san que, dans le travail soumis
toute fonction de 5 qui, étant doublement périodique, reste continue S8 u'i-l wail’ ;I : eumle'n UG HOEI\'G“CS e e lhcegge
avec sa dérivée tant qu’cllc ne devient pas infinie, se réduit A la pcnsinl(;lc celtr '11110-1“!‘6\6 dAzms (l.c‘ b enetherehe i1
comme d’un certain nombre de termes, dont chacun est propor- o [l -1I(tval (f:tu‘cs dl’gnc ld‘cwcapprouvé par ’Académie,
tionnel & une fonction de la forme paw L e e AR

relatif aux valeurs de ¢ qui représenteraient les coordonnées de
points renfermés, non plus dans le parallélogramme élémen-
taire ABCD, mais dans le parallélogramme semblable A'B/CD
avee lequel on peut faire coincider le premier en transportant les
cotés parallelement a eux-mémes, et substituant au sommet A le
sommet A’ Par suite aussi, on pourra, en supposant le terme A,
réduit & une constante dans la formule (11), admettre que, dans

cette formule, le signe £ se rapporte aux seules valeurs de € qui

(1) L= av+ 00,

1, ' étant des variables réelles comprises entre les limites o, 1.

0(s — =),
1) Déja AT e e 4
cel(lc) ql’“h’i-\: en _IS!,";, :: Liouville avait obtenu, par une méthode trés différente de
P o o = 2 T 5 suivie M. Hermite, et i w3 3
z, étant une valeur particuli¢re de 5, ou bien encore a L'une des Con e s, 5 etavait énoncé, en présence de ce dernier, la réduc-

dérivées de cetle méme fonction différentiée par rapport Al g el 7y M s 3 ; ¥

e P 3 PF . ( ) M. Hermite, aprés avoir fixé Pintervalle dans lequel le développement de 13

st le théoréme fondamental obtenu par M. Hermite. Ajoutons que transcendante 0 (z) demeure convergent, prouve que, dans le cas od M e “'”“

. o s O 7.2 Rt atleint sa va i X H 4 g W cet intervallc

la fonction désignée ici par 0(z) a évidemment pour dérivée une st valeur maximum, Ieapport eutve cet intervalle et 1o plus petit eoté d'un
fonction doublement périodique de z. Sil'on désigne par () celle

M. Jacobi,

4

dérivée, la fonclion o (z) restera continue, aussi bien que 0(z), tant . dansune Lettre adressée a M. Hermite, avait énoncé une proposition qui cof
5 Sl 4 : i u incide
avec ce théoreme, et qui appliquait A la transcendante 0(3) qui coincide

parallélogramme élémentaire ne peut sabaisser au-dessous de

=

quelle ne deviendra pas infinie, et, par suite, rien n’empéchera de
prendre pour F'(s), dans la formule (11), ou la fonction o(z), ou
une fonction rationnelle de o(z). En réduisant effectivement I¥(z)
au carré de o(3), M. Hermite oblient une équation qui sertd expri-
mmer ce carré en fonction lindaire de (=) et de ¢"(5); il en conclut
aisément que le carré de o/(3) est proportionnel au produit des

trois facteurs
wr—3(2) s@—s(L) wo—2(557) ;

et la transcendante () se trouve ainsi ramenée aux fonctions ellip-

tiques. Par suite aussi U'on peut réduire & une fonction rationnelle
q P




NOTE

SUR

LA REDUCTION DES FONCTIONS HOMOGENES

A COEFFICIENTS ENTIERS ET A DEUX INDETERMINEES.

Journal fur die reine und angewandte Mathematik,
Tome XXXVI; 1848.

Soit
Fyy @)= Ayn+Bayr—t+ Catye=t ..t Kan-1y + La®

la forme proposée; nommons

oy, Oa; U3, .eey G

les racines, supposées d’abord toutes réelles, de Iéquation
Azt +Barti4 Can—t+...+ Ks+L=o0;

je définirai le déterminant de f(y,) la plus petite des valeurs
que peut prendre Pexpression

W i
13,3 s
5 1 4 1 J

5
(AR, )

D=A s
lorsque les quamim’s Ay, A, ..., A, prennent toutes les “llcmi

is zéro i 3 Dinfini. Et d’abor
réelles et positives depuis zéro jusqua Dinfini. Et d’abord un te
minimum existe toujours, comme on le reconnait aisément; posant
donc les équations

dD dD
= =@ == 0 §665
dAy
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on est assuré d’avance qu’elles seront satisfaites, au moins par un
systeme de déterminations réelles et positives de Ay, A,, ..., A,.
Ces équations deviennent, en prenant

Akl n
ul Q!
o= ZAZA"i-’J(“i—Z/')EV
e ;
1 1

dA PAS JA
(1) 2;&:11&1;—[, 2A=nigrlz, 9608 20 = nA o

et, & proprement parler, elles ne contiennent que les rapports
Ay A : o o
i ?“, ete. Leur somme d’ailleurs donne Pidentité
1 1
[AN dA LAN
28 =8y —— Ay - LA, —-
TR e /% IR,
Cette définition du déterminant pour une forme f(y, z) de degré
quelconque comprend, comme il est aisé de le voir, le cas parti-
culier des formes quadratiques; mais, en passant aux valeurs sui-
vantes de 2, la détermination de D, en fonction des coefficients A,
S . o S s
B, ..., L exige la résolution d’équations algébriques de degré de
plus en plus élevé, et dont voici le caractére essentiel. Représen-
lons en général leur premier membre par

IRR), A\ 18, ) o 00 18 L),

le coefficient de la plus haute puissance de D étant I'unité, je dis
quil ne changera pas de valeur, si Ion y remplace respectivement
IATSRES G
par les coefficients
GBI CLe R M T
de la transformée

Fry' mly my' noal) = fi(y', @)
= Ay Bty it K=ty Ly e,

les entiers m, m?; n, no étant soumis a la condition

mn® — npmd = =E 1.

Pour le faire voir, soit

S 2) = Ay —a@) (¥ — 222)...(y — 2, 2)
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en posant d’ou I'on tire

)

S o 4 Ardg(ay— @3)® = Apdg(an—23)%,  Aad (e — @) = Al (% —u)?,
on aura

Fi(os 2y = Ay — @) (' — ) (0 — ') ou bien

3 _(5(1'—'1':)‘2 z

Asl (@) —a)? i .
(g — a3)*

et i :
A & (@ —x)?

A =A(m—na)(m— na)...(m— na,).

Or si I'on substitue, dans les équations (1), a; & a; pour obtenir Bl dlome
les valeurs des quantités A relatives au déterminant de la nouvelle Ay=(ar —as)?, Aa=(z—ag)h  Ag= (1 — )3
forme fy(y', z'), comme les différences «; — a’; deviennent y 3

R on obtiendra successivement
s
(v — ) (0 — nag) A =3 (ay — o) (ar — %) (@3 —21)%
g & 5 414,45 = (21—11)’(“:—“:)2(“3*%)”:
on voit immédiatement que cela revienta prendre pour inconnue,
A

(m —na)?

el, par suite,

en général, au licu de A;; done, par cette substitution,

Ay, A,. ..., A, deviennent simplement, 4 un facteur constant prés, TR S {[Q_Ag(ulﬁ e — 2P = P i%

@0~ penPhy (= 0ok, ' {BID— (G A—57A* D2+ 18 ABCD] |,
Soit A ce facteur indéterminé; il en résulte que, par la substitu-

tion de o 4 oy A =1 I8 AA; (o — o7)? se change en 2* A, mais la

o = 4 3 Vo2t 34+ Eat.
valeur de D reste absolument la méme, le produit J(G @) = R == BgReas Cgilat s el s 1)

a 1l vient alors

22 (m— nu)(m— na)...(m— nay)

" ' A =28 [Ay (2 — a2)2+ Ay (g — 43)% + Ay (o —2)2],
disparaissant comme facteur commun au numérateur et au déno-
LA : s A= 2,8 (s — )%+ Ag(ta — o)+ Ay (s — )],
minateur, d’aprés la valeur ci-dessus de A’. Ainsi, les deux équa-
. . . . . . A =oAj[Aj (a3 — o) + Ay(2; — @) + A, —ay)?
tions en D, qui sont relatives & la forme proposée el i sa trans- ol = En)P == Aol = )R =A@ =P,

formée, onl les mémes racines, et sont par conséquent identiques. A =28 [Ar(ay — 1)? + 8y (% — )2+ Ay (2, — )]}

Voici maintenant quelques exemples du caleul de D : S R :
j on en déduit, par une combinaison facile,

1O m=3,
[, 2)=Ap3+ By2w + Cya? + Dazs.
On trouve AyAg(ay —a3)? = AyAg(ay — a1)?

Ay (o — a9)? = Aghg oy — )2,

A= Ap Ay (g — )2+ Ay Ay (o — a3)2 + Ay Ag (o — %), ApAg(ay — @g)® = &g Ay (a2 — %)%

: 4 ou bien encore
et les équations (1) deviennent :

Af(a — 2)2(@n — @) = Af (@ — %2)? (a6 — % )2,

. 24 = 34, [Ay (e — o2) -+ Ay (0 — a3)?], e T
2 2 3 2 L 1 1 " 1 3%

28 = 38, [ Ay (o — a)? + Ay —a3)2], " 5
28 =34, [A (s — )+ As(me—ea)t], S =R S hPe @ el = R,
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Ainsi, nous prendrons miné par la théorie précédente les quantités By By aong Dy GGG

A (op — )2 (2tg — )P (o, —aa)2, - \ ¥ =my'+ moa,

>
1
3 = (as— a)(o —ar)*(@— )2, z=ny + noz,
3 = (s — )2(o — @ )2 (@2 — )3 S o o
5 5 5 o la substitution propre a réduire la forme binaire
A = (o — @) (22 — 23)% (%3 — 21 )%,

; 3 S0 = Ve : Ay — @A (y— ) ...+ Ap(y — an®)?,
el pour avoir, comme la question I'exige, des déterminations posi- 4
tives, nous supposons dont le déterminant changé de signe est la quantité désignée ci-
G 26 2> E 2 Clly . dessus par A, je dis que cette méme substitution effectuée dans la
forme proposée f(y, ) conduira & une transformée f(y/, '),
dont tous les cocfficients auront des valeurs limitées qui dépen-
dront seulement du déterminant D et de I'exposant 7.
A = — (o —u) (a1 — %) (2 —x), St

Ay = — (o — %) (22— 43) (a3 — o1)-

ce qui donnera
Ap = — (22— 2g) (% — %) (o — a2),

Ay = — (a3 — 1) (@y — 1) (o1 — a5,

a =A(m —n a2+ A(m —n )24+ Ay (m —n ay)?,
3 ’ e Sn : o

Soit, pour abréger I'écriture, @ le carré du produit des six (l:[fe_ = B\ (780 — P i () P
rences des racines prises deux & deux; on conclura de ce qui

cea Ap (MmO — noay)?;

précede (1) : et g d’aprés le caractére principal des formes binaires réduites, on aura
1228308, = &

L aa A
A =402 (@ —ag) (@ — @), 0S5

s Ab B Ay — az) (20 — ). ce qui donne, ¢n supposanta < a, la limite a*> <4 A3 or voici les
(S i conséquences qui s’en déduisent : En premier lieu, le produit des

quantités positives
La détermination de D, en fonction des coefficients de f(y, z), i .
se rameéne aisément & la résolution d’une équation du troisiéme e G e e
degré : en représentant par ®(A, B, G, D, E) la fonction ration-

A . o\
i ; A 5 o ne pouvant dépasser son maximum (—) » on aura
nelle et enticre de ces coefficients qu'on obtient pour le produit n

symétrique ASQ, cette équation sera R o U (E)n,
DI— 42D (C2— 3BD + 19AE)— 439 =0, ol o
d’ott on tire aisément
el ses Lrois racines : 37 pon i
4A (o — 23) (22 —04), A(m— nay) (m— nas)...(m— na,) < (72) (%) D
GA (@0 —ay) (a3 — %),
A (a3 —a2) (g — o) Secondement, si 'on omet, dans a le terme A;(m — nog)?, en
- SO )
Voici maintenantla méthode générale de réduction; ayant déter- i -chn=n Sonmetontibeure fontuourer
Ahy o A Apeg g Ap(m — mag )2 (m— noy_y )?
' i T N e
e e i e
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multipliant membre avee 'inégalité A, (m? — noa;)* < a, et posant,

l)()ln‘ ﬂ]JI'CgC]‘,

(a7) = (m — nay) (m—nay)...(m0— n)...(m—nay,),

on obuendra facilement

Aag) < (an)i'"-”(%); D

Ces deux conclusions auxquelles nous sommes arrivé démontrent
immédiatement la proposition annoncée; en effet, soit comme pré-
cédemment ;

Ji( )= AN(y'— 2, &) (y'— sy a').. (' — ),

on aura

el

1 1
sln—1) Sl
., nda;— mo ) 1 T 2 ' 6\ .
e W g L2 2
m—no Al A \n—r1/ 3

ainsi, le nombre entier A/, d’une part, et toutes les quantités i,
o, ..., de I'autre, sont limitées; donc il en est de méme encore de
tous les autres coefficients B, C'; ..., I/. Entre autres relations
quon peut établir a cet égard, on doit remarquer la suivante, qui
fournit une limite du produit des coefficients extrémes, savoir

:
i
e (5 (4)

Je vais maintenant considérer les formes f(y, @), ot les racines
de Péquation f(z, 1)sont en partic réelles et en partie imaginaires;
nommons donc

I GOy oach LT

les racines réelles, et

B 115 By T2
Ies divers couples de racines imaginaives conjuguées, de sorte que

=2 = n;
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pOSODS
B

19 N\
== ININACr— )R
A zzijzlllj(ml %7)

X A 1B — B — 1) — (Be— 1) (Br—10)]

i

1

je définirai le déterminant de f(y, z) la plus petite des valeurs
que peut prendre Pexpression

1
A AL
D= —

@sos

lorsque les quantités &, A, ..., Ay A7, AL, A passent par toutes
les valeurs réelles et positives, depuis zéro jusqu’a I'infini. On ob-
tiendra alors, pour le minimum cherché, les équations

dA ds dA
A=pd — A=nA, — A = Ay ——
2 n 'dA., 2 n zdiz, 5 2 n ‘Ld.\p,’
dA dA da
(A=A 4A = nA, —- AN AT =
LEng 2@ Z o V.

el un raisonnement semblable a celui qui a é1é employé ci-dessus
prouve que toutes les wansformées fi(y”, z), équivalentes a la
forme proposée, conduiront & la méme équation pour déterminer D
en fonction de leurs coefficients.

Drapres cela, je fais dans f(y, ) la substitution

Yy =my + moa’,
z = ny' + n'a'
propre & réduire la forme binaire quadratique
A(F — a1 @) 4 8y (y — 20@) .o+ Ay — @y @)?
+ 817 —Bi2)(r —112) + Ay (y — Ba2) ( — 12 @) +- -
(= Bl (s v @)

de déterminant — A, et je dis que tous les coefficients de la trans-
formée f,(y/, ") auront des valeurs finies, limitées seulement au
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méme équation en D qui vient s’oflvir, bien que les calculs par Les-
quels ony arrive différent beaucoup, suivant le nombre des racines
Ji(yh @) =AY — a2 (= o). (' —aya) réelles et imaginaires, mais je n’ai pu jusqu’a présent découvrir la
Bh2)- (' = B, 2% raison générale de ce fait important.

moyen de D et des nombres i, v. Soit

> (y'—Bi=2) (' —

> (= 1&) ¥ = 1e2). - (¥ — 12"

Le cas des formes binaires du second degré a facteurs réels, si
distinct des autres; se rattache & une théorie trés étendue fondée
A=A (m—nay)(m—nay). . .(m—nay) sur la réduction des formes quadratiques a un nombre quelconque
d'indéterminées, el qui embrasse loules les irrationnelles algé-
briques; je la soumettrai dans un prochain Mémoire au jugement
des Géométres.

X (m—nB)(m—nBs)...(m—npy)
> (m— nyy) (m—nry)...(m— ny)-

On pourra comme précédemment faire
Paris, mars 1848. i

) ?,___A(Bg) o ),
e EEA R e Gl e

et 'on obtiendra, par des raisonnements analogues,

1
. S g
wen(

en partant de la relation

Ay(m — nay)? + Ms(m— naw)? ...+ Bp(m — nay)?

= Ay (m— nBi)(m—nyy) + A (m— b)) (m — nys) .. — oo

+ &, (m— nBy)(m—nyy) <‘/

On aura encore les deux limites suivantes

1
o

E(n—l) 40\G
s (@

rm< (7)) ()" (%)5"1:2.

Ainsi le coefficient A, les racines réelles et les modules des racines
imaginaires sont limités comme je I'ai annoncé; done il en est de
méme de tous les nombres entiers qui forment les coefficients de
la transformée fy(y/, @').

Les principes précédents s’appliquent avec beaucoup de facilité
aux formes cubiques et biquadratiques; on observe alors cette cir-
constance remarquable que, pour chaque degré, ¢’est toujours la




SUR LA THEORIE

FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES.

Journal fir die reine und angewandte Mathematik, tome XL; 1850.

Un des principaux caractéres des formes ternaires réduiles,
lorsqu’elles sont définies, consiste en ce que le produit des coeffi-
cients des trois carrés des variables est toujours inférieur au
double du déterminant. Clest la, comme on sait, une limite pré-
cise, découverte d'abord par induction, puis démontrée par
M. Gauss dans Pécrit si remarquable sur ’Ouvrage de M. Seeber.
Mais les transformations analytiques de I'expression

D — aaa’ - 2bb b — abl— a'b? — a’ b

données par illustre géomélre, et desquelles résulte avec tant
d'élégance la limite indiquée, me semblent tenir & des principes
singuli¢rement cachés, et quiil m'a été impossible de retrouver
malgré tous mes eflorts. Apres de longues recherches, j’ai découvert
enfin une méthode nouvelle pour obtenir la limite de M. Gauss, et
je vais la développer dans cette Note, aprés avoir d’abord donné
une démonstration simple de Pexistence des caracteres attribués
par M. Seeber aux formes réduites.
Soit, en suivant la notation des Disquisitiones arithmetice,

f=azr+dyi+ a2+ 2bys +20'w5 + 2b"xy

une forme définie positive a coefficients quelconques, caril n’y a
aucunement lieu de les supposer entiers dans Ja théorie de la
réduction. Considérons la série entiére des transformées distinctes
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équivalentes a f, et formons un groupe particulier de celles ou le
coefficient de I'un des carrés a la plus petite valeur possible.

Réunissons ensuite dans un second groupe toutes les formes du
premier, ol un autre cocfficient des carrés est encore le plus petit
possible. Enfin, formons un dernier groupe des formes précé-
dentes, ot le troisiéme coefficient des carrés est un minimum : je
dis que les formes, ou la forme unique obtenue ainsi, offriront
tous les caractéres des réduites de M. Seeber. i

Qu’on les représente, en effet, par

F=Azr+ Ay A"s2+ 9B ys+ 2B'ws -+ 2B'ay = (‘g’ ?;,’ 1}:),

) BY,

les diverses formes binaires

(U 57, 60, (O, 150, 10, (G 133, 1)

s e
. ¢ propre a la réduire,
on arriverail a une transformée équivalente, ou l'un au moins des
coefficients de y* et 5% serait diminué, A restant le méme; clest
donc d celte transformée que la méthode employée aurait conduit

etnon & la proposée. Dans le cas ot B, B!, B” sont néeatifs ii
faut encore arriver a la condition el

; A+ A'>—9(B+ B+ B"),
ou bien
A=A+ A"+9B+oB 4+ 2B" > A",

I Jéa ¢
A’ désignant le plus grand des coefficients des carrés. Pour cela

A TS A R ok Tato \ o
considérons la transformée équivalente & la proposée, obtenue par
la substitution

o =X-+1Z,
y=Nae7,
5=,

L:l les Icocfﬁments de X2, Y2, 72 seront respeclivement, AL AL et
/ " '/ U SEY 2
: -k A: +A: + 2B+ 2B+ 2B’; cette derniére quantité ne peut
2 PR A !

onc‘euc inférieure & A”, car ¢’est encore & celte transformée et
non a la proposée que la méthode ettt conduit.

7 o : rhee i ; 2

ow}cltnu, pour abréger, I’algorithme de réduction auquel les

caractéres des formes réduites conduisent tout naturellement, car
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il e e semble pas h‘és im]u?rmn_t au pnin}t ‘de vue de la théorie, o em eneemne
et Jarrive 3 mon principal objet, a la condition ;. 7 — )2 DB,
ANA"< 2D ? avee les conditions

: : Y>>z et p>u

Tout repose sur le question suivante : f(z, y, 5) étant une I
4 5 2 ey e 5. Les quatre systémes de valeurs considéré e s g
forme définie quelconque, déterminer lalimite précise du minimum demmc}u les s)euls 1 b e nsldlcrees sont d’ailleurs évi-
) i our lesquels les valeur:
de f(z, y, 1), pour des valeurs enticres de z ety VELE o inférif\u‘es S l(’lunilé o eurs absolllt?s dfe X + o,
Réduisons la forme binaire qui résulte des termes du second sl dbo s i d’[ e monsestona déterminer
) NN ; orrespond le m S
degré de f(a, y, 1), par une substitution propre ou umpropre " e s mimum absolu de F, ainsi
; qu'a trouver une limite précise de ce minimum.

D, ey g Sl .

Pour cela, j’aurai recours aux considérations géométriques sui-
vantes :

Soit OAB un triangle tel qu’on ait

z=mX+nY,
- ¥ =pnX +vY,

de maniére que le coefficient moyen de la transformée soit posilif

s e R 3 — i’
(cest 1a une condition essentielle, pour les considérations géo- OA'=A, OB =A, OA.OBcosAOB=B;

métriques que nous aurons a développer tout & heure), et posons
GES G 19 >

S(mX +nY, pX+vY,1)
— AX? 4 2B'XY - A’Y?+ 2BY + 2B'X + A"=F.

En désignant par o et @ deux constantes convenablement choi-

sies, on pourra faire

F = A(X +a)2+2B"(X 4+ 2)(Y + B) - A(Y +B) + g,

D étant le déterminant de f(x, 5, 5) et A celui de la forme binaire
(A, B, A’) qui est réduite et ou B/ est positif. Soient, enfin, € ¢tn
deux nombres entiers tels que §+a el 7 - {8 soient positifs et
moindres que L'unité; je dis que le minimum de F correspondra
2 I'un des quatre systémes de valeurs

| 5 g o T e o

© @ de l.a distance & origine O, d'un point M dont les coor-

données obliques paralleles 3 OA et OB sont OA.¢ et OB.«, sera
récise 5 inai ; v, :

précisément la valeur de la forme binaire A (2 4+ 2B ¢r + A2 el
¢ o 5 o

; ; sion la désigne un instant pour abréger par o (¢, w), on voit faci-

Kl =7, lement qu'on aura les relations :

X =F—1, Y=n,

el S
X =t Y=n—1, MO = o(2 w), MA™ =o(t—r1, ),
e ; =) —
Xttt el MB = o(4 w—1), REO’2:0(1—1 w—r)
; ) )
On sait, en effet, qu'une propriété essentielle des formes binaires en achevant 1 T o o
2 ,,: : 0 [, dP Il S ant le parallélogramme OABO'. Cela posé, il est mainte-
réduites (=, ) consiste dans la relation nant facile de reconnaitre quelle est la plus petite de ces quan
¢

distances.

oz —1,y) < e(z,¥), i
Soient Get C' les centres des cereles circonserits aux triangles

OAB, (lJ’AB; menons d'une part les perpendiculaires CP, CQ, sur
b= 1L

si ’on a a la fois
@a>=gy o x>,
7
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les milicux de OA et OB, de l'autre les perpendiculaires C/Q! y o Y

I s | 3k a 0” A, O'B. et i 0] B CC': sel QI’ flm, n, 1); ¢’est done celte transformée qui serait la réduite et

C/PY, sur les mi 1§nx 153_ A, 1, c“ joignons ; selon que le non la proposée.

point M tombera dans Uintérieur des figures 4 Noa : o g 5 3 S 3
Nous pouvons ainsi, entre les coefficients de f; établir la velation

0PCQ, PAQCGG, C'QOP, P'BQCC, obtenue plus haut, savoir

v ad(a—2b"+a’) D
- a’ < o=
4 . G(aa’—0b") =07

le sommet le plus voisin sera
©®, A, @ B On en déduit

D>a'(aa' —b"2)—

aa'(a—2b' + o),

Mais, dans ces divers cas, la distance la plus grande au sommet
correspondant ne surpassera jamais @0=EA —ACI— GO RN
clest-d-dire le rayon du cercle circonscrit au triangle OAB. Or un
calcul bien simple donne Or le sec . ARPPRE 5

I 5 e sccc[}nd membre de celle inégalité est essentiellement
posilit; el P 1 3
]‘\\oil ; en elflet, pour la plus petite et la plus grande valeur de 4,
Sav o

d’ont

P ’ 5 ,
2D —add >ada —ara’ ”-~;aa(a—25”+ @,

> AA(A A —5B)
GO AN =18)

e W=la,

Nous voici donc conduils a cette limite précise du minimum il se réduit a

de F ou de Pexpression proposée f(z 1), savoir o :
I proposée f(z, y; 1), o ot i e et
AA (A +A'—2B") D et a 2 2
T g ’ ;
s A B add —jata'—Laa” = Lad'(a'— a)+ 4 ag(a'— a');
= 2 2 )

f]uunnh:'s positives. Si donc pour des valeurs intermédiaires de b”
rlpo'u\'iut devenir négatif, ce ne serait qu’a la condition de s’éva-
nouir deux fois da ’inter imi !
i e fois dans l'mlcn'a'lle compris entre les limites 4= o
Sy =(0 5 =:a; mais cela est impossible, I'équation

De la, comme on va voir, se déduit immédiatement la proposi-

tion que nous avions en vue. Désignons par

>

une forme définie réduite, ot les coefficients @, ', @ sont rangés aa'e'—2a"b —lad(a-+d —26") =0

S vl e = o3 0 i ith

par ordre croissant de grandeur; (a, 0, a') sera, comme on L'a Vi, et st 4 :
ot e . €cessairement ses raci 5 GG

une forme binaire réduite, €t nous pourrons Loujours y supposer O e cines de signes contraires.

&0 . e 3 a C uajours - = AN

b7 positif. Jajoute que @' est le minimum de f(z, g, 1) pour des ] » comme nous voulions Iétablir,

valeurs entiéres de & el y, savoir pour & = 0, y = 0; s'il exis- LD

Lait. en effet, deux entiers, 7 et 2z, pour les uels on eut 3 3

2 ’ 2 » P ! Paris, avnil 1850.

Sflm, n, < a’
la substitution

=X+ mZ,
——
Y= Y+-nZ,
= Z
donnerait une transformée équivalente, ol e« et «! seraient con-
servés, tandis que @ serait remplacé par la valeur moindre




