SUR LA DIVISION

DES.

FONCTIONS ABELIENNES
OU ULTRA-ELLIPTIQUES ().

Mémoires présentés par divers Savants étrangers
a UAcadémie des Sciences, Tome X.

L'objet prineipal du premier Mémoire d’Abel sur la théorie
des fonctions elliptiques est la résolution des équations relatives
a leur division en parties égales. Le beau résultat auquel il est
paryenu, savoir, que cette résolution est toujours possible a 'aide
de radicaux, en supposant connue la division de la fonction com-
pléte, peut éire étendu aux transcendantes d'ordre plus élevé
nommées par Legendre fonctions witra-elliptiques, aw moyen des
nouveaux principes sur lesquels M. Jacobi a fondé leur théorie.
Clest ce qu'on va essayer de faire voir, en considérant d’abord
les transcendantes qui sont I'objet du Mémoire intitulé : De func-
tionibus quadrupliciter periodicis quibus theoria transcenden-
tium Abelianarum innititur (Journal de Crelle, t. 13, p. 55).

1.
Soit

Az)=yoe(i—a) 0 —pia)(1—pio)(1—p3a):

considérez les fonclions @ ety déterminées par les deux équations

f"(zﬂ‘—?z)([.z-;_ [’(a+;5y)dy=u

A(@) o A() 2
T (e +B2)de C ol (@ By)dy
"f T A@) fq AT

(') Ge Mémoire est signé de M. Hermite, ¢léve de I'Ecole Polytechnique.
19 18,
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el s0il ; 3
@ =holu, &), y=h(u u).
La propriété fondamentale de ces fonctions de deux variables
consiste en ce que les quantités

No(w—+ 9, %'+ ¢), (w9, 0 +0")
sont les racines d’une équation du second degré, dont les coeffi-
cients sont des fonctions rationnelles de
Do, W)y, Mlw, a), A[do(z, uw)), AN (e, wh],
X0, 0, Mo, o) A[hoCo, 90), AlM(e, 0]

11 en résulte que, quel que soit le nombre entier 7, les deux
fonctions :
o(nu, nw'), A (nw, nu')
seront pareillement les racines d’une équation du second degré a
coefficients rationnels en

Mo, ), Mz ), ADo(w, )], A[MCs, 2]

Cela fait voir que, par la résolution de deux équations algé-
briques, on pourra déterminer inversement

Nolw, W) et Ai(w, w')
par
o (nu, nu') et Ay(nu, nw).
Représentons, pour abréger, par &, ety les fonctions relatives
aux arguments multiples nu, i/, et soit

Uz} + Uz, +U'=0
Déquation qui sert a les déterminer, au moyen de = et y; jau
trouvé qu'on pouvait mettre les coefficients sous la forme
P+ QA(z)A(y),

en désignant par P et Q des fonctions rationnelles de 2 et 55 mais
celle remarque n’est pas essentielle pour ce qui va suiyre. Je par-
tirai de ce que les racines simultanées des équations

Uzl + Uwy+U'=o,

2 | Uy +Uyn+U'=0
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i sont donndes, d’aprés M. Jacobi, par les formules suivantes, ou
it | Pon a
it dzr
i fi=s fi B Reidn SR S e ) i
| : . /=1 A(a) ) [ Aw)

B}

V?(a+f.:c)d:c SE5E = (2+B2)dz
A =G “‘2- (@)

O« Blz)dx Y@ fa)de

R o )

Il

i r’-(a—»—@x)dx _?f (O(“p z)d

A ‘/-—li\(x) AR
P2 P

savoir 2
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priété fondamentale des fonctions ), le terme général

AT T
f[)‘,,<u+;,u+,—z 5 )\1((t—+-’—t) u—i—l—;)]

pourra étre exprimé rationnellement en fonction de

ho(u, u'), Ay (w, u'), AR, u)], Al (u, u')]

et des quantités analogues relatives a la division des indices : or,
on trouve aisément les formules

d
A(2) = (a-+p2) Z—Z S CER P

5 & e
A(]):(m-e-ﬁ_y)ri-(-(z =+ 89) d:‘,,

desquelles il résulte que les radicaux

n n

o= (o e o v — G e ol
MG Y — 1 +m't+m"G5)—1 +m" Ll =1 iy - — 1 =
=)\0(“+ 4 = L% Ll s 1/

d A[Xo(w, )], Ay (e, w'))

My —1 -y me, =mG, L mily Y — 1= ml - m
= l,(u+ b 2 & g N 2t 3
n U

en attribuant aux nombres entiers m, n/, m!, n”.

g @y o

, les valeurs o,

oy L —1.

Voici maintenant le théoréme sur lequel repose leur résolu-
tion. Soit f(, y) unc fonction rationnelle et symétrique de @ ety
P> ¢> 7, S quatre racines de ’équation binome ¢z = 1. Faisons, pour
abréger,

U= i (= e b e e i
o

I'= mi, L= m' i -+ m ll,\/—l—*—fll

on aura

n—1 n—t n—1 n—

= /A BA[X(nw, nu')] +C A%y (nuw, ne')]+ DA[Xo(nw, nu')] A (nw, n)],

A, B, G, D, étant des fonctions rationnelles de ho(nu, nu'),
Ay (nu, ni').

Le premier membre peut d’abord étre ramené A une fonction
rationnelle de ho(u«, '), X (u, '), contenant d’ailleurs des quan-
lités relatives aux arguments multiples. En effet, d’aprés la pro-

2 Z I r £
S ! I: (u—i—l: w4 ); 7~1(w+—‘u—+— )]pmq’"l"’.\"“

me - m : ' e m

0

s'exprimeront eux-mémes rationnellement en %y (e, «') etk (u, u'),
car, en faisant disparaitre les irrationnelles des équations, puis
les diflérentiant successivement par rapport a w et «/, on ob-
tiendra les dérivées partielles en fonction rationnelle de %, (e, u')
et X\ (w, u).

Représentons pour un instant ce premier nombre par o (z, u!);
on démontrera aisément, au moyen des propriétés relatives a la
périodicité des fonctions ), I'égalité suivante

R/t K%, = KEE — 1t R,

e
n n

= prigsti=tis= o (u, u),

( Ky /=1 K K =N K,
CARZES )

quels que soient les entiers k&, &7, &, K.

En Iélevant 4 la puissance 7, on obtient donc une fonction ra-
tionnelle de Ao (w, @), ki (u, '), qui ne change point en substi-
twant & ces quantités deux autres quelconques des racines simul-
lanées des équations proposées. Il résulte de 1i, et de la théorie
des fonctions symétriques des racines d’un systéme d’ équations a
plusieurs inconnues, que cette fonction pourra étre déterminée
rationnellement par les coefficients des équations proposées.

Mais comme il a é1é introduit précédemment les dérivées par-

!
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tielles de ko (nw, nu'), i (nu, ru'), on pourra les ¢liminer par les Leurs racines seront données par les formules
formules suivantes

;o — 5 . — o Y — s o= it
o=l (nu, V=14 m lg+m iy /—1+m"d,  miy/—1+m' i, +m' =1+ m t,)
=\ 5 2 >

'z o e .
(= = 2 pry), BB TS et ) T 5
’ S5 (nu’, ey LA miy /=1l m iy \/:T—!—llt"’i',) K
(= Ba,):ll_)l: = MOl my (B Bl dy _ ij)/(a+ 82), HE = » =

z—y dui @

; . s en attribuant aux nombre; o i i, g ST
appliquées, bien entendu, aux quantilés Zp, yp- . i S Irlz, !, 1122 o les- valelu'sl?, x,fz', 5
5 ; 0 . n— 5 mais si l’on su ier et

Il suffit maintenant, pour achever la démonstration du théo- ’ ppose le nombre 2 premier et st Lon fait

réme énoncé, d’observer que toute fonction rationnelle des deux [ L= &@y—i,
radicaux L g
A[ho(nu, nu')], Ay (nwe, reu)) 2= miy=i+ 5, R
; V6 — VR = e = ) Vi 5
peut étre mise sous la forme e s i
({
A+ BA[o(nu, nu)]+ GAD:, (nu, na')] +DA[Ag(ru, nu)] A[Ay (nu, nu')]. W= G=r,
I, = mil =1+,

En supposant successivement
I = 70 (ST o == G/

flo,y)=a+y e flz,r)=2y, et
I, = miy =1 + mliy -+ m iy V— 1 + &,

le théoréme précédent donnera, exprimés par une somme de
1t — 1 radicaux niémes, les coefficients d’une équation du second
degré, dont les racines détermineront, en derniére analyse, celles
des équations proposées. On le verra facilement, en considérant
le systéme des équations linéaires qu'on obtiendrait en attribuant g
Ap, ¢, r, s, leurs diverses valeurs. J'ajouterai ici, mais sans m’ar- @= Xy (*‘ SO

réter A le démontrer, que les 2f—1 radicaux dont je viens de
parler peuvent s’exprimer rationnellement par quatre d’entre eux.

il est aisé de voir qu'on peut les remplacer par les suivantes

) )
)’ y=>Mx ,Hl;'ul'):
) il

)

I

| 1 1
Z:%(H;f!}*ﬁ 5 }’:)AI(IJ.T;1}L

=)

I =5

1‘3
z=)‘n(|u;, s

i

-

2|

<
Il
z
o~ o~ —
=
&
w

11.

en supposant & m, m', m', les valeurs o, 1, 2, ..., n—1 et a p,
' £ T : les valeurs 1, 2, 3 n—u
Pour obtenir la division des indices, faisons P 2
Cependant, si Pon observe que
nu = kiy /=1 =4 ['ls 4= K" iy /—1 -+ K"y, W =
e : e T No(— &, — u') = Xo(u, u')
= ki =1 + K iy + K iy =T + K705 s (u’ 5 :
on aura iy : sl
Zn=0 =0, an ; 2
n=0  Yn=0 ; comme on peut aisément le démontrer, on verra qu'il suffit de
et les équations a résoudre seront faire
n—1

B=10 0 ——

(2) U’ = o, U’ = o.
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conjointement avec les autres valeurs de m, m!, m'; car, passé
" —

le terme
2

', on ne ferait plus que reproduire les valeurs déji
obtenues. :

Gela posé, soienl o une racine primitive, par rapport au nombre
premier 72, I, I'une quelconque des quantités comprises dans la
formule nai; \/—_l +mlis +my \/: —+ m" iy, I'la quantité cor-
respondante relative & l'argument ', et f(&, y) une fonction ra-
tionnelle et symétrique de @ et y; considérez Uexpression

h(r—1)—1
N I i I e
(4) 2‘/; f[h([”";’ P"‘;>: A (9"5’9";)_]0‘,
0

ot 0 est une racine de ¢2=!= 1; le terme général pourra s’exprimer
rationnellement en

Al sl el zonl

01‘, on a vu précédemmﬁnl que, pour toute valeur des arguments

w et i, les radicaux
Ao(w, @], Al (u, w)

s’expriment rationnellement au moyen de
Rl @)y, (s, o)

et des quantilés relatives aux arguments multiples; ainsi, on
pourra transformer U'expression (4) en une fonction rationnelle

et symétrique de %, <,—IL; f—;), M (;IL, lz/), que je représenterai, pour
abréger, par o ( )-
Or, si dans égalité
$la—1)—1

(

Tl TP A 1
Loy B s =
?<n’ n> 5 2‘. f[)\“ (F n’ e n)' B (g il

0

on remplace I et I par o#I et g1, on trouvera aisément

) o
n n I
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Cela posé, comme le nombre o# équivaut, suivant le module n,
2 un nombre quelconque . pour une valeur convenable de /o, en

IR =) /30 10N
2y =)\ =c2 = e
k'J(rt’.'z,) ( 2 2

n n
o el AN e
W 22 P )l S YR B
Si donc on donne i I et I' toutes les valeurs correspondantes

comprises dans les formules (3), en attribuant a », m!, m' les
valeurs

faisant

On aura

(o IS DY N e T

on pourra former une équation dont les racines seront les valeurs
correspondantes de la fonction 4, et dont les coefficients seront
des fonctions rationnelles de ceux des équations proposées. Il est
bien facile de voir, d’aprés les expressions (3), que son degré sera
| 2+ n*+4nd; or, il suffira d'en connaitre une seule racine
pour résoudre les équations (2).

En effet, si nous considérons une de ces racines, el si nous la
désignons par (6) pour rappeler qu'elle dépend de la quantité 0
qui entre dans I'expression (4), on aura

1
T(e—1) Al A = [l :
(0)? = 112\ =g alt= o Rl = o= 13
) Ef[o?,lkﬂ (P 50 (0 0%,
d’ott, en substituant successivement a 0 toutes les racines de
1 1
3= z(n—75)
7 14 2
z* __1,0,0’,0,‘.‘,0[
les équations résultantes

R CHRIED)

1 R 1 1
=(G)7:”' —||+(0r)1m»n 2 (0");“’_“+.‘.+(|)"H"7”;

], i, etajoutant membre & membre

dong, en faisant f(z, y) =z +y, pwsf(z,y)=zy, on con-
naitra par la les coefficients d’une équation du second degré dont
les racines déterminent, en derni¢re analyse, celle des équations
proposées.
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et il est bien aisé¢ de voir qu'en différentiant par rapport i .,

1 Uy, - -y Uy o0 aurait d’'une manié¢re semblable

dry  t1A(zy) doy _ bA(@o) dey _ thA(@)
ey i o A DR . A e D ety Dt
Des considérations toutes semblables aux précédentes s’appli- L k. P
quentaux autres classes des fonctions ultra-elliptiques, et il suffira, Ces formules font d’abord voir comment le radical A (o) s'ex-
pour le faire voir, d’établir les formules suivantes. prime rationnellement par I'une queleonque des dérivées par-
Soit tielles de z, et les fonctions @, &y, ..., &,; mais en ajoutant les
i e = o2 o - & g i K
A(e) = ya(i—a)(1=pi#). . .((—plai®), équations précédentes, aprés les avoir multiplies, la premiére
0p(@) = o + Bra -+ yra? . .. npat. par o (@), la seconde par 0,(#,), et ainsi de suite, on obtient
> ) o
Posons celte expression
=2 DO(T) dr =i () (w)d:r day dz,
l'o»-zh‘[ ) ul--z f Tt o 8(0) = 00(0) 22 -0, () S22 o= D) G5
" 0n(z)dr et il est clair qu'on aurait de méme
Lo = 5 q
n SA(@)

A(ay) _ﬂ.,(xl)— + 0y () Z%: 4+ (i,i(z,)

et considérons, d’apres M. Jacobi, @y, i, . .., @, comme déter- “’"
minésipaelcestéquationsiienttonctioniid e/ RSEEN: . id elfsoxtc N I AL Lt L ,
Sk
qu’on ait dx,
1 A = By () 222 +o.(m +u.+on<zu>—"
lz du,
@y = Mol Bty o009 Tl 2= 0 (Ul iy == oy )y
@ = daa, Ui, .- -, Un). Les propriétés relatives 4 la périodicité des fonctions % sont
En les différentiant, par rapport d w,, il viendra comprises danshlcttheoremesuivznt
Soit
n n 1
5 dxy Oo(@h) 2y 91(21) s dzp, ’Jh(f/- L0 (2) dz P 0 (2)dz
= = 9 oouy = iR = o ] 'ﬁ:
= duy M(ap) hduy A(@) = duy X(@p) i A A() A(2)
i A L calid
et si on les ajoute aprés les avoir respectivement multiplides, o 2fﬂ§ 04(2) da R /‘pgw 0r(x)dr
partir de la seconde, par des quantités ¢y, ls, . .., &, telles que i s A(w) i A(@)
i Pin
Oo(@1) + 101 (@1) + G0x(21) ... LaOn(@y) = el
00(22) +1301(22) + £:05(22) ...+ tu0i() = TR = oy 8400 g i) - mg T8 - g U,
00(@n) =+ 101 (2n) + 60y (20) +. ..+ tabp(zr) = 0, quels que soient les entiers my, my, ..., on aura
on trouvera, en faisant, pour abréger, Ao (o~ 1000wy o [QF 0, Ty = hg (2o, 21, +eey Wn)s
(o) (e [y —
D = 00(0) + 1101 (20) - 02(80) -+ taBa (201, e e Tl
e | s eminbatean s b S ;
AN D PN (URE7ETS (NSRS (CHER WU TR (OB
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Parmi les 22 indices de périodicité, 21 seront réels,
savoir ¢ :
2071 2gs )

¢l les autres imaginaires, et de la forme a\—1, ol @ est réel.
Ainsi, pourle cas de n =1, on trouverait les indices

1
' Op(z) de Pi Op(w)dz
[ e, (T U,

k étant o ou 1, etils se raménent & ceux de M. Jacobi par ces

1
(@) do
@)

i

équations
Ba 1
0 7 ol
(2+pa)de (P (2+Ba)de 1P (u—y—ﬁr)dx’
TR e '“f. A(@)

Jwm
P

S lasrionds 77 (@ Beyd
/,, A(=) o N@)

e r;

Enfin, la propriété fondamentale des fonctions %, et qui estrela-
tive 4 l'addition des arguments, consiste en ce que les quantités

No (ot $oy Wi 91y vy Un == 92)y  Ay(Wo— Vo, Wy~ 1y eoey Un—t 1)y weey
(o 09y Uy~ 04y oeuy Uy - 0p)

sont les racines d'une équation de degré 72—+ 1, dont les coeffi-
cients sont des fonctions rationnelles de

Dol P o 0.0 T (@ By co0n By ooe D (R )
Ao (woy wy, - - oy wn)], A[Ai(to, s, .oy wn)]s ooy A[Np(uo, @y, ooy )],
K90y P1y vy )y A (Poy #1, ey )y An(90y 91y «vy Pa)s
AP\ Bty 5000 Gl AP P10 009l coan AP @i 200y Gl

SUR
LA THEORIE DES TRANSCENDANTES

A DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES.

EXTRAIT D'UNE LETTRE A M. LIOUVILLE.,

Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, t. XVIII.

Jai essayé d'introduire, dans I'analyse des transcendantes a
différentielles algébriques quelconques, des fonctions inverses de
plusicurs variables, & 'exemple de ce qui a éé fait par M. Jacobi
pour les fonctions abéliennes. Je vais passer rapidement en revue
les principaux résultats que j'ai obtenus, en réservant les démon—
strations et les développements accessoires pour un Mémoire que
J'espére bientou avoir Uhonneur de présenter a I’Académie.

I.

En suivant la marche tracée par M. Jacobi dans le célébre
Mémoire intitulé Considerationes generales de transcenden-
tibus Abelianis, j’ai été conduit d’abord 4 rechercher le systéme
Q’équations différentielles ordinaires dont les intégrales complétes
sont données par le théoréme d’Abel, considéré dans toute son
¢étendue. Cette recherche, au reste, était assez facile en s'aidant
des résultats consignés par Abel lui-méme dans le Mémoire cou-
ronné par I'’Académie des Sciences ().

(*) Tome VII des Savants étrangers. Voyez aussi un élégant Mémoire de
Minding, publi¢ dans le Jowrnal de Crelle, t. 23.
B = i 4
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Soit, en suivant les notations d’Abel, Il est inutile de dire que, dans chacune des racines y(;y, ou
.., on remplace la quantité & par la variable 2, ou @, ...,
) = ? y2 .o+ pa—1 ¥yt =0 Yz 9
Kas Bl i o 2 du terme ou elle entre.
une équation algébrique quelconque irréductible, dont tous les
coefficients sont des fonctions rationnelles et entidres d’une méme
variable z.

Nommons ses racines

1,

D’aprés cela, je prendrai pour fonctions inverses les quantités
P ) 1

il
|
3; 1 Ty Jow Fon ooy Jiw
| et désignons par B Gy esdn
‘\ (1) A = 1 Ul = U S oS A définies par les y équations suivantes
| 3 |
| jon rationnelle et entitre de x el y, dans laquelle le R e
! une; OnCUC SRy o Tk *h@nym) g, " Lo @ayw)
l degré d’un coefficient quelconque &, soit pris égal au nombre s Zh= uy, dek_ o
R 3 1imi é 1é = Y0 a ) fs A
| entier immédiatement inférieur & la somme, diminuée d’une unité, ) =0 :_1
i des n— m—1 plus grands exposants des développements de *Yfm O -
. ST gy Db RO S IR DR R e 1 DTN 5

]‘ chaque racine y suivant les puissances descendantes de 2. ’ ~, L) e vs
|| Soit enfin y le nombre des coefficients arbitraires contenus dans =

f (2, y); cette fonclion sera susceptible d’un nombre y de formes et je poserai, en conséquence,

1y X )i
ifré 1 g 1 par
différentes que je xeprésenteral p @ =0 (ny Way ooy )y @2 = ha(wy, t0a, -, tty), 5
Sila, )y fal@y) e fy(Z90): Ty =Ry (U, Uy ooy Uy)-
Cela posé, en désignant par Cela étant, les intégrales du systéme d’équations différentielles

&y Gy - cooy Bm cousidéré plus haut, intégrales fournies immédiatement par le

théoréme d’Abel, donnent sans difficulté, par un changement

convenable de constantes, le théoréme fondamental, qui consiste
AN IABD 080 FA(D) en ce que les v fonctions

des variables en nombre quelconque p plus grand que y, et par

5 i irrationnelles choisies arbitrairement parmi les
des {onctlons irrati N (2 = 91, o = 93, ety - 0y)
2 racines :
AT sont les racines d’une équation de degré y dont les coefficients
on aura, au moyen du théoréme d’'Abel, sous forme algébrique, sont des fonctions rationnelles des diverses fonctions
) .
les intégrales completes du systéme des équations e
fi(Z1Ym) A\ S (f!».}’w)) Oy s g fth(:?u-}’zu;)
2 (Frm) 2L re) 7 (Yw)
fol@1,7m) dz‘_’_fz(fwv}'m) Esbl i .feff’uvyru.)) e
* () L ) 7 (rw)
(@ pm) i [y(lﬂ?e-J’m\ ot L YA(’”uy}’zuv)
7 (w) 1 () 7. (Yw)

dzy = o, A (01, 02, S 0p),

et des valeurs correspondantes de celles des racines y que P'on a
fait entrer dans les équations (2).

day, = o.
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négatifs. Si I'on pose

111, n=m—1 (o) n=ni—1 ‘
2% it o {n+1)
= > ml‘n)fm (%, 1) dw—+- E m‘{"fm (k2)dz. ..
n=1 & n=1 G5

De 1 découle cette propriélé importante des fonctions inverses.
qui consiste dans la coexistence d'une série d'indices de périodi- at g
cité pour tous les arguments, et qui montre toute I'étendue de ce ot 2‘ "151")_/\(") (&, v) dav,
caractére singulier, dont un admirable Mémoire de M. Jacobi a = 4
1évélé depuis longtemps I'existence dans les fonctions abéliennes.
Considérons 'équation Une fonction rationnelle et symétrique quelconque des
v fonctions inverses conservera la méme valeur en ajoutant
simultanément aux divers arguments

n=ny—1

on aura ce théoréme :

£ )7 o) e - ) = 0

dont le premier membre, comme on sait, s'exprime par une fonc-
Lion entiére de @. Chacune de ses racines jouit de la propriété de
rendre égales deux des racines y de I’équation les quantités constantes

L, L, I, ..., Iy

Wy, Us, Wy, ..., Uy

7 () =o:

Supposons donc que y,, devienne égale & une autre racine ¥ Par une autre méthode, indépendante du théoréme sur I'addi-
pour les diverses valeurs - tion des arguments, mais qu’il serait trop long d’indiquer ici, on
0o e obtient directement les égalités
67 = i g s oon S
de méme que M (e Loy o+ Toy ooy Uy Ip) = Ay (ugy sy ooy 2y)y
; Yo =rel o (wy =Ty, us+ I
pouri. i T A R SR e SR A ke e o S S

=l Gl Al 5
L= Ay Ky, Ky ween X3 Ky (ug=+ Ty, s+

vy Wy Iy = o (W, 1, - a2y,

b sy Wy L) =0, -, @),
el ¥
Yo =Yl
pour IV
@ =y, a, Ay ey 3
¢l ainsi de suite. Les racines de I’équation

Faisons, pour abréger I'écriture,
LA Ga)e e (n) =0,

f/.-(I,}’rQ_fL'(VIv}’III):(/( 1) . ‘ A Q.6 .
Gy ) 5 1) (ui se sont présentées comme limites des intégrales qui entrent

o) e ) e da-ns Pexpression des indices de périodicité, jouissent de la pro-
Ty AT ) 2h priété générale d’étre les valeurs maxima ou minima des fonctions
................................ inverses. Cela résulte des expressions de leurs différences par-
i@ yen)  Slmvm) _ G tielles que je vais rapporter.

¥ ) L (Yn) Soit

el désignons par les lettves n2 des nombres entiers posilifs ou (D) e = 7 B 1) et s £
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concevons qu'on détermine les constantes p par les y — 1 con-
ditions

F@@y ye)=0, Flanym)=9 .- Fl@gym)=o.

Nommons F(z, ) ce que devient alors Uexpression (3); les
équations (2) donneront sans peine

dzmy _ wx' (o) : dzy _ wy (Ym) p dzy s e’ )
duy — Fi(enya) duy — Fi(2, ya)) duy — F (@, y0)
De méme, si l'on appelle Fa(z, y)la fonction I' (2, y) déterminée
par les conditions

F(z, ym) =0  F(zs @) =0, E(2y, 7o) =0,

on aura

oy _ g (Ye) dos _ wy'e) . 4% X ()
duy  Fa(@a,y0) du, a2, yp)

duy, — Fa(as, yo)

)
et ainsi de suite; d’ott résulte la proposition énoncée.

De ce qui précéde on tire des équations linéaires aux diffé-
rences partielles qui méritent d’étre indiquées, savoir

d: da da
Jfi(21, ya) 3% + fa(zi ymy) 371 o (@ ) W; =7 (rw)

d: dzs dz 5
Si(@a, yimy) TZL-: -+ fa(22, ymy) s 4.+ fy (@2, Y) Eu—j = 7' (¥@)

dz dz- dx 5
Si(@prm) WLI + /2 (%v, ¥n) TLZ - (@ ym) Eﬁ‘: =% )
Remarquons enfin celte conséquence que, I'équation
dx, dz, dz
B HHOPIGE e P e =9

élant satisfaite par

AR AV REEE M

B=Gm S

on peut, au moyen des différences partielles de I'une des fonctions
inverses, déterminer algébriquement les y — 1 autres.
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Vs

Le théoréme relatif a I'addition des arguments conduit encore
4 exprimer les fonctions inverses dans toute leur généralité, au
moyen des cas particuliers les plus simples, ou on ne suppose
successivement qu’un argument variable, les autres étant égaux &
des constantes quelconques, & zéro par exemple.
Ce genre de réduction, qui est di & M. Jacobi, se retrouve dans
une autre partic de la théorie, comme on va le voir.
in nous bornant, pour plus de simplicité, aux fonctions de la
premiére classe des transcendantes abéliennes, considérons la
différenuelle totale
LL) dz + Eﬁﬂ_
VI () VI
ot F(2) est une fonction rationnelle quelconque, et f(2) un po-
lynome du cinquiéme ou du sixi¢me degré. Si 'on substitue aux
variables @ et y les variables « et ¢ des fonctions inverses définies
par les équations

dy,

Y i r_'.{-y_=
V@Y VG

A

u

xdo = Y ydy
V@) J, Vi)

son intégrale étant désignée par

=0

I (x, o)

jouira, en vertu du théoréme d’Abel, de la propriété exprimée par
I'égalité

I (u+uy ¢ +9¢") =I(u,¢)+ (e, ')~ une fonction alg. et log.;
en faisant
on trouve
N(«,0)=1H(0, ¢)+ (&, 0)~+ une fonction alg, et log.

Ainsi, la fonction I(«, ¢) 4 double argument est ramenée aux
deux cas les plus simples, ol I'on suppose successivement un
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seul argument variable; on voit encore qu'on n’aura plus i m’ont conduit, néanmoins, & quelques considérations sur cette
considérer que des intégrales de formules différentielles qui con- théorie bornée aux fonctions elliptiques; je vais les rapporter en
liennent seulement une variable indépendante, a savoir, des peu de mots,

intégrales, par rapport & u, de fonctions rationnelles et symé- Soient o(u, k), ou simplement o(w), la fonction inverse,

triques de définie par I'égalité
hi(w,0), 2w, 0),

o'(u) = VIi— @2 (w)]li— e (w)] = A(w, k),

et des intégrales, par rapport & ¢, de fonctions rationnelles ct
symétriques de 2w et 2w \/— 1 les indices de périodicité, et 7 un nombre impair
Li(0, ©), A9(0,0). quelconque. Le théoréme fondamental, donné pour la premiére

On se convaincra facilement de la généralité des considérations fois par M. Jacobi, consiste en ec que la fonction

précédentes : ainsi, dans le cas des fonctions de la seconde classe oo S
des transcendantes abéliennes, ou s'offrent des fonctions a triple St <“ e ) = al) =% (“ ol T) SRogyn ) (

argument,

(w. o, w), ot I'une des périodes des fonctions elliptiques se trouve divisée
on aura de méme I’égalité par le nombre 7, peut étre représentée de la maniére suivante

M+ 940, w—+ o) v
i a0 ( — Ak
= I (u, ¢, w)-+ (&, ¢, @)+ une fonct. alg. et log., 2 (a’ )’

ou bien encore la suivante % désignant un nouveau module, « et @ des constantes. On en
déduit ensuite que toute fonction rationnelle et symétrique des
. quantités

20 4w 2(n—1)w
o(u), !{)(u-—i——;), Q(u—’——), feey L_’»[u+— >

(w4 4w, 040"+ 0", @+ @'+ o)
=T(u, 0, w) -+ (', ¢, @)+ T (', o', @)=+ une fonct. alg. etlog. ;
ety en faisant n n
v =o,
ol, de méme, I'une des périodes des fonctions elliptiques subsiste,
tandis que l'autre se trouve divisée par le nombre n, peut étre

w'= o,

@ =ay, w’'=o,

il vient représentée par une fonction rationnelle de o (z, )\) Or voici la
(', ¢', w) =1(0, 0, w) + (0, ¢, 0) +T(«", 0, 0) + une fonct. alg. et log., - démonstration du théoréme de M. Jacobi & laquelle je me suis

. . A i 7 trouvé conduit.
ce qui conduit aux mémes conséquences que précédemment. oy

du
par I'élimination de o (w) entre les deux égalités

5= (u_‘; w), 4z -3 (H le‘.‘i).
i i n du n
La méthode qui m’a donné la division des arguments dans les
fonctions abéliennes s’étend aux nouvelles transcendantes; mais, Soit pour cela ¢ () = @; 5, comme on le voit aisément, se Lrans-
Jusqu’a présent, je n’ai pu aborder la théorie de la transformation forme en une fonction rationnelle 5’7@’ U et V étant deux poly-
sans étre arrété par les plus grandes difficultés. Mes tentatives nomes pairs du degré 2 — 1; on établit ensuite sans peine que les

1l existe, entre = et 5, une relation algébrique qui s’obtiendra

VI.
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racines de I'équation formules
[0} 2pw Ty e 5
ze=?z(; i L), orlas (_ i pr),
Y o)

(4) % =2z§ (u -+ ?"Zw) n n

sont de la forme

p devant éire supposé successivement o, 1, 2, ..., ——. Mais

2]
jlobserve que, pour les substituer dans I'expression de z, il est
nutile d’avoir égard & ces diverses valeurs de p, de sorte qu’il reste
seulement & considérer les racines

Hen=g@h e+ ; = @

D e

Cela résulte, en eflet, de ce que lexpression de = ne change point
5 20 o [0 % T j—
en augmentant 2 d'un multiple quelconque de =0 2= o2 (;), 2r=o? (; V—:).
Or, la méme chose a lieu nécessairement dans la dérivée @ 0 . 1a 1 4 ’ A
v, Lo 8 du’ n voit, par la, que le polynome en z, qui entre dans I'expression

ds o i 5
¢l comme de ) sera du quatriéme degré, ne contiendra que des puissances
paires de z, et s’évanouira pour les valeurs

J G = © |, FPONE e o] Y ONE
Jd@U) [De(2+22)] =z ==[Xe(2 — 2o

ds da e YR,
—_ ————— 2 2. . .
= Ve v =) (=) Ainsi I'on aura

% 52

= =/ B

servera la méme valeur en y substituant successivement les C étant une constante qu'on détermine en observant que, pour
3 1’

= o el, par suite, 5= 0, on a

G % dz & g =
Ainsi, le carré de Zg qui est une fonction rationnelle de @, con-

2 o 5 5 dz .
o 5 ) 5 5 B, < o o
diverses racines de I'équation (4); par suite, - s'exprimera par
la racine carrée d’une fonction rationnelle de z. i & _ . _E A (.,,/,w)_
Or, cette fonction sera enti¢re, car, : du o )
faisant donc
4 % a
EA(u—kaL—w) E:)‘, =D
z ona
ne peut devenir infini sans que quelqu’une des quantités et (557 }) X
4 a
o (u + #) ne le soit, ce qui rend dés lors z infini lui-méme.
Pour obtenir maintenant le nombre et la nature des valeurs de = VII
qui donnent 3
dz :
=0 Il résulte, de ce qui précide, que I'équation
. . . uw U
il faut chercher les racines de I’équation agp (;, )\> = iv_ N O (‘_" )\) Vi
t\a

4 pour racines les # quantités

o (), ‘?(u—o—%ﬂ), Lo ?(u+2(n—1)w>.

ZA(M—«— qu) = 0.

On trouve trés facilement qu’elles sont comprises dans les deux -
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Je vais faire voir qu'on peut tirer de 13, dircctement, la transfor-
mation des fonctions de troisiéme espéee, sans élablir préalable-
ment, comme le fait M. Jacobi, la formule de transformation des
fonctions de seconde espéce. Soit, pour abréger,

F(x):z‘U—au?(g, ).) v;

en désignant par m une quantité quelconque, on aura, comme
Pon sait,

ou bien encore

F'(m) 1 o :
o) = o e :
F(m)  m—o(u) = =0 <u+ ).IJw) NS (u—- 2&))

? n i n

Or, on peut écrire
u
(o) o (5’ )‘) T

F(m) q(g, A)_M ¢

en posant

AV (=) _2zU ot
,\_.V, B= ) M—W pour 2 = m.

1l importe beaucoup de remarquer cette valeur de M qui, pour

m — o(w, k), devient o (£, %); ainsi Fon a Pégalité
PA P\ % 8

,\?(:_:, 1) =E
)
= ! +2 : o ! 5
RO =7 [w (t¢+wTw)~9(w ?<U—-7'PTN)—‘?(H)]

d’ou, en changeant le signe de p,

Aw(lf, ),>+B
"\a

S A,
L"(a“‘) : ‘?<u )‘)

= : +Z ;
W@ ) I:w (zz+y',)w)+:;(|1) w(u—%ﬂ-)-ﬁ?([;)]

1 1
i

n
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puis, retranchant membre & membre,

Aot (i‘, ).> —Bo (E, )\)
b a 3 @

)
= ?’Wf(—p;“(m* ?(Mz l;fg (u s @) moz(u)+®2 (u = i.") —‘D’(P)] i
n [ U n T\

Soit maintenant

du -
9 (u, k) —o2(p, )’

-
(a3, i ) = [
0

I'équation précédente donnera, en intégrant depuis « = o jusqu'a
u=wz, el en ayanl égard aux valeurs des constantes,

o) s (%, ).) ;
PR AL | (3, L) —Az
a a /

A(w, &)
gl

= o(p) (@, 1, k) + () 2 [|1<z+""’“’,“,/\-)+n(m—3$,u, /:)],

n

p=t
ou bien

(52 )20

= A, k) Aw + o(p, k) A(w, k) (2, p, k)

n—t
%

91 k) Ay, ) Z [ﬂ (1'-!-2},:0’1 ™ /-) +u( —%‘3, by A)]

p=i

p=

Le second membre peut étre ramené a ne contenir qu'une seule
fonction de troisiéme espéce, avee une quantité logarithmique; on
a, en effet, la formule

Aw) s A(p) e A(z) A(@)
¢W—¢E+a) eW—g@—a) e@—e@+a) @ —c(@—a)

quil est facile de vérifier; elle donne, en changeant y en —

A(p) o A(w) iy A(2) oy A(z)
sWrera) ¢ ee—a  s@+elra) s@rok—a)
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Ajoutant membre d membre et intégrant depuis 2 = o, on trouye Voici, par exemple, le théoréme qui en résulte pour les fonc-
tions abéliennes.

sans peine,
o (W) A (@ — a, 1) — (@ +a, )] 4 Soit

F(@)=z(x—a).. (@ — k)

un polynome du degré 2m --1; 0n powrra représenter toules
les fonctions abéliennes de premiére et de seconde espéce par
Uintégrale

:—z?<u>s(mﬂ<afu)+glog)

d’ou, en permutant @ et 2, et changeant les signes des deux (@ —a) dw

membres, A VE(z)

w
|

B

o () AW (@ + @, ) -+ Mz —a, 1)] b et en considérant z comme une fonction du module a, on ob-
@ . 7 . G it )
‘ = tient Uéquation linéaire de Iordre 2m
" I 0 P2 +2)
=25(p)A(p) U(a, p)—; log S|
) 'l— i 5 VE(2) n=mﬁ+,4 i —n— 2.4k
0 (p— 2 2y E ; m—n—2K
22 Fo) ()
=1

0= e
(z — a)rm=r (090800 ol

On arrive done définitivement a la formule suivante, pour la

x : a0 \ — p)2m—n+1 dzm—n-i1 3
transformation des fonctions de troisieme espéce, )

%3 Ck—1)@k—=3)...0k-+2n—jm—1) datm—n+1

e - 2 %

7 (g’ ) a (5’ ") I (;’ &> ") Lorsque k est compris entre o et m — i, de sorte que 5 repré-
— A £) A2 - 16 (2 &) ALy )T, 1, k) sente les transcendantes de premicre espéce, Uintégrale com-

pléte s'obtient en ajoutant & la fonction

f” (z—a)rdr
L V@)
les diverses intégrales définies qui entrent dans l’expression

des indices de périodicité de la fonction inverse, multipliées
chacune par une constante arbitraire.

De la résulteraient facilement, entre autres choses, des théo-

Dés les premiers pas qui ont été faits dans la théorie des fonc- rémes analogues & 'équation de Legendre entre les fonclions ellip-

tions elliptiques, on a imaginé¢ de les différentier par rapport au liques complétes de premiére et de seconde espéce, a modules

module, ce qui a conduit & plusicurs résultats importants. Or, le complémentaires; relation déji généralisée par divers géo-

méme moyen analylique s’applique avec facilité a4 toutes les fonc- métres (). Mais je ne veux pas m’élendre plus longuement sur ce

tions de la forme y sujet, qui, du reste, donne lieu & de nombreuses conséquences,
/ Sz, ) dz, (ue je développeral dans une autre occasion.

oty est donné par I'équation
(") Voyez, par exemple, un Mémoire de M. Catalan, couronné par I'Académic
1) =rt=X =0, de Bruxelles,

B

X élant une fonction entiére de .
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IANALYSE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Extrait des Mémoires de la Société royale des Sciences,
Lettres et Arts de Nancy, 1845.

I

Les recherches que j'ai 'honneur de présenter a la Société ont
pour but d’établir les principaux théorémes de lanalyse des
fonctions elliptiques, par une méthode nouvelle qui repose princi-
palement sur I'intégration de Péquation aux différentielles partielles
du phénomene des cordes vibrantes. Dans la marche que nous
allons suivre, on verra s'offvir tout d’abord comme un élément
essentiel du caleul la transcendante remarquable, au moyen de
laquelle les trois espéces de fonctions elliptiques s’expriment ana-
lytiquement de la maniére la plus simple. Les propriétés diverses
el caractéristiques de ces fonctions s'oflriront naturellement comme
conséquences de modes divers d’expressions par une quantité
unique, el nous retrouverons par cette marche en quelque sorte
synthétique les premiers résultats qui ont servi dans I'origine de
fondementa toute la théorie, ct auxquels on s’est arrété longtemps
avant d’arriver aux idées plus générales.

1I.

Soit
4

(1) A(@) = (1+ 2c2°+a*)?,

¢ élant une constante que Pon supposera, si 'on veut, plus petite
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que I'unité; considérons la fonclion de troisiéme espéce
Aok
(#— )bz’

(2) 3=

0
ol @ désigne le paramétre. En différentiant par rapport & @, on
lrouvera

/‘"-).(.T—-a)(-ui‘-o- ca) + Aa e

o ds
(3) A((‘)E: (& — @)’ Aw

5
S

mais on a identiquement

d Aw
4 Az dx
dz » —

(z —a)— Az

2 ').(.'v¥.«)(¢z+ G =N

(4) 5
(z—a) (z—a) Az 2

d’olt en intégrant

i A(z) Yo(@— a)(cx 3) — A2
() .._;:/l *)(_ﬁ‘zuz{z—t-consl.

T=00 o (# — a)? Az

La constante se détermine en faisant # — o, et on trouve ainsi

(6)

Tl @ W) W.}{C

A(z) s /"rf(.rfa,)(c.r+m3)~;kfldt '
a

Ajoutant membre & membre avec I'équation (3), il vient

S

:f"'v.(ar!—az)(mi—-u:c+a=+c)—(m!-a?)(z’+ atioc) 1
b (z — a)* Az dr=2p

el en réduisant

@) Aa —
Az a

- =
da " ©—a

@s | A _/"(:ﬂ—az&m—]
o

'On voit que dans ce résultat il n’entre plus la fonction plus com-

pliquée de roisitme espéce, de laquelle nous sommes partis.
e o

D'ailleurs, en différentiant de nouveau par rapport & a, il vient

£3 Az oz
e A L e il it L
da “da+(x~a)2_ za‘/) i @’

H. — I

(51
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66
mais il est visible que et il vient effectivement

B &U _ dU
z  (z—a)bz’ da:—:[F—-o,
d’ont { £ 5 5 3 3
U iz . ce qui est, comme on sait, I’équation de laquelle d’Alembert a liré
G gl : el
dz — x—a la loi de mouvement de vibration' d’une corde flexible, écartée

Naian wes peu de sa position d’équilibre.
et différentiant encore par rapport a , il vient B P q

d Arrlz‘ ER T
it =r ey i
A immédiatement le résultat remarquable exprimé > : i !
Dc’ lase (%01’101%“4fln““?dnl'en“jl'l “C résul g £ En désignant par F et @ deux fonctions arbitraires, I'intégrale
par Péquation différenticlle partielle générale de I'équation précédente est

d dz AN\ fv @ B =F + L X¢
(8) A“;,'Z(\Adﬂ?z)gmjﬁ._y(ixﬁl) 4—111.Aaw i U=F(a-¢)+ (o —¢).
Pour déterminer les deux fonctions arbitraires, observons

Iei nous nous trouvons naturellement conduit a prendre p(()lm- qefbigane
variables indépendantes, au lieu de z et @, les arguments o et § des e 2 e
U = e e o (3 AR =
o (Z—a) Az T
5 “y i cause de
/‘ dz 5 de il ﬂ‘
%z

fonctions inverses définies par les égalités

5’ oy B2

on peut éerire

et nous poserons, d’aprés cela, : i =
U === e flceldalmt R
2 = N(%)) a=x(%)- Jy E—a @
A on aura donc
Alors équation (8) prend Ja forme plus simple : :
Flat)+aa—g= (228 it far e [
() T—a a

27 2% a
fl: = @ =—oatA(a)+ :'
an? di* & a* i 3N . .

d'ott, en différentiant par rapport a £,

On peut aisément faire disparaitre le second membre en posant
(e 20 ) = il — ) = "'fa’ e
&2 @

U=z +At+B,

TFaisons maintenant dans les deux équations qui précédent £ =o;
on trouye

A ot B étant des fonctions de «, indépendantes de la variable &
Il n’y a qu'a faire
A B A

= 2ala, i

Fa)+ ¢(2) = | =,
J @
dz?

3 o A
F(a) = /()= — =2 - [arda,

(3 3 *da
A= f a da B =f T ions qui i 1
) ) = Ce sont ces deux équations qui vont nous seryir pour déterminer
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les fonctions arbitraires; posons, suivant l'usage,

E(a):fa’da,

Z(a) =fE(z)da,

on obtiendra en intégrant la derniére

F(2)— P(a)=Z(«)— loga.

D’ailleurs on trouve aisément

— 2
i‘ﬁzilogA—a (1= ca ).

a®

On en conclut les expressions suivantes :

e 2
()= He)=s ilog%,‘iﬂ),

9@ () =— Z(x) 4 %log[Aa-—(|+ca’)]‘

IV.

Les conséquences des résultats qu'on vient d’obtenir embrassent
les points les plus importants de la théorie des fonctions elliptiques.
Parmi ces conséquences on doil surtout distinguer celles qui sont
relatives a établissement de formules par lesquelles la fonction
inverse \(z -+ ), relative & la somme de deux arguments, s’exprime
en )z et )y. Ce sontaussi ces formules, en quelque sorte élémen-
laires, que je vais établir en premier lieu. :

Pour abréger Décriture, on désignera dans tout ce qui va suivre
par A ce que devient Az quand on y remplace z par A(E); cela
posé, reprenons I'équation

N o
m—ks‘/a?daﬁ—f—a—_F(a—r—E)—q—‘b(oz—E)‘

Iin différentiant par rapport a §, on a

Afx)

T s e it
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Soit fait successivement
t=z+y, E=2—y;
puis retranchons membre 4 membre, il viendra

Az S Ag
T@ry)— M=)  Me—y)— (%)

=F(z+y+a)—F(oz—y—+«)+P(a—z+y) —®(a—z—y)
La premié¢re partie du second membre, savoir
F'(z+ y+a)—F(e2—y +«)

estune fonction symétrique de 2 et de «. Or je dis qu'il en est de
méme de la seconde. En effet, on voit facilement, d’aprés Pexpres-
sion obtenue plus haut de ® (o), que sa dérivée est une fonction
impaire, et si Pon permute @ et «, dans

7 Pl —z+y)—P(0v—x —y),
il vient

P'(x—a+y)— P (2 —a—y)
ou bien

(e —2+y)— D (a—z—y),

puisque @' est impaire.

Az Az
o NEED)I= (@) 0 M=) —N(=)
mélrique par rapport a z et «, on a I’égalité

L'expression

étant ainsi sy-

Ax Az
Ma+y)— A=) Ia—y)—r(a)
Az Az

= M=) =2 (2)  Ma—y)=A(2)"
Soit fait «= 0 il viendra Ac = 1 et par suite

L 1 Az Az 22y Az

Nz+y) NMo—p) Wy—Je  Jyiiz Xy—iz

Si dans cette équation on permute # et ¥, il vient

T BE I oy
Me+y) Ma—y)  By—Naz’

On en déduit, en ajoutant et retranchant membre 3 membre et divi-
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sant I)le’ 2

t . yAz__dwAy
Xo+y)  Ny—kaz
1 My Auedwdy NOTE
Ne—yp)  Ny—Kaz .
SUR

En prenant les inverses et chassant les radicaux du dénomina-
teur, il vient définitivement

LA THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Az Ay + by Az

N e
Az by — )y Az
No=gi= =

Cambridge and Dublin Mathematical Journal, t. IIT; 1848.
Une vérification immédiate de ces deux résultats s’obtient en

faisant
]

@=1i et Az = tanga, A(2) = ——
gy AR)= s

Jai lu avec le plus vif intérét le beau travail de M. Cayley, qui
a réussi A faire découler toute la théorie des fonctions elliptiques
de la considération délicate des produils infinis doubles. Jayais
découyert de mon ¢6té le point de yue suivant, plus voisin peut-
étre encore de l'idée fondamentale de la double périodicité dans
les fonctions analytiques.

En désignant par

et il vient en supprimam un facteur commun aux deux termes des

fractions
tange - tang
Lanzleh ks ang @ Lanhé’;/’

tang (2 )= tangz — tangy
s 7= T tanga tang y

m=4n me=-+w

ima ima
2 m—= 2 T
2 ame 4 et E Bpier e

m=—w m=—wn

ce qui est bien les formules connues relatives aux tangentes.

Dans une autre circonstance, j'aurai I'honneur d’offrir d la
Société la suite de ces recherches et le développement des prin-
cipales conséquences, auxquelles donnent lieu les résultats que je
viens d’exposer.

les expressions générales de deux fonctions périodiques simples,
dont la période est «, assujetties d’une maniére essentielle (a la

condition d’élre toujours convergentes pour toutes les valeurs
véelles ou imaginaires de , je me suis proposé de déterminer @,
et by, de telle maniére que le quotient

2 20
Sape

X
2 ——

Toue ¢

(]
: 4 int 4
admette une autre période b. En posant g=e¢ ¢, cela conduit
i Iégalité

oy imx i T
2 el » o ST
Sane © _ Samg?e @
i 2m s 4 n =
Ao - @ Sbuqte @
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Chassant les dénominateurs, on trouve pour les coefficients
inr

o 2p ,
d’une méme exponentielle ¢ “, dans le premier membre ct
dans le second, respectivement les deux sé

m=iw m=-+w

s
2 i b= g et E @by —m gt

m=

Or, la maniére la plus simple d'arriver & les rendre égales
consiste i les rendre identiques, en sorte qu’un terme quelconque
de l'une, tel que a,,,by,_mqﬂ(i*"’”, ait son égal @.by_,nq*" dans
I’autre. :

Faisons donc, et cela pour toute valeur de I'entier w,

@by —m 2= = @by _ng®",

et conceyons que 7 soit exprimé en s de maniére & produire la
série des nombres entiers, lorsque 72 prend lui-méme toutes ses
valeurs. On réalisera cetle circonstance en prenant n = m +k,
k étant un entier quelconque; I'équation précédente pourra alors
s’écrire

_@m I)p.—rrq +4)

g2 m),

- gt =
U+ ke bp.- m

et comme p. est quelconque, si Uon fait p. — m — k= m!y m! sera

un nombre entier variable enticrement indépendant de 723 or il

vient ainsi

(2%

A = 3 o UnleR)
G g—tme b= g2 R,

Uin -k b

Sous celte forme, on voit que chaque membre est une quantité
constante, ce qui conduit aux égalités

_&m_ g—smik) = const. by
At I O e

q~2lmtRi— const.

Donc @, et by, dépendent de la méme équation

Zm

g2+ k) — const.
Zm+ ke

qulon peut encore éerire sous la forme

= Sk g,
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en changeant de constante, la solution générale est

m?
———am

Sp=1(m)g &

la fonction II (722) étant assujeltic a la condition suivante: |

(m + &) = T(m). |

Nous voici donc arrivés a cette forme analytique d’une fonc-
lion ¢ (z) aux périodes a et b, savoir

m? iman
~—am 2m |
SM(n)g * e « Il
o o U e e i
: —te—am am =l >
Sd(m)g * cRiET !

ou la condition de convergence prouve immédiatement que, en
supposant
b o
- =w-t+w,
a
le nombre entier & doit.étre du signe de ', sa valeur absolue reste
4 SRR s
dailleurs arbitraire. En désignant par ©(z) le numérateur ou le |
dénominateur, on trouvera ensuile
B )
(@ + a) = 0(x), O(@+b)=0(z)e «
et de ces équations qui ne comportent d’arbitraire que la fonction
périodique I1(m) se déduisent toutes les propriélés caractéris-
liques des fonctions elliptiques, sans qu'il soit nécessaire pour
cela d’établir, préalablement, I'équation différentielle, tous les g
résultats déji connus pouvant se démontrer indépendamment les
uns des autres.

—eo—
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