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L’étude de votre Mémoire publié dans le Journal de M. Crelle
sous le titre : De functionibus quadrupliciter periodicis quibus
theoria transcendentiuny Abelianaruny innititur, m'a conduit,
pour la division des arguments dans ces-fonctions, & un théoreme
analogue 4 celui que vous avez donné dans le troisitme Volume
du méme journal, pour obtenir I'expression la plus simple des
racines des équations traitées par Abel. M. Liouville m’a engagé &
vous écrire pour vous soumettre ce Travail; oserais-je espérer
Monsieur, que vous daignerez l'accueilliv avec toute I'indulgence
dont il a besoin?

z= Nofu, u'), =N, &)

_ces deux quantités seront déterminées simultanément par les deux

Soit
! A(z) = [e(1— z) (01— 22)(1 — \2z)(1 — 22a)];
i » i Y (o -+ ) oz % Y(a+Py)oy "
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Faisons pour abréger
ap= No(rw, rul), ~ ya= N (2w, nw)s
racines d’une équation du second degré,
Uz} + U'z,+ U"=o.

dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de , y,
A(z), A(y); jai trouvé qu’ils étaient de la forme P4 QA () A(y),
ou P et Q sont des fonctions rationnelles de 2 et y; mais cetle

remarque n’est pas essentielle pour ce qui suit.

Je partirai de ce que les racines simultanées des deux équations
(A) Uz} + U'z,+ U'=o, Uyi+Uypr+U'=o0
sont données par les formules
miy Vo 1= mit ~ milta /= 1+ m i :

n

2=\ (u—%-

ek mif/— 1= !y = iy — - m” i’;)

n

o

5\ (U_l_Inl.l\/f‘ld.—nl'igf'fm”i;;‘/—Al—Fnl 7
— ~ )
Y g \ n

. mi i e gy e VT - m” )
] n

en attribuant aux nombres entiers nr, ', m',
Dy ooy == Tlo

2!

m" les valeurs o, 1,

Cela posé, soit pour abréger

I = iy — 1+ 7 &y = m = 1+ M,

I'= mi y/— (+ ml iy e dy /— 1+ m" &,

et désignons par f(z, ) une fonction rationnelle symétrique de
et y, et par p, ¢, r, s quatre racines de I'équation binome 2" =1,
je dis que I'on aura

n—1 =1 n—1 n=—1

5 LS S ek e t)

wufier Ly DY | Lo roean

= VA +=BA[A(ru, nu')| +Ca [hy(nu, na')] - D AR, ne')|A[Ni(nw, ne)]l,
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A, B, C, D désignant des fonctions rationnelles de h(nu, nu'),
N (nu, nu).

Le premier membre peut d’abord se ramener a une fonction
rationnelle de ho(u, u'), Ay (4, u/). En effet, d’aprés la propriété
fondamentale des fonctions %y, A, un terme quelconque, tel que
f[lo (u -+ %, W - ];) 5N (u -+ 71;» W i—;:)]; pourra étre exprimé
rationnellement en ko (2, w'), h (1, ), A ho(e; w)], B[ Ni(2e, @),
et les quantités analogues relatives a la division des indices. Or on
trouve aisément ces formules

B(#) = (2 Bo) 2 (' ) G2

L A Ty
)= o

qui montrent que les radicaux carrés Al da(u, u)], ALK (u, )]
pourront s’exprimer rationnellement en J,(u, u'), i (u, @); car
en faisant disparaitre les irrationnelles des équations (A), puis les
différentiant successivement par rapport a « et «/, on obtiendra
les expressions des dérivées partielles en fonction rationnelle
de do(w, ') et i (u, w).

Représentons le premier membre de I'équation (B) par ¢ (w, u');
on démontrera bien aisément que

n

= prg=Fr=Fs=*" o(u, w),
quels que soient les entiers &, &', &, K"

En Pélevant & la puissance 74, on obtient donc une fonction
rationnelle de 2, (e, '), I (w, @), qui ne change point en substi-
tuant A ces quantités deux autres quelconques des racines simul-
tanées des équations proposées. 1l suit de 14 et de la théorie des
fonctions symétriques des racines d’un systéme d’équations a plu-
sieurs inconnues, que cette fonction pourra étre déterminée ration=
nellement par les coefficients des équations (A).

Jobserve actuellement quil a été introduit les quantités
Ao (nu, nu')  dho(nu, ne')  dhy(nw, ne')  dhi(nw, nu')

du 4 du' 4 du du'

que lon
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pourra éliminer par les formules suivantes :

d (2)oi : @
(g% = 2 ), BB G = Sk ),
) (37 " . Gk
(= e = ;_’;(“-+§.T), @p—f T = ;ii’%’. (= p)s

Or, une fonction rationnelle quelconque des deux radicaux
-~ . q .
Al Do (e, )], Al R (s )] peut toujours étre mise sous la forme

@b a[No(u, w)] -+ cA[Ni(u, &)] = d'A[Xo (e, w)] A[N (u, u)],

ce qui achéve la démonstration du théoréme énoncé.

En supposant successivement (&, ) = & -+, et f(2, y) =xy.
on aura séparément par une somme de 7f — 1 radicaux nitmes [es
coefficients d’'une équation du second degré, dontles racines déter-
mineront finalement celles des équations proposées. On pourrait
aussi faire voir qu'il suffit de connaitre 'un d’eux, P'autre se déter-
minant rationnellement par celui-la.

Pour obtenir la division des indices, soit

o k=1 Kky = K= K% ]

n n

R K o R R T
u= ==i=y)
n n

on aura &, == 0, ¥, — o, et les équations & résoudre seront
(C) U=, U= w03

leurs racines seront comprises dans les formules

iy (/71i,¢~1+m’ig+m"ixV—~l+m"’[;] mi’,g/-—l+m’i’2+m”i',.\f-—_|+m"',’,‘)
=Mk 5

n n

i n

) My — 1 - sl = = dy miy =1 =l = ("
=N > = = )5

(D)

en altribuant aux nombres entiers me, m/, m'’, m" les valeurs o, 1,

2, ..., n— 1. Mais si I'on suppose 7 premier et impair, on verra
ﬂ'lsc'lﬂclllv (]ll’en SUPPOSHHI SuCCeSSiVCn]en.L
Li=day—1, DNh=dy—i L=piy—1+i, H=piy—i+d;

AT A

)

I = iy —1 = iy 5 =1 443

I:):;P‘il\/:'f'“”;!”‘ i/ —1,

[ Xy = iy /= e - i = U -
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on pourra leur substituer les suivantes

IR 1
« ;)\0(/71—, mn ;) 7= k,(m;, m;/)q
TIs 15 AT I’,,>
0N o e 2oy 12 2
. )0(\171 m— ¥ ,(‘mn,mn‘,
o[ 2 In&.)a 7=k (m 2 mE‘)
0 0 = alj @z o=

' P

i I,
Ko ( m—s m—
7 n

= m]" L
y.= \,( = = Jlp

en excluant la solution zéro, et donnant & me les valeurs 1, 2, ...
n—1 etd w, u, p'les valeurso, 1,2, ..., R —1.

Mais comme les intégrales qui entrent dans les expressions
de w et ' ont été prises a la limite inférieure zéro, on a
Doty —uy=no (& &), X (—u, — ) =) (u, u), ou il arrive
que les n* — 1 solutions des équations (G) sont égales deux a deus;
¢t il suffica de prendre, dans les formules précédentes, m
s o

1
%

Soit toujours f(z, y) une fonction rationnelle et symétrique
de @ et y; on établira d’abord qu’en désignant par I I'une des
(uantités Iy, Iy, Iy, Ty, par I' la quantité correspondante au second
argument, I’expression

[ I @ 1 v
f{)\0<k;, k3 ) x.(\/.-;, /;;>]

peut se ramener, quel que soit le nombre entier £, & une fonction
I'\ A1 0 ~
ﬁ): (= ﬁ)‘ Cela résulte de ce que les

o T\ : | A 5
radicaux A[)\l, (l, ‘—>J, A [A, (—, —>] s'expriment eux-mémes
n’ n \n’ n i

TES T ) 5 2
o (—, ~), comme il est facile de le
n n

vationnelle de %o (L, 1

o 1
rationnellement en Ay <— , 4) )
n n

voir d’aprés ce qui a été dit plus haut.
Cela posé, I'expression

‘éWAlJ

(f T S NG
3 (et ) o sk B
0

ol £ est un entier quelconque, pourra étre ramenée & une fonction
o o Tl AP RIEN B ;
rationnelle et symétrique de )\U(? ;), 25 k;, ;), que je repré-
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o . 1Ly s
senterai, pour abréger, par ‘F( = H) - el que 'on démontrera aisé-

ment jouir de la propriété que

| J,) (I N
nesw | = o= =
W28 Y\
quel que soitle nombre entier y.
Donc, donnant successivement a I et I toutes les valeurs corres-

pondantes comprises dans les formules (D), on pourra construire
une équation entiérement rationnelle, qui aura pour racines les

o o [E
valeurs qui en résulteront pour la fonction ¢ (i? ﬁ)'

1l est bien facile de voir que son degré sera le nombre

o nt—1
1+n+-nttnd= ———:
n—1

amsl,

Péquation de degré +(n'— 1) de laquelle dépend la déter-

S ¢ . . AR
mination d’une fonction rationnelle symétrique de 7~u(;, ;);

e (%: %) » peut étre décomposée en Z’j" facteurs du degré {(n—1),
n
n—= lr 5

Les équations de degré 4(n—1) sont résolubles par radicaux.
Pour le faire voir en peu de mots, soit p une racine primitive par
rapport au nombre premier z, on établira d’abord que leurs racines
peuyent &tre représentées par la formule

I I 1 R
f[h(p‘;) p“;): )\1(\0";; p“;)J:

en supposant k=0, 1, 2, ..., 3(n—3); et si lon considére la
puissance de degré 4 (n — 1) de I'expression

auw moyen des racines d’une équation rationnelle du degré

Sy

4 5 =" : :

0l 0 est une racine de 0 —1=o0, on verra qu'elle peut étre
M xh + o o - TS

ramenée 4 une fonction rationnelle et syméirique de /.g(;, ﬁ) .

RN, . . ([ 5
N (E’ ’—L) que je représenterai, pour abréger, par ¢ (ﬁ’ 'ﬁ)’ el qui
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Les fonctions 0 étant du degré n, on trouve aussi que les racines

jouira, comme la fonction o, de la propriété que s i
: ; 3 e ! de I'équation du nitme degré

018 VI Al g
kr.(_-’A;,)_“J 2’ 2
Dés lors on démontre aisément qu’on peut trouver une fonction

rationnelle F(z) telle que, pour toutes les valeurs'de I et 1’ comprises
dans les formules (D), on ait

A e
v(pr)=rls (%))

Or, connaissant la fonction ¢, on sail comment en déduire toutes D () B(ay) 4 B(ay) . . . B (o) = p ()
les racines de I'équation proposée.

Les considérations précédentes semblent pouvoir s’appliquer
également aux autres classes des transcendantes nommées généra-
lement par Legendre fonctions ultra-elliptiques; il est facile en Considérez la transcendante
effet de trouver les formules suivantes. Soit

day da‘n

0= bu() T2 - 0, () G- R

=105 (x) ..+ 0n(

da;
z) m
sont les 7 fonctions o, @1, Loy «« oy Tk_ty Tkyt « -+ Tne
En ‘cherchant & déterminer directement le degré des équations
relatives 4 la division des arguments dans les fonctions ), jai été
conduil a celte remarque, que I'équation a]Vébnque corrcspondanlc
A Iéquation transcendante

a ses coefficients rationnels en @, quel que soit le nombre entier p:

mais voici quelque chose de plus étendu.

* 0(x)da
VIE @)

nome entier du degré 7, 6(2) un autre polynome d’un degré

> ou F () estun poly-

Az) = Y[a(1—2) (1 — MEz). - (1— My )]s < m —1. Si l'on suppose et m premiers entre cux, et si lon

—_ i b 2
04(2) = ap—+ Bp—+ yr2t . . =k, fait v = 4(m wl)(n—l), on sait que la somme d’un nombre quel-

bal) :/"" OA.ix) dz'; conque de pareilles intégrales relatives aux variables T, ¥, 5
() estréductible & une somme composée de v termes seulement, dont
posons . les arguments oy, a;, ..., o,_, sont délterminés par les racines
Uy = P () + Po(@1) 4. .+ Po(@n), d’une équation du degré v, dont les coefficients sont rationnels
wy= P(@0) + P1(@1) 4. Pr(@n), G 2 7% 4 0oy (| BERGNT (AIG y], VIE()), -
"""""""""""""" @, o1 Mow fevil @ =7 =5 = acy léquauon correspondame &)
I'équation transcendante

wn=Pu(z0) + Pu(@r) +

Ty = No (U0, Wiy --- ""’_ﬂw)da: oF “0(z) da
3= Ml T o0 o VIF(@)F] o V[F(2)]
...................... +fum Testins f" it
on aura 0 4 ’VLF(Z‘)I‘J % [1 (1‘)/'
dw aur: 5 5
e Oe(mo) du +°l(%) du <m0 f() d—i’ aura tous ses coefficients rationnels en z.

daxy

...+0,‘(x,)m,

A(I|)—°o(zl)du +0,(; ')(lu

dz dz,
e 4
= OQ(zn)duz i
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Paris, Aotit 1844.

La bonté avec laquelle vous avec accueilli mes premiéres
cecherches sur les fonclions abéliennes m’engage  vous écrire
une seconde fois, pour vous soumetire quelques nouveaux résul-
lats auxquels jlai été conduit par Pétude de vos Ouvyrages, en
essayant d’étendre aux transcendantes plus générales les princi-
pales théories des fonctions elliptiques. Mon Travail m’a amené,
naturellement, & rechercher la démonstration de quelques-uns des
théorémes que vous avez énoncés dans le Journal de M. Crelle;
lest aussi, Monsieur, ce dont je vous demanderai la permission de
vous entretenir d’abord; je m’occuperai surtout de Pexpression de
sinam(u, %) par sinam (;i, ) si importante pour la théorie des
fonctions elliptiques; mais je ne sais si jaurai véritablement ren-
contré les principes qui vous ont conduit & ce beau théoréme.

En suivant vos notations, je nommerai H(z), ©(xz) les deux
fonctions qui donnent

1 H(a)

sinam (&) = T

V% O(z)
el qui satisfont aux conditions

T i
\ o) = 15 Gl
8(z+2K) = 0(2),

it
— i (K

H(x+2iK')=—e
H(z+2K) =—H(2);

H(z),

el voici d’abord une remarque sur laquelle je me fonderai princi-
palement. Soit ©(z) une fonction définie par I'équation

e M
— T k)

(2) D(z+21K)=—¢ D ()

et par la condition de périodicité

) @ (2--4K) = P (),
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on trouvera qll’en supposant

o 4
inae

@ (z) :_Emw ame” I

les coefficients se déterminent de la maniére suivante :
Qay, = (—1)Pay g, Aypiy = (— 1)k, gip+,
de sorte qu'en employant les fonctions H et ® on a
@(x)=A H(2) -+ B o(a).

Cela posé, soient i

5 ; : :

posé, @ un nombre premier, p un entier compris
8im

o M8 o L
entre 0 et n— 1; faisons a=—=e¢ " * et considérons la somme

4K 8K
e e o
oz t K —+..
) 9(14—‘7) 9(z+8_15)
AN n .

H[2+ [.(n;l)li"[

- an—1 1o

6[1-0— ﬁ;‘IJJ

nommons @ («) le numérateur et @, () le dénominateur, savoir :

&3 g 4K 8K\ —
() 8(.7:)0<J:+ T) 6(1—1— 7)4..®<1+LHI)K>;
on déduit sans peine de la ié

¢ : propriété fondamentale des 0, qui
exprimée par I'égalité (1), la condition St
=, % (@i K

Py (@ +20K') =—¢ Dy (2),

et il est clair que I'on a
K
P, (z aF ——4’:‘) = ®y(2).

Otr(sc;asdde;m équations peuvent étre ramenées aux équations (2)
e e la maniére suivante. Soi 101

X - Soit o(2) une fonction défini

les deux conditions i
S s
G T‘(I+!K‘]

P2+ 20K0) = — ?(®) et o(z+4K)=9¢(z):
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on aura, d’aprés ce qui a été dit tout & I’heure,
9 (z)= A Hy(@)+ B0 (2),

en désignant par H, et O, les fonctions H et ©, dans lesquelles K
et K/ seraient supposés devenus K; et Ki; posons ensuite
KoK nk,

ng =1 el faisons © = == 5; il viendra, comme on le voit
facilement :
nk, =B EI —n%(w—im nK;
(‘Q[T(Z—rQLK>]4——€ <9< e
et

S e AN (2
?[T(‘T " ]*?(K e

Or ces équations font voir que 1'on aura

nK; nKy \ nky
rbv(z):q(T'x/):AII.(le-)+B@1< K‘x,),

et comme la fonction @, est paire, il faut faire A = o et il vient

/ \
Dy (@) = const,@,( nl—i('x)
\

Je passe actuellement au numérateur désigné par (). On éta-
blit immédiatement qu'il satisfait encore & I'équation

T (e iK)

(4) & (z+20K)=—¢ ®(2),

et Pon peut méme observer que chacun des n produits dont la
somme le compose la vérifie isolément. On trouve ensuite, en dési-
gnant par j un nombre entier,
L (t = M\) = o P(x).
n
Si donc je pose

_apinz
Y(w)=e K &(a),

\I‘(.r+ /If,%) =T(()

D’ailleurs de I'équation fondamentale (4) on tirera

jaurai

v (et ) D
Y(z+20K)=—e & KW (a),
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A 3
et en metlant z — 4p —~a la place de 2, et faisant pour plus de
clarté
p K

Vi(2)=w(2— M)
2 n
on en déduit

it i3
—n g (2iR)

V(@ +2tK')=—e¢ Wy(xz).

Ainsi par cette transformation nous sommes entiérement ramenés
= i ¢ i i
4 P'équation (4). Mais on a la condition de périodicité

Wy <x+ [—‘717() =W, (2),

done, en raisonnant comme plus haut, il viendra

K O
W () = AN Tl ([ Lo
1(z) = A ’(l( 2) B z)
Fai 1 o DI 1 o
aisons pour la suite == = 5 nous aurons le théoréme exprimé

par I’égalité

sinam(z)+aéinam (x+%) —.-»ccisinam(z—»— 8—1() -+
‘ n

-~ a#=1sinam [w+ Al = wiis _I)KJ
n
: @ Ky ‘@ iK]
:eﬂme_,Auj(M —ipt) +B9,(ﬂ+4p—n—l)

xr
*(5)
0 o
Jobserve que le premier membre change de signe en augmen-

tant 2 de 2K; le nombre » étant impair, il en est de méme de

la fonction H, (%), d’ailleurs 0, (i) ne change pas; ainsi il faut

. BT M
faire B = o, et il vient

sinam () + 2 sinam (z + 4—“) ...+ a’1sinam [x+ M]
n n

£ @ iK,
QJ)EH' (ﬁ +4p __‘)

= const.e = K
z
ol &
‘(M)

; z ARG M
= constécimam (i o LR IR S
(M o )
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Je substitue maintenant aux fonctions 8 & période réelle, les
Tt

fonctions analogues F(z)=¢""* O(x), a la période imagi-
naire 47K'; on trouve
3 = bI\K
= (5) = " ().

de sorte qu'a un facteur constant prés, l'expression

inx
A T

2 @ K
ik o (5 +ir )
o (5)
se transforme en la suivante :
¢ K’y
31(% = L,T)
e SNV AT
2z
= (5)

apimr
T a disparu; ainsi il vient

ol exponentielle e

¢ o 4K 3
sinam (2z) + «sinam (2 + — ) ... +af~1lsinam | z +
8 n

i)

4(n—nK
n
4 z
= const.sinam ( = -~ 4
(\M i

Pour déterminer la constante, je multiplie les deux membres par
& — 1K/, puis je fais # = ¢K; en nommant %, », les modules des
fonctions K, K, le terme sinam () qu’il y a seul lieu de considérer

. 1 - -
dans le premier membre donne —; dans le second il suffit d’avoir

la valeur de la dérivée de ~4< ) pour o = ¢K’. Or, on obtient
L\/y.. 5 (o),

: ainsi on a Tégalité

L.K,')E.( ’+!.p*)

1 K
= :.cunsi,smam(\J\T H4F fjp=—=

R RO

et Ion en tire aprés quelques transformations faciles

sans peine pour résultat ——=r——

i
oy

const. =

(ot
3 0—1)
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Nous voici de la sorte parvenus au théoréme exprimé par
Iégalité

\l % 4K
@

smam(a)—»—rzsmam(

) —+...+ar-lsinam [$+4(—ﬂlﬂ(]%

51(0)3'<M +4PETK/‘)

e i
- ) (o
Je n’ai plus maintenant qu’a vous emprunter, Monsieur, la mé-

thode par laquelle vous établissez les propriétés si remarquables de
la fonction

= sinam (2 + 4 &G
= sinami(& o=

y(w) = erQ(u).
En formant le produit

T z 4K a5 By z  4(n—r1)K}
) 4 ) [ g e

)32(3”‘ )l“a_%l:‘z(n-—ﬂl)“(’l:l

on aura ¢ (z + /”le ) — 4 (z), et Pon en déduit la formule sui-

vante :

K
%107 (& + i)

(5] (05

1
3 =1

e Y\ 4 jmiK'l" Ry L_K’\ 2 G K
Hml:l %7 sin am(M) sln’am<4n ) Hm 1—z3sinzam( 4p = smaam(\g——n
1 1

E
H l-l——/. smiam(———d a5 )sin%m(“i—"”—K')]
f m n

de laquelle découle ainsi la démonstration de votre théoréme sur
\
Iexpression algébrique de sinam () par sinam <%)

La méthode précédente est fondée principalement sur ce carac-
tére, digne de toute notre attention, de la fonction sinam(z),
d’étre exprimable par le quotient de deux fonctions développables
en séries, toujours convergentes, et qui restent les mémes, ou ne
font qu'acquérir un facteur commun, en augmentant 'argument

-
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de certaines quantités constantes. Tel est le lien si simple par

lequel se trouve rattaché, aux notions analytiques élémentaires,
I'ensemble des propriétés caractéristiques de la nouvelle transcen-
dante, qui ont leur source dans le principe de la double période.
Mais il est important d’abord d’observer, dans toute fonction
rationnelle de sinam(«), l'analogie des fonctions qui jouent les
roles de numérateur et de dénominateur, avec les fonctions Het ©.
A cet effet, je considére la fonction homogéne d’un degré quel-
conque 7 :

& (2) = AH?(x)+ BH»—1 (a) +...+ LH(») 6r=!(z) +-T0"(z).
On trouve bien facilement, d’aprés chaque terme en particulier,
O (2 +20K') = (—1)?e E".‘j i D(z);
on a d’ailleurs
@ (- 4K)=2(@);
ainsi dans ce cas général, Pexpression analytique du caractére de

la double périodicilé se présente sous la méme forme que pour la
fonetion sinam (). Introduisons aussi la fonction

W' (2)0(a) — H(z) (),

: P RS 2 H o
qui représente le numérateur de la dérivée de QE:)); en la désignant
un instant par (), on aura sans peine

o 3
— 2T (e iKY

(@ +2K) =—y (o), Az +2iK) =e 7.(z).

De la résulte que la fonction suivante

(2) T(x)=AH"(x)+ BH#-1(2)0(2)+...+ LH(z) 6n=1(2)~ 187 (2)
+ [H(2)6(x) — H(z)e'(2)]
> [A’Hr=2 () + B'H2=3(2) 8 (2) + ...+ I'6n=2(=)]
donnera encore

—n ' (K

Iz +4K) =1(z), l(z-+20K)=(—1)re 'M(w).

Mais on ne peut pas satisfaire & ces deux équations par une solu-
tion plus générale que la fonction définie par Iéquation (=) qui
venferme 22 constantes arbitraires.
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Supposons en effet

la seconde équation donnera facilement

Amsan = (— 1) A g™+",
d’ou
Amratn = (— )P am ghm+hon,
J étant un nombre entier positif ou négatif. On voit par I3 que
tous les coefficients s’obtiendront au moyen des quantités ao,
@iy« -y (ap_y qui restent arbitraires. Si 4 la condition

M{z -+ 4K)=T(z)
on substitue la condition plus particuliére
I(z -+ 2K)=—I(2),

tous les coefficients & indices pairs devront étre nuls, ce qui réduira
A moitié le nombre des constantes arbitraires.
Ainsi je considére 'expression

sinam () F[sin2am (2)] — imTa:@f[sin?am(r)],

ou F(z) et f(z) désignent deux fonctions entiéres, 'une du
degré m, Pautre du degré m —1; je remplace sinam(w) par
1 H(z)

vz (@)

I(z) = 8 (x)2n+t

5 le numérateur

1 H(ez) 1 H2(2)
7 sl
1 H'(z)0(x)— H(z)0 (z) [l H’(ﬂ‘)]g

TR 8 (@) * Oi(a)

vérifiera les deux équations

£ — @mrt) S e i)
I(z+2K)=—1I(a), Oz 4+ 21K)=—e K ()

indépendamment des valeurs des coefficients au nombre de
om—1 qu’il renferme; il en représentera donc la solution la pIus
générale. Mais, d’une autre part, je considére le produit des
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Cette derniére équation conduit & la théorie des fonctions de
troisiéme espéce, en différentiant par rapport & @, et intégrant
par rapport a .

il satisfait évidemment & la premiére des équations précédentes, et Mais je reprends les deux équations

9 m -1 facteurs
H(z + ) B(2 +a). . . B(@ + aap) H(Z + @amst) -

'on voit sans peine qu’il vérifiera la seconde, en assujettissant les e mReOn
Lol 2 ) (e s ) =i, Wil o0 = (e T = ey,

constantes @, @ay - - -, Tamy Tamet, & 12 seule condition

! la soluti énérale est $ Y it
P By T dont la solution générale est donnée par I'expression
Il(z) = AH%(2) + BH"=1(2)0(z) +. ..+ 10" (z)

J étant un nombre entier quelconque. En introduisant un facteur
: bt +[H (2)6(z)— H(z) 8'(z)]
constant, on aura une nouvelle expression de la solution générale, g o
2 oo n—: " Ha— rQn—2
dont la comparaison avec la premiére donne le théoréme exprimé =l e (@)O) Hpasa- L =A@
"égalité . y _ aim
pliceiy En faisant a —e © " et

sinam (@) F[sin?am (&)] — ____dsm;:(ﬂf}f[sin,am(xﬂ 1K |K
¢(x)=ﬂ(w)+aﬂ(z+ L,) 2Tl <z+ —) EE—
LA H(z +a)H(z+a).. H(z + amer) \ 2 da
= 5 Qtl(z) +a"‘11'l|:w+/'(n_')K}
n
¥ e 5 g / i . 5
AU'Z’SL’IIOUS obtenons, sous la for g rouvée par Abel, es pm‘ o2 auraltoujoursila seconde dquation
priéés fondamentales des fonctions elliptiques relatives a i
Paddition des arguments. @ (x4 20K) = (—1)ne " i) ()
Dans le cas le plus simple, celui de m =1, on aura mais de plus
47K
: ; e (24 4 ) =t 9.
sinam 2 [sin2a +A]—B-—ori——— 3 o
L B(2) I dz Posant done
5.8 = Ol S
ety (s a'””r;agjﬂ(x i) A Y(z)=c " K ®(z).
(@) il viendra
Les coefficients A, B dépendent des quantités @; et @, au moyen i 4K e g Gl
3 a 3 o 9 w (’r—l——) =W(z), W(z+20K)=(—1)2e K PE W(z).
des deux équations qui expriment que le premier membre s’annule n
pour £ = — @, & =—as. ; i 5 ; Al
i e mets a la pl —1)", erim
Si l'on suppose @, = — @, on trouvera il dln foiions (=, @7, o o
. B=o, A=—sin2am(a;), ‘V1(2‘)=‘l’[$+(i_—l—)—§~£il(’];
ce qui donnera i 7
] ok o) Soas . 3 o
o [ o o B R H(o)H(2 9'3(0:.))1{(1. ay). J'obtiendrai par 14 les deux équations
; W, (2 -+ AN T (@ w K'Y — -—nill(.x'-kzl(')
et par suile e n), 1(2), (2+2iK)=—¢ " K ¥, ().
sin?am(z) — sin?am(a, ) = const. %Eﬁ:ﬂ), On aurait pu faire plus généralement
log[sinzam () — sinzam(a; )] —
= ‘ W)= e B=UE
= const. +logH (2 -+ a;) +1logH (2 — a;) — 2log&(z). n




28 OEUVRES DE CHARLES HERMITE.

v désignant un nombre impair quelconque, etl'on serait arrivé aux
mémes conditions. En faisant
1 nK,;

= ==

M~ K
on trouvera, comme je 'ai déja établi, que le nombre 7 soit impair
ou pair,
@) = o2 ) 460 ”)
(@ =t 7)) == 200 i
Nous voici done parvenu au théoréme exprimé par Dégalité sui-
vante :

4K 4(n—1K
[](z)+rzll(w—: ‘J—[‘) 4—12H(x+ %) +,..+a”*‘l’[[a;+ '—(L’L—‘)—]
imx o X o
_ s v  piK'—(n—v)K z PLK—*(ILAV)K] ;
— ¢ 2h %all, [ﬂ+ e VN “+ 60, i M BT

Sans m’arrétera la détermination des constantes , b, il est clair
quen remplacant o successivement par toutes les racines de I'équa-
tion binome #? =1, ou en faisant p=o0, 1, 2, ..., »—1, on aura
un systéeme de 2 équations linéaires qui donneront

n—1

inxw ot
o Pz @ pl](—(ﬂ*‘f)](]
i{azy) = ;0 pe 2K ? a,,IL[M— e
[ @ iK' — (n—v)K

*b"""[ﬁ+ LTL]£

Cette nouvelle expression de la fonction Il(2) conduit au dévelop-
pement en série de toute fonction rationnelle de sin am(z) et desa
dérivée. [J’ai remarqué a ce sujet qu’en cherchant le développe-

ment de la fonction
T

S(w) = &K 0(a),
d’aprés celui de
L. TR

K K
9 nmw nT sy
—— (ix—nK') — — (fx+nK)
e ]
>,

(@) =1— 29 ¢os 2¢%cos2

on arrivait au résultat suivant :

G TR S
R i) (e znmfl

™ o i,
S(e@) =™ +Z (—l)"I:e‘“' +¢ o
1
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wx

La fonction ¢ H(z) donne de méme

= (—1)“32%"' RO EIIE c% fr—(2n + 1) li']”;.]
"

La théorie de la transformation découle bien simplement des
mémes principes. Considérez, en effet, la somme oula somme des
produits 2 & 2, 3 4 3, ete., ou le produit des 7 fonctions (n étant
impair) :

s /,K) ( 8_15 e =k
H(z)l Inter —H_z;nl. H[J,—»—A———” ]

5 oo I 5 3K)

Soient @ (#) le numérateur, ®,(«) le dénominateur : pour 'unc
et pour I'autre de ces deux fonclions on trouve les conditions

iT :
—n o (UeiK)

SEEN
Bz +2iK)=—¢ D (), (b(aw"%‘ = @(z),

desquelles il résulte

K, ) K
3, () = AsH, (11—;1%) B9, (”K" z),
nkK,;

K

) = Mo H,( m) B0, (’flii*z‘).

Or la fonction @, (z) sera paire ou impaire selon qu’elle sera rela-
tive a une somme de produits d’un nombre pair ou d'un nombre
impair de fonctions. Dans le premier cas, on devra faire A, = 0,
dans le second, B,—o; d’ailleurs pour @, («) on a toujours A= o.
De 1a résulte que la somme des produits 2 & 2, a4, ..., n—1
dn—1 des quantités

R

1

0(a) ;(Z+ﬁ#\)) s ;[W—')—“J

n

est constante, et qu’elles peuvent étre considérées comme les
racines d'une équation du zim¢ degré, dont les coefficients sont

I, (”]‘:’ x)
0, (_ul(lf‘ z)

des fonctions du premier degré de - On en conclut
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Iexpression connue de cette derniére fonction, par une fonction
rationnelle de I'une quelconque des quantités précédentes, etc.
H(x)

o(z)
découlent immédiatement, comme on le voit, de 'équation de dé-
finition des fonctions H et ® simplement périodiques; on peut
méme remarquer la grande extension que regoit le développement
en produit infini de sinam (), quia été obtenu la premiére fois
comme conséquence des formules de transformation, au moyen de
1’égalité obtenue plus haut, savoir :

Toutes ces propriétés, spéciales a lafonction a double période

_rﬂ_iin:\m(fr)
dax

H(z 4+ a ) H(x +ay).. . H(x + asypiq)

02+ () £

sinam (@) F[sin?am (2)] — Slsin2am ()]

= const.

Jusqu'a présent, je n’ose point encore espérer, Monsieur, d’appli-
quer avec succés la méthode précédente & I'analyse des fonctions
de deux variables a quatre périodes simultanées; ce sera donc sous
un autre point de vue que je vais essayer de lier en quelques

points, par des résultats analogues, la théorie des fonctions abé-

liennes et des fonctions elliptiques. Ainsi je prendrai les fonctions
P e

de troisiéme espéce, et sous la forme suivante :

/" M N )(fz Aa £ o\ ezl
5, _(x—-a—fa:fb I 7= —y——‘—db}g 2

I'intégrale étant assujettic a s'évanouir, lorsque 'on fait & la fois
z =0, y =0, Az représentant la racine carrée du polynome
P& - pa&? - pax® -+ pixt 4+ psa’. Je la désignerai par
(i, 9,0, B), lorsqu’on y aura fait les substitutions z = X («, ¢),
¥ == (&, ¢), les nouvelles variables u et ¢ étant comme a ordi-

naire
x y x ¥
ugfd_f+fgz, v=fﬂif+f7ﬂ,
W Az o Ay o A@ Ay
et de méme @ = Xy (2, B), b= A (=, B). On aura alors les expres-
sions suivantes des coefficients différentiels
N 2 z+y—>b
=== + »
du (a—=z)(a—y) (b—)(b—y)
an Aa 1 Ab
@ @aNe—7)  O=a)B=7)

Ab
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Jintroduirai pareillement les variables w et ¢ dans les fonctions de
seconde espéce, savoir :

72 dor ridy 3 dw ridy\
Mo =5 @ =

clles deviendront respectivement

/[(xﬁ R @ — D Gl
fw.g+ A= D)D)

Cela posé, la premiere étant désignée pour un instant par (u, 0);,
et la seconde par (u, 0)., je ferai

Ey(u, ¢) = 2pi(u, ¢)i+ 3ps(u, 9), et Eo(uw, 0)=ps(u, v);
on aura alors le théoréme exprimé par I’égalité suivante :

(1) 2M(u, v, z, 3)—-2ll(, B, u, v)
=ps(20 —Bu) - aB(u, 0)+BE, (1, 0) — wE (=, B)—¢Es(x, B),

de laquelle se tirent les valeurs des fonctions complétes. Prenons
en effet pour w et ¢ deux demi-périodes simultanées ¢, 7, les va-
leurs correspondantes de @ et y donneront A(z) = 0, A(y) = o;
ainsi 'on aura

210, 7, 2, B) = pa(e) — ) +a Br(Z, 7) =B (4, /) —E) (%, B) —j Ex (=, B)-

On remarque sur cetle expression un singulier genre de disconti-
nuité de la fonction II. En effet, les arguments «, ¢, étant quel-
conques, il est hors de doute que Uon peut, sans altérer sa valeur,
ajouter les périodes simultanées aux arguments o, 3; mais si on
suppose u==¢, o= j, lafonction deviendra uniquement périodique
pour ces indices; c’est ce que l'on vérifie aisément sur la valeur
précédente. .

L¢galité (1) peut éwe transformée en une autre plus simple.
Posons

Zy(u, v) = Ey(u, v)—Au — By, Zs(u, ¢) =Ey(u, v) — A'u—B'v
et déterminons A, B, A’, B', par les conditions

AUEEE RS B ) S A S B B (),
APt BY =i, j), AV BY = Ea(d, ),
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i, 7' désignant deux autres demi-périodes simultanées. Faisons en

outre

el l'on aura de méme (')

B, 05 % B) = 20(, ¢, o, B) + wLi(z B) -+ 9Za(a, B) —claw —Bu), i e
=®(u, ¢, 2, 8)+P(, ¢, a, B) +logf(u, v, w, o', a, B8)-
¢ étant une constante dontla valeur est ¢ = py B — A’, il viendra [égalité :
égalité (2), au moyen de laquelle on peut faire Iéchange simul-

lané des arguments «, ¢ et o, 3, nous donnera le théoréme corres—

(2) o(u, 9, @, B) —8(a, B, u, ) =—c(ap — fu).
pondant :
Dans le théoréme exprimé par cette égalité, la fonction @, comme s B et )

il est aisé de voir, jouira dela propriété que B
/ 2 K = () B, u, o)+ (g, B, ), o) +logfu, o, W, ¢, a, £)
»

P(u+ 21, ¢+2j, @ = o (u, 9, o, B); : g g 2
) Jy @ ) )92 B) auquel on pourrait arriver aussi par une voie directe. Cela o,
¥, 7 & . . .
D+ iy v+ 2j" @ )= B(u ¢, &, B); mets dans 'équation (3), a la place de «, u/, ¢, o et ? l]l
; > : et e men
A o o o e - u E -y f e, 4ol il vi )
ainsi on obtiendrait une fonction séparément périodique en z et "7 2/ il viendra

en ¢, en prenant

W (20,0 B = qv(

Plu+w'+2F 0+ 0'+2j, 2, 8)
= (i 0+, a, B) -+ b (u + i, ) @, )

I A L ) a4e -+ -+ -+
Lidmsa 13) 2 z
: . =log fu+ ¢, v+ 7, w'—+1, GESHCH (D)

ou bien
Peut-étre cela conduira-t-il & un développement de la fonction W @ e o ‘
P (e, e+, «, B)
de la forme Zamy,,e‘/—i("l"“'“”’. Jai remarqué A ce sujet que, le =P(w -+ 0+, @, B)+ B(w+ i o't f s 6)
2 e ) %
théoveme d’Abel permettant d’exprimer algébriquement +log f(w+ 4, 0+, Wiy o'/, 7, B)
iy % B
w+ e Juij'e fiw 41y Ju+J'e 4 SR %
M( = L—t" ‘)7 M ( — SE] ), Cela érant, je fais o = u— o/, B=o— ¢l ce qui donne

Pu+u, 00, u—u', 0— o)

au moyen de = G 8 : .
/ = 2w 5 017, w0 — o) = BB, 0t ) w— o) =)
e % 7o ‘o o —+ log f(w+ i, Ty S (e 2 ;
b (e (e BAU T oot W vy w0 — ),
® o ® TR W
Je change ensuite «/, ¢! en — /, — ¢/. Comme la fomeiiem @
on obtenait un nouveau genre de réduction des fonctions de deux change de signe avec les deux arguments u, ¢, le te
- 3 3 . ) g Ir £ - ) ) rme
variables & des fonctions algébriques de fonctions d’une variable, P(—i e, —o'+j, ...) pourra s'écrive — @ (u/— g, ¢f Y
L))

parfaitement analogue & celui que vous m’avez fait, Monsieur, ¢l, en ajoutant aux deux premiers arguments leurs périodes o
R : Sl EmN = N 20
I’honneur de m’écrire; mais ce¢ cas particulier, auquel j'ai été 2f; — Qw3 o'+ 7, ...), de sorte qu’il viendra :

ainsi amené, ne m’a point semblé moins difficile a traiter que le cas B0, 3 :
— Uy v — v, ool

général. : Lo — G by D e 9 )
Quoi qu'il en soit; le théoréme d’Abel donnera, pour 'addition b WeELa Papd—
des arguments dans la fonction I, I'égalité

I A
(W=7, o'+ j w+ w0+ o
& 2T L o0l
+0,f(l¢+t,(’+j,lﬁu',j“0,lL+lL',U+0').

En ajoutant membre 3
a embre & 1 < R
M(w—+ &y 90+ ¢y B) membre les deux derniéres égalitéds, et
= 1(u, 0, @ B)+ (e, o', & B)+logfu, v, &, ¢, & B), ) Ty Moot dtisiientio sk
ction di % e
o ésignée ici par f est le carré de la précédente. E. P.
3
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développant dans le second membre par le théoréme sur Paddition En prenant pour variables indépendantes les arguments & et « des

des deux derniers arguments, il viendra fonctions ‘
2 =sinam(§), @ =sinam(a),
O+, 00, u—u.’,v——v')+4’(lt——ﬂ',V—U';u—k‘uly"*“") ) ().

—2® i o f, u, v)—2®(w i, o', w, ¢') - fonct. log*. et mettant Afam(a)] au lieu de Afsinam(«)], il viendra
=aP(u+1, J> & 9) oAl

Enfin, si 'on applique au premier membre le théoréme &5 &s (e "
; (piplligpee e o T = g — 2 sinam(@) Afam ()] -+ ‘si:E::nrrf(aa_)J).
B(w, 0y %y B) — (2, 8, w, v):—c(av—ﬁu), St
i 1égalité { s
on obtiendra Iég: E(«) =f S o G E(“)‘f g iy
O (u—+u, 0+9, w— 'y 0 — ¢ o : sinam (o)
= (i, v, wy 9) — P 3, 9T ulh o) on aura
— e(us' — /) + une fonct. log® du  du

i B = @ done  w=F(x-+§)+ fla—t).
par laquelle la réduction des fonctions elliptiques de troisiéme

espéce est étendue aux fonctions abéliennes. Considérons donc Iégalité
Mais J’ai entrevu un autre genre de démonstration, i'ond{:e sur : D
des considérations toutes différentes, et dont je vais essayer de u:[ T — o) +%2E E(a)

donner I'idée en Pappliquant aux fonctions elliptiques.
Soit, comme a I'ordinaire, +f

A(z) = Y[T— ===

d:
sinan:(z) = E(a+ 8+ /(e —¢)-

En faisant § = 0, on a
posons

* A(a)dx F(a)+ f(a =f4 G
=)l Ty H= ) e
on trouvera facilement on trouverait de méme, pour o = o,
s e (e SN () SR F e d:
A(a)ﬂ_,.-fo e &)+ £ s>—jm,

donc
¢l, en différentiant de nouveau par rapport a @,

F(@) +f(«)=F(x) +f(—a) ou fx)=fl—a).

ds "arr i i

g (A(a) d;) 7 Jem a-uél.c uninstant a cetle remarque; car, sans aller plus loin,

o7 A = = onpeut lirer de la les théorémes fondamentaux des fonctions ellip-
tiques. En effet, en différentiant par rapport a &, il vient

Alam (a) e
m HxiE(a) = Fl(a8) — fi(e—¢),

Fai 1 =
aisant successivement § =z + @, £ — z — a, et retranchant on

on en conclut cette équation obtient Iégalité

ds dz — Ae@) Afam(a)]
d[A(a)r—] d[A(z);&] * dw Afa). sinam(z+ @) =smam(=)  Sinam(z— o) — Snane)
__du..d_—A(M:’T—A(z)—zaxM(a)fg A(w)_'_ e @) — sinam ()

:Fy(“"',”*‘a)——p(“"'z"“)—f’(“—ﬂ"a)+f’(a—x+a),
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Or la fonction f7(a) étant impaire, on voit immédiatement que le

second membre est symétrique par rapport & z et «; on aura donc

Afam ()] Alam(a)]
sinam (@ + a) —sinam(a)  sinam (e — @) — sinam (%)
Alam(z)] Alam (@)]

= sinam (o + @) — sinam (@) " Sinam(z—a) — sinam (@)

De la se tire le théoreme d’Euler sur l'addition des fonctions ellip-
tiques. Soit en effet « = o, on aura
1 v
. Sinam(z 4+ @)  sinam(# — a)
o Alam (2)] i Alam(2)]
sinam(a)— sinam(2)  sinam(a) - sinam(2)
asinam (@) Alam (2)]
= Sin%am (@) — sin?am (@)’

et permutant 2 et @
1 e L = osinam (2)Alam(a)]
Sinam(z @)  sinam(z—a) sinfam (@) — sin*am(a)”

donc, en ajoutant membre & membre

1 A% sinam (@) A[am(a)] — sinam(a) A[am(2)]
sin*am (@) — sin*am(a)

5

Sinam(z - a)
ce qui se raméne sans difficulté & la formule connue. De la méme
source on tire encore le théoréme sur I'addition des arguments dans
la fonclion de troisiéme espéce, en opérant ainsi que je l'ai fail
dans une lettre adressée & M. Liouville, imprimée déja dans les
Comples rendus, et qui paraitra de nouveau dans le prochain
numéro du Journal de Mathémaligues. 1l ne serait pas difficile
darriver a la forme que vous prenez ordinairement, Monsieur, pour
les fonctions de troisieme espéees il suffivait pour cela de partir de
la formule suivante, que I'on démontrerait comme précédem-
ment; savoir, § étant une queleonque des quantités qui donnent
sinam (@ + ) = sinam(u — ) :

Afam (2 +1)] i Alam (a + 0]
sinam(z -+ @) —sinam(z+ £)  sinam(z— a)— sinam (« + ¢)
i Afam(z + )] e Afam(z + )]
= sinam(z + @) — sinam(z +¢)  sinam(z— a) — sinam(z + ¢)

o i
et de prendre ¢ tel que ST
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Mais je reviens a 'égalité
£ Afam(a)]dE
doe E IS T L ) dx

f sinam () — sinam (a) R EE(*)*-‘/sinam(a) =F(a+8)+f(a—§).
Changeons o en — o, puis retranchons membre 4 membre, il
viendra
sinzam (&) — sin2am (o) == oG (@)

= B(@a- )= fB=8) =16 =a)=A=E==)

IEM
0

Le second membre pourra encore évidemment étre représenté par
F (&) + (2 — &), et puisque le premier s’annule pour £ = o,
et o= 0, par F(§-+o) —F(f—a), F étant une fonction paire.
Pour la déterminer, diflérentions par rapport a &; puis faisons
¢ = o, il viendra

2sinam («)A[am(a)] .

2F/(a) —— e o B(a),
d’ol, en posant Z(a) :—fE(zz) da :
F(a)=— +logsin2am (&) + %2 Z (a);

il vient donc cette égalité

f‘ 2sinam («) Afam ()] dz
b sinfam(£) — sinzam (o)
sin2am (§ — «)

= — 2x2tE a
2128E(a) +ylog ST

— 22§ —a)—Z(: +a)],

de laquelle se conclut sans peine tout le reste de cette recherche.




