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5 PREFAC
avez pensé savamment aux cas, plus généraux, ot probable-
ment on doit se résignera L'impossibilité d’une décomposition
en facteurs. » Cette remarque devait fructifier dans esprit
d’Hermite; nous la retrouverons plus tard dans son Mémoire
célebre sur la transformation des fonctions abéliennes.
(est principalement de théorie des nombres que s’occupe
Hermite dans les années suivantes. Il y est conduit d’abord
par le théoréme purement arithmétique de Jacobi sur I'im-
possibilité d'une fonction d’une variable a trois périodes, et
peu & peu la lecture assidue des Recherches arithnié-
ligues de Gauss Paméne a des problémes de plus en plus
étendus. La théorie des formes et les irrationnelles algeé-
briques font alors I'objet des méditations profondes d’Her-
mite qui, continuant sa correspondance avec Jacobi, lui
envoie quatre Lettres sur la théorie des nombres. Rien ne
montre micux que ces Lettres le génie d’Hermite; la puis-
sance d’invention sur des sujels aussi nouveaux et aussi diffi-
ciles y est prodigicuse. Les idées s’y pressent abondantes et
touflues ; elles seront développées et précisées dans des Mé-
moires ultérieurs, et il en est plus d’une dont la fécondité
n’est pas aujourd’hui épuisce. C’est dansla théorie des formes
quadratiques & un nombre quelconque de variables que se
trouvent les principes des méthodes employeées : il est d’abord
établi que, étantdonnée une forme quadratique & r variables
et 4 coefficients réels quelconques, le minimum de la forme
pour des valeurs entiéres qui ne sont pas Loutes nulles est
inférieur a Is,,'\'/ﬁ, en désignant par D la valeur absolue du
déterminant, et par g, une quantité numérique dépendant

n—1

. . ENTE
seulement de n. Hermite a donné pour ce nombre kZ) s on

a depuis obtenu pour p, une valeur inférieure, mais le point
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essentiel est, pour un nombre donné de variables, la limi-
tation du minimum & Iaide du déterminant seul de la forme
quoique dans certaines questions 1l puisse étre 21\"21111.{1"‘(,'(1;
d’avoir la moindre valeur possible. Ce résultat ol)Lcnu,blme
o s s b D
! Lslen ' gencralisation de la théorie des
fractions continues, en cherchant Papproximation simultanée
de plusieurs quantités au moyen de fractions ayant méme
dénominateur 775 Perreur dans cette représentation appro-

chée de n quan ités est de 1o = w
28 ¢ l'ordre - Clest ur 1 P
“/ 1 point sur

lequel i /i ’insis
q I convient d’insister, non pas seulement 4 cause de

o0 ;
1 lntcg"ct du résultat, mais parce que nous avons la le premier
et rr!cmorahlc exemple de cette introduction des variables
cc.)nlmucs dans la théorie des nombres, (jue nous allons
bientdt retrouver dans des problémes plus vastes.

4 Dans le ‘cas d'une seule grandeur A, le résultal est bien
simple, mais met remarquablement en évidence le role de la
variable continue; Hermite considére la for :

il me quadratique
linéaire : i

(® —Ay)y+ %,
A élant une quantité positive quelconque; du théor

cédent on conclut de suite que I’
tiers m et 7, tels que

eme pré-
on peut trouver deux en-

|m—:\u[<——‘ >
ny3

résulta réeis, d’ailleur: 1
ultat plus précis, d ailleurs, que celui donné par la théorie

des fractions continues, a cause du facteur /3. Quand A croit

d’une maniér ; : ;
i manicre continue, les mémes entiers 7 ot s peuvent
d’a ¢ Ve isfal
ord étre conservés pour satisfaire aux conditions voulues;
bl
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mais, au passage de A par une certaine valeur, il faut brus-
quement prendre deux nouveaux nombres 7 et 2/, et'on a la
relation

mn —m/in===1.

La théorie élémentaire des fractions conlinues se présente
ainsi sous un jour essenticllement nouveau et se trouve sus-
ceptible d’étre généralisée, en méu.)c temps que la conumfu.é
avec la variable A se trouve introduite dans une question
avithmétique.

Dans le cas de n quantités données Ay, A,y ..., AR 1
faudra envisager la forme quadratique & 7+ 1 variables @,

Lyy ooy L

(2 — Ay @)+ (22— Aozy)t +. .+ (@n— A o)+ e’

ot A est, une quantité positive quelconque. En appliquant &
cette forme le résultal énoncé sur le minimum d’une forme
quadratique, on arrive de suite 4 la représentation approchée
des quantités A, Papproximation étant lice a la quantité A
quon peut prendre aussi grande que I'on veut. Le théoreme
de Jacobi sur Iimpossibilité d’une fonction & trois périodes
peut étre aussi stabli par des considérations analogues, et
Hermite fut ainsi conduit a la démonstration de I'impossi-
bilité pour une fonction de 7 variables complexes d’avoir p?us
de 27 systémes de périodes simultanées, théoréme que Rie-
mann devait retrouver ultérieurement. Citons encore ici,
quoiqu’elle ait été donnée heaucoup plus tard par Hermite,
Ja démonstration d’un résultat d’abord établi par Tchebychelf
et susceptible de généralisations trés étendues : étant données
deux conslantes quelconques a et b, on peut trouyer deux
entiers @ et y, tels que

1
11‘—-1L_y—11\<-27-

PREFAGL . % XIII

La méthode d’Hermite lui permet méme de remplacer le

facteur ; par le facteur plus petit \

Lintroduction de wariables continues dans certaines
formes quadratiques a été I'idée fondamentale qui a dominé
la longue suite des travaux arithmétiques d’Hermite. Je ne
puis songer 4 entrer dans le détail de ces profondes recherches ;
arrélons-nous seulement sur les points de vue nouveaux, qui
ont été si féconds dans 'étude des formes quadratiques a un
nombre quelconque de variables, des irrationnelles algé-
briques et des formes décomposables en facteurs linéaires. On
sait que Gauss, dans ses recherches arithmétiques, a élevé un
monument a la théorie arithmétique des formes quadra-
tiques & deux variables dont I'étude avait été commencée par
Lagrange et Legendre, et a posé les bases de la théorie des
formes quadratiques ternaires. Le probléme de la réduction

des formes quadratiques est d’'une importance capitale; la
difficulté n’est pas la méme suivant qu’il s’agit de formes dé-
finies ou indéfinies. Hermite, traitant d’abord le cas plus
simple des formes quadratiques définies & un nombre quel-
conque de variables et dont les coefficients sont des quantités
réelles quelconques, donne différents procédés de réduction,
d’ott se déduit immédiatement que, pour les formes définies
4 coefficients entiers et de déterminant donné, il n’y a qu'un
nombre limité de classes. L’étude des formes indéfinies &
coefficients entiers présente des difficultés beaucoup plus
considérables, qui tiennent en grande partie a ce quil y a
une infinité de substitutions semblables, comme les appelle
Hermite, c’est-a-dire de substitutions & coefficients entiers
transformant la forme en elle-méme. Les points essentielsde
la théorie des formes indéfinies sont rattachés,, d'une manicre




=
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vraiment géniale, & la considération d'une forme définie
associée dépendant d’un certain nombre de paramétres arhi-
traires, et icl nous voyons apparaitre les variables continues
dans un probléme arithmétique extrémement difficile. Les
substitutions & coefficients entiers, permettant de réduire
successipement cetle forme définie, quand, par une variation
continue des paramétres, elle cesse d’étre réduite, conduisent
aux substitutions semblables, et 'on peut démontrer qu'il
existe un nombre fini de substitutions & I’aide desquelles on
obtient toutes les substitutions transformant la forme en elle-
méme. Il résulte aussi de cette admirable analyse que, pour
les formes indéfinmes a coefficients entiers comme pour les
formes définies, il n’y a qu'un nombre limité de classes pour
un déterminant donné; on en déduit la solution du probléme
de I'équivalence de deux formes.

Les principes précédents s’appliquent aussi aux formes &
coefficients entiers de degré quelconque décomposables en
facteurs linéaires; leur théorie est méme a bien des égards
beaucoup plus simple que celle des formes quadratiques. Les
substitutions semblables sont ici deux & deux permutables, et
elles peuvent toutes s’exprimer par un produit de puissances
de certaines substitutions, dont le nombre s'obtient d'une
maniére trés remarquable : Si @ désigne le nombre des fac-
teurs réels dans la forme, et & le nombre des couples de fac-
teurs imaginaires conjugucs, il y a @ + b substitutions sem-
blables fondamentales. La démonstration de ce beau théoréme,
énoncé seulement par Hermite au commencement d’un deses
Mémoires, n’a jamais, je crois, été développée. A I'égard des
formes quadratiques indéfinies, on ne connait aujourd’hui
encore aucune proposition analogue relative au nombre des

substitutions fondamentales, qui ne sont pas, en général, per
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mutables; ce serait 14 un difficile, mais bien intéressant sujet
de recherches.

Les formes quadratiques binaires indéfinies appartienncnt
en méme temps aux deux types précédents; I'application a ce
cas trés particulier des principes généraux pourra donner une
idée des méthodes d’Hermite. Soit une forme indéfinie f a
cocfficients entiers que nous mettons sous la forme

f=a(z+ay)(x+By).
La forme définie associée est alors
o= (& +ay)+ Az + 5y)? (A>0),

et on doit en faive la réduction conlinuelle en donnant a A
toutes les valeurs positives. Pour la variation de A dans un
intervalle convenable ne comprenant pas I'origine, on obtient
un certain nombre de réduites de la forme proposée, qui se
reproduisent ensuite périodiquement quand A va vers Linfini
ou vers zéro. On retrouve ainsi, comme chez Gauss, une'sorte
de périodicité, mais sous un point de vue bien différent et
susceptible des généralisations les plus étendues.

Nous n’avons parlé jusqu'ici que des formes & variables
réelles. Hermite a introduit dans la Science la notion de
formes & indéterminées conjuguées, qui a ouvert a I'Arith-
meétique et a I'Algebre un champ extrémement vaste. Ces
formes se partagent encore en formes définies et formes ind¢-
finies; laissant de ¢oté ces dernicres, Hermite fait une théorie
compléte de la réduction des formes définies a indéterminées
conjuguces. Les conséquences (u'il en Llire sonl trés nom-
breuses. Il en est d’une rare élégance. Telles sont les re-
cherches concernant I'approximation des quantités complexes
par des fractions dont les éléments sont des entiers complexes
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Sturm, le théoré¢me de Cauchy relatif au nombre des ra-
cines d’une équation contenue dans un contour et donnant
par un calcul algébrique ce nombre de racines quand le cou-
tour est formé d’une courbe unicursale, se déduisent des ré-
sultats précédents, el sont ainsi établis, comme le remarque
Hermite, sans faire intervenir aucune considération de conti-
nuité.

Les travaux d’Hermite relatifs & la théorie algébrique des
formes binaires sont d’une rare perfection; la simplicité des
méthodes et 1'élégance des résultats en font de véritables
ceuvres d’art. La théorie des invariants devait son origine a
un Mémoire de Boole, mais le vrai fondateur en fut Cayley
qui sut créer toute une nouvelle branche de I'Algebre. Syl-
vester vint ensuite et apporta un grand nombre de résultats
nouveaux, parmi lesquels la découverte des premiers cova-
riants. [idée des invariants n’était pasneuve pour Hermite;
une notion générale sur les invariants s'était offerte jadis a
lui, amenée par une considération purement arithmétique.
11 entre dans la lice, et Sylvester pouvait dire plus tard :
« Nous formions alors, Cayley, Hermite et moi, une trinité
invariantive. » Un calcul symbolique extrémement ingénieux
permet & Hermite de montrer qu'd tout covariant d’une
forme de degré m, et qui par rapport aux coefficients de cette
forme est du degré p, correspond un covariant du degré
par rapport aux coefficients d’une forme de degré p. Les
deux covariants sont d’ailleurs du méme degré par rapport
aux indéterminées : c’est la célebre loi de réciprocite d'Her-
mite. Ses applications sont innombrables. Pour citer un
exemple relatif aux invariants, la forme ‘quadratique ayant
comme invariant de degré 2p. la puissance p. de son discri-
minant, il résulte de la loi de réciprocité que toutes les
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formes de degré pair ont un invariant du second degré. La
loi est surtout intéressante pour les covariants. Hermite dé-
montre que loules les formes binaires, sauf les formes biqua-
dratiques, onl un covariant quadratique. Llimportance de
ces covariants quadratiques est capitale; on en déduit la no-
tion de substitution canonique, ceile-ci ¢tant une substitution
ramenant le covariant quadratique & la forme - zy. Au moyen
de cette substitution, des invariants et des covariants d’une
forme, qu'il elit été presque impossible d’obtenir jamais en
fonction explicite des coefficients de cette forme, prennent
une forme simple. Grace a cette théorie, Hermite découvre
Iinvariant du dix-huitiéme degré des formes du cinquieme
degré; cétait le premier exemple d'un invariant gauche,
clest-d-dire se reproduisant multiplié par une puissance im-
paire du déterminant de la substitution. Nous devons noter
particulierement la découverte des covariants lindaires poar
les formes de degré impair & partir du cinquiéme degreé; elle
a conduit Hermite, au moyen d'un changement de variables
effectué a l'aide de deux covariants linéaires, aux formes-
types dont les coefficients sont tous des invariants de la forme
initiale. Une application extrémement intéressante de ces
théorémes généraux concerne les formes du cinquieme degré.
Ces formes possédent quatre mvariants fondamentaux, en
fonctions enti¢res desquels s’expriment tous les autres inva-
riants; les trois premicrs avaient été découverts par Sylvester,
et le quatriéme est I'invariant gauche dont j’ai parlé plus
haut. Les coefficients de la forme-type du cinquicme degre
s’expriment rationnellement & I'aide de ces invariants ; Her-
mite en déduit qu’on peut amener toute équation du cin-
quieme degré a ne dépendre.que de deux parameétres qui sont
des invariants absolus, et la discussion compleéte de la nature,
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I11.

La théorie des fonctions abéliennes n’avait jamais cessé de
préoccuper Hermite depuis Iépoque ot il était éleve a l'Ecole
Polytechnique. Il voulut étendre a ces fonctions le probleme
de la transformation quavaient traité avee tant d’éclat Abel
ct Jacobi dans le cas des fonctions elliptiques; son Mémoire
de 1855 sur la transformation des fonctions abéliennes est
une de ses plus belles ceuvres. Etant données les deux équa-
tions différentielles qui, pour un radical portant sur un poly-
nome d'ailleurs arbitraire du cinquiéme ou du sixieme degré,
définissent les fonctions abéliennes, Hermite considére si-
multanément les quinze fonctions uniformes quadruplement
périodiques introduites par Gopel et Rosenhain, et qui sont
les analogues de snz, enz et dna. Le probléme de la trans—
formation est alors ainsi posé : Pour un polynome donné,
déterminer un nouveau polynome tel qu'en formant deux
combinaisons linéaires convenables des équations différen—
tielles relatives & ce polynome, les quinze fonctions abé-
liennes correspondantes s’expriment rationnellement a I'aide
des quinze premiéres. Pour la solution de ce probleme algé-
brique, Hermite se place au point de vue transcendant, et
cherche d’abord & étendre aux fonctions © de deux variables
I’analyse indiquée jadis dans sa seconde lettre a Jacobi pour
les fonctions ® d’une variable. Mais des difficultés d’une na-
ture arithmétique, que n’avait pas connues la théorie des
fonctions elliptiques, se présentent dans le nouveau probleme.
Les périodes des anciennes fonctions doivent étre des sommes
de multiples des périodes des nouvelles. Or il existe une rela-
tion bilinéaire bien connue entre ces périodes; les nombres
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entiers figurant dans-la " transformation des périodes ne sont
done pas arbitraires, ce qui conduit & un ensemble remar-
quable de substitutions linéaires & coefficients entiers dont
les propriétés doivent d’abord étre étudiées. Un nombre en-
tier & joue dans’étude de ces substitutions un role essentiel ;
la notion de systémes équivalents et non équivalents se pose
alors, et il est établi que le nombre des substitutions non
¢quivalentes est égal & 1+ k + k*+ /7, si k est premier. On
en peut conclure que le nombre des transformations dis—
tinctes des fonctions abéliennes relatives 4 un nombre pre-
mier k est égal & 720 < (1 + k -+ k* + /). En méme temps
que ce théoréme fondamental, correspondant au théoréme
d’Abel etde Jacobi sur le nombre 6(n +1) des transforma-
tions d’ordre ~ des fonctions elliptiques (n étant premier),
Hermite donne le moyen de former les relations algébriques
entre les anciennes et les nouvelles fonctions, résolvant ainsi
complétement le probléme qu'il s’¢tait posé. Cet admirable
travail, rédigé d’une maniére trés concise, a fait ]’

objet denom-
breux commentaires, et ouvert la voie 4 des o

echerches de na-
ture variée, dont quelques-unes ne se rappor

Lentqu'indirecte-
ment a la théorie des fonctions abéliennes.

' Citons entre autres
le Mémoire de Laguerre sur le Caleul des systémes linéaires
. »

ou se trouve généralisée Ja notion des formes quadratiques
correspondant aux substitutions linéaires indiquéesplus h
en Algébre, & un point de vue tout différent, 1
portante de substitution abélienne,

aut;
a notion im-
telle qulelle est utilisée
par M. Jordan, trouve son point de départ dans une mpor-
tante remarque du Mémoire sur la transform

: g ation des fonc-
tions abéliennes.

Au milieu de tant de travaux, Hermite ne cessait de s’in-

téresser a la théorie des fonctions ellipti S 1
b 2 T elliptiques 3 A ic
S Jues. Je crois bien

c
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quelle a été son étude de prédilection. Les belles formules,
d’une allure si parfaite, quon y rencontre remplissaient de
joie, comme il le disait, son ame d’algébriste, ainsi que les
rapports si remarquables de ces transcendantes avec I'Al-
gébre et les propriétés des nombres; les Fundamenta nova
de Jacobi ¢étaient toujours sur sa table de travail. Une addi-
tion 4 la sixieme édition du Traité de Lacroix est restée
célébre dans la théorie des fonctions doublement pério-
diques; c’est de I'intégration d'une fonction doublement pé-
riodique, le long d’un parallélogramme de périodes, qu’Her-
mite, ici disciple de Cauchy, déduit les propriétés fonda-
mentales de ces fonctions, et en particulier la décomposition
en éléments simples si importante pour le Caleul in tégral.

En 1858, Hermite reprend I’étude de la transformation
des fonctions elliptiques, et cherche & en approfondir davan-
tage le mécanisme. Il rencontre ainsi une abondante moisson
et tout d’abord la résolution de I'équation du cinquiéme de-
gré. Jacobi avait montré que, dans la transformation de
degré 7 (n étant premier), il y a une relation de degré n+1
entre les racines quatriémes de I'ancien et du nouveau mo-
dule; clest Péquation qulon appelle Véguation modulaire.
Deux fonctions vont jouer un role essentiel. Employant les
notations de Jacobi, on sait que VK et K sont des fongtions
uniformes de & = %; Hermite les désigne par ¢ (w) et $(w)
et étudie les transformations qu'elles subissent quand on
effectue sur o une substitution linéaire. Le fait que les mo-
dules satisfaisant & Péquation modulaire s’expriment, en uti-
lisant les fonctions précédentes, par des fonctions uniformes
d’un paramétre avait vivement frappe Hermite; il eut le pres-
sentiment que celle circonstance n'élait possible qu’a cause
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de la nature singuliére de ces fonctions, et la fonction o (w)
sur laquelle il attira si vivement Uattention forme le pre;niCI'
exemple de ces fonctions, ayant des lignes de singularités
essentielles, dont M. Poincaré devait plus tard faire une
étude générale sous le nom de fonctions JSuchsiennes.

Galois avail énoncé que pour n=35, 7, 11 les ¢quations
modulaires sont susceplibles d’un abaissement au degré infé-
rieur d'une wnité; ce résultat, retrouvé aussi par M. Betti
avait é1é vérifie par Hermite dés 'époque déja lointaine d;
ses lettres & Jacobi. Il effectue maintenant la réduction d’une
maniére compléte pour 7 =5, en employant pour former
une réduite une fonction convenable des six racines ; il trouve
ainsi une équation du cinquiéme degré, susceptible d’étre
identifiée avec 'équation

T — 2z —a=o,

forme 4 yéomelr: i i
1;51;;;:(11?:12&?@?’:?:10l-le ar'lf:,vlals, Jer:rf'lrd, avait ramené

{ U o cinquitme degré sans employer
d’autres irrationnalités que des radicaux carrds et cubiques.
a étant donné, l’identiﬁcatiop conduita une équation du qua-
trieme ;degré pour trouver le module de la fonclion ellip-
tique. L’équation du cinquitme degré se trouve donc résolue
€Il ce sens que ses racines se trouvent représentées par dc;
expressions s'exprimant simplement 4 aide de o(w) et Y(w).
Cette résolution de Péquation du cinquiéme degré frappa
vivement I'attention des géométres et, quelque Leﬁlps apres
Kronecker et Brioschi traitaient la méme question sans fairc’
laréduction préalable a Péquation de Jerrard et en utilisant
la relation algébrique entre le module ct le multiplicateur
dans la transformation du cinquiéme ordre.

Dans un Mémoire ¢ 0 17é 1 1
oire ctendu sur I'équation du cinquieme
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degré, Hermite exposa ensuite ses travaux, ainsi que ceux de
Kronecker et de Brioschi, en utilisant ses anciennes re-
cherches sur les formes du cinquiéme degré. On trouve, de
plus, dans ce Mémoire, quelques résultats géncraux concer-
nant les équali{)ns de degré quelconque. Ily est montré quc,
pour une équation de degré quelconque, on peut former un
cortain nombre d’invariants dont: les signes donnent le
nombre des racines réelles et imaginaires de ’équation ; pa-
reillement on peut former un systéme de covariants doubles,
Sest-a-dire a deux séries de variables, servant, comme les
fonctions de Sturm, & déterminer le nombre des racines réelles
comprises entre deux nombres. Hermite complétait ainsi
d'une maniére remarquable ses premicres études sur des
suites analogues a celles de Sturm.

Nous rencontrons bientot aprés un long Mémoire sur la
théorie des équations modulaires. Pour réaliser effectivement
Pabaissement de Iéquation modulaire dans les trois cas prévus
par Galois, il fallait calculer le discriminant de celte équa-
tion, Hermite entreprend alors d'une maniére générale une
étude du discriminant des équations modulaires et sa décom-
position en facteurs, et est ainsi conduit a d'importantes no-
tions arithmétiques sur le nombre des classes de formes qua-
dratiques. La théorie des équations modulaires n’cst fl’ail—
leurs pas le scul lien ot la théorie des fonctions elliptiques
vient se lier & la théorie des formes quadratiques binaires de
déterminant négatif. Un autre plus élémentaire s'offre lors-
quon développe en séries trigonométriques certains quotients
de fonctions @; on obtient ainsi des identités, d’ou découlent
des propositions Lres cachées d’Arithmétique, et ¢'est f\i.nsi,
entre autres résultats, qu'Hermite retrouve les propositions
de Legendre et de Gauss sur Ja décomposition des nombres
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en trois carrés. Ces rapprochements étranges, entre des
questions de natures si différentes, exercaient sur son esprit
une sorte de fascination et étaient une des causes de l'attrait
quil eut toujours pour la théorie des fonctions elliptiques. .
Aussi écrivait-il un jour & propos des travaux de Legendre
et de Gauss sur la décomposition des nombres en carrés :
« Ces illustres géomeéltres, en poursuivani au prix de tant
d’efforts leurs profondes recherches sur cette partie de ’Arith-
mélique supérieure, tendaient ainsi a leur insu vers une autre
région de la Science et donnaient un mémorahle exemple de
cetle mystérieuse unité, qui se manifeste parfois dans les

travaux analytiques en apparence les plus éloignes. »

IV.

De telles analogies et de tels rapprochements se retrouvent.
aussi dans d’autres parties des Mathématiques. La théorie des
fractions continues en Arithmétique, ¢’est-a-dire la représen-
tation approchée d'un nombre incommensurable par un
nombre rationnel, avait été étendue aux fonctions d’une va—
riable. Etant donnée une fonction d’une variable z développée
suivant les puissances positives et entitres de @, on peut se
proposer de représenter cette fonction par une fonction ra—
tionnelle de », dont le numérateur et le dénominateur soient
de degré n, avec une approximation de I'ordre 27 + 1 par-
rapport a a; celle théorie des fractions continues algébriques
offre la plus grande analogie avec la théorie des fractions
continues arithmétiques. Hermite, qui s’était oceupé de la
représentation simultanée de plusicurs nombres par des frac-
tions de méme dénominateur, devait naturellement s’attacher

au probleme analogue pour plusieurs fonctions. Ce mode
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nouveau d’approximations algébriques simultanées le con-
duisit & une de ses plus belles découvertes, je veux parler de
la transcendance du nombre e, base des logarithmes népé-
riens. Son point de départ, dans ce Mémoire célébre Sur la
Jfonction exponentielle, publié en 1873, est approximation
simultanée d’un certainnombre d'exponentiellesdelaforme e
au moyen de fractions rationnelles; les différences entre ces
exponentielles et leurs valeurs approchées sont représentées
a laided’intégrales définies, et cesapproximations permettent
d’établir, en faisantz=1 etensupposantentierslesnombres a,
que e ne peul satisfaire & aucune équation algébrique a coef-
ficients entiers. On savait depuis longtemps former des séries
représentant des nombres transcendants; Liouville parait
avoir donné le premier de tels exemples, mais ces nombres
ne jouaient aucun role en Analyse. L’intérét qui s’attache
un nombre aussi fondamental que e donnait, au contraire,
un prix immense a la démonstration de sa transcendance.
Quelques annédes aprés, M. Lindemann, en s’inspirant des
études d’Hermite, démontrait la transcendance du rapport =
de la circonférence au diamétre ; en méme temps se trouvait,
par suite, établie 'impossibilité de la quadrature du cercle.
L’¢tude de ces belles questions a été, dans ces derniéres an-
nées, notablement simplifiée, mais les principes au fond sont
restés les mémes, et les démonstrations tres simples que nous
possédons aujourd’hui ont été suggérées par les méthodes
d’Hermite.

Apres son Mémoire sur I'exponenticlle, Hermite continua

ses recherches sur les fractions continues algébriques. On

connaissait depuis Gauss le role des polynomes de Legendre

. o ¢ . »
dans le développement de log en fraction continue, et
T 41
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les recherches de M. Heine ct de M. Christoffel avaient mon-
teéd les rapports dela théorie des fractions continues avee cer-
taines équations différentielles linéaires du second ordre.
Hermite étend tous ces résultats en montrant comment une
certaine équation linéaire d'ordre n + 1, généralisant I'équa-
tion de Gauss, se lie aux modes d’approximations simultanées
dont il avait donné une application dans son Mémoire Sur (@
fonction cxponentielle; il ¢tend ainsi, pour ne citer qu’un
exemple, le résultat de Gauss, en développant 2 logarithmes

de la forme log===!(i—=1, 2, ..., n) en fractions conti-

T — 35y
nues, ce qui le conduit & généraliser & un point de vue trés
intéressant les polynomes de Legendre.

Nous avons déja cu l'occasion de dire que la théorie des
fractions continues arithmétiques peut se généraliser de di-
verses maniéres. De méme, la théorie des fractions continues
algébriques peut étre étendue dans des directions différentes.
Le probléme suivant paraissait & Hermite de grande impor-
tance et I'a souvent préoccupé : ¢tant données n séries S,,
S., ..., S, procédant suivant les puissances croissantes de x,
déterminer les polynomes X,, X,, ..., X, de degrés w,,
oy <. (ko de Maniére a avoir pour la somme :

S, X+ S Xe+...+ S, X,

une approximation d’ordre wp,+4...+ u, +n—1. Il en
donne une solution trés simple dans le cas oti les S sont des.
exponenticlles ¢*%, et réussit dans le cas général, pour 2= 3,
4 trouver un algorithme conduisant au résultat cherché sans
avoir de systemes d’équations a résoudre. Chemin faisant, il
traite, mais d’'une tout autre maniére, le probléme suivant,
résolu par Tehebycheff et analogue 4 un probléme déja men-
tionné d’Arithmétique : Trouver deux polynomes X et Y de
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_degrés m et 2, de maniére & avoir pour S, X +-S,Y — S, une

approximation d'ordre 7 -+ 7 — 2. L’allure arithmétique, si
Jje puis le dire, de ces problémes intéressait vivement Her-
mile; ils se rattachaient pour lui & des questions importantes
d’Analyse; le Mémoire sur e en est la meilleure preuve. 11
avait antérieurement consacré un élégant Mémoire au cas
particulier de la détermination d’un systeme de polynomes U,
V., W, tels que Usinz + Vcosz + W commence par la
plus haute puissance possible de la variable; il en avait tiré
unc démonstration immédiate du théoréme de Lambert sur
lincommensurabilité de w2 et peut-étre avait-il songé un ins-
tant a déduire de ce genre de considérations la transcendante
deix.

La puissance de travail d’Hermite était considérable. La
transcendance de e, les fractions continues algébriques ne lui
font pas abandonner les fonctions elliptiques. Des 1872, il
est en possession de lintégration de I'équation de Lamé,
comme le montrent les feuilles lithographiées de son Cours de
I'Ecole Polytechnique. En 1877, il commence la publication
dans les Comptes rendus de son grand Mémoire Sur
quelques applications des fonctions elliptigues. Les fonc-
tions doublement périodiques de seconde espéce, ¢’est-ia-dire
les fonclions qui sc reproduisent 4 un facteur constant pres
par Paddition d’une période, jouent un role capital dans le
travail d’Hermites il étend & ces fonctions la décomposition
en ¢léments simples qu'il avait donnée jadis pour les fonc-
tions de premicre espéce. Il est prét alors pour faire 'inté-
gration d'une équation rencontrée par Lamé dans la théorie
de la chaleur. Cette équation linéaire du second ordre ren-
ferme une constante arbitraire. Lamé en avait fait I'intégra-
tion pour certaines valeurs de cette constante; Hermite I'in-
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tégre dans tous les cas au moyen des fonctions doublement
périodiques de seconde espéce, et rattache & cette intégration
la solution de quelques problemes classiques de Mécanique,
comme la recherche du mouvement d’un corps solide ayant
un point fixe et n’étant soumis a aucune force, et celui du
pendule conique. Le coté algébrique tient aussi une grande
place dans cc Mémoire, et les équations correspondant aux
cas examinés par Lamé y sont I'objet d’une discussion appro-
fondie. Ces études sur I'équation de Lamé ont ouvert la voie
abien des recherches analytiques; mais, ce qui intéressait le
plus Hermite, ce sont les applications qu’on en pouvait faire
& la Mécanique et & I’Astronomie. Le titre qu’il avait donné
4 son Mémoire est & cet égard significatif, ainsi que la sym-
pathie avec laquelle il suivit les efforts de Gryldén pouv intro-
duire les fonctions elliptiques en Mécanique céleste.

J'a1 déjabien longuement parlé des travaux d’Hermite sur
les fonctions elliptiques. Je ne puis m’arréter sur toutes les
questions qu’il a ¢tudiées dans cette théorie. Que de Me-
moiresseraient encored citer, renfermant desidéesingénicuses
ctoriginalessur lesquelles il revenait avec joie : décomposition
des fonctions doublement périodiques de troisicme espéce, &
laquelle M. Appell devait apporter des compléments trés im-
portants, développements des fonctions elliptiques suivant les
puissances croissantes de la variable, recherches des valeurs
asymplotiques de quelques fonctions numdériques, et tant
d’autres.

Hermite, comme Kronecker, s'est toujours servi des nota-
tions de Jacobi. Il se trouvait trop vieux pour adopter les
notations de Weierstrass, quand elles ont commencé a se
répandre. Il en reconnaissait sans doute 'avantage au point
de vue de la théorie générale, et certains invariants mis en

)
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évidence étaient faits pour Jui plaire. Mais je crois que la sy-
métrie introduite le touchait peu, la dissymétrie entre les
périodes se produisant nécessairement dans les applicé\tions.
Rien n’aurait pu le décider & abandonner les fonctions © ct.
les admirables identités, si précieuses pour I'Arithmétique,
dont la forme lui était familiére depuis tant d’années.

V.

Clest en 1869 qu'Hermite fut nommé professeur a la Fa-
culté des Sciences. Au début, il traita de la théorie des équa-

tions, mais 4 partir de 1875, abandonnant I’Algebre dans ses
Legons, il se consacra au Caleul intégral et 4 la théorie des
fonctions. Ceux qui lont entendu, etil y en a certainement
parmi vous, garderont toujours le souvenir de cet enseigne-
ment incomparable. Quelles merveilleuses causeries, d'un ton
grave que relevait par moments I’enthousiasme, oti, & propos
de la question la plus élémentaire, il faisait surgir tout d’un
coup d’immenses horizons, et ol a coté de la Science d’au-
jourd’hui on apercevaitla Science de demain. Jamais profes-
seur ne fut moins didactique, mais ne fut plus vivant. Je ne
puis, dans mes souvenirs, le comparer qu’a Wurtz; sous des
formes trés différentes I'enscignement fut pour eux un apos-
tolat, et j’ai connu des auditeurs peu familiers avec les
sciences et égarés dans les amphithéatres de Dillustre géo-
métre et de Lillustre chimiste, sortir stupéfaits de voir qu'une
lecon d’Analyse et une legon de Chimie pussent étre si poi-
gnantes et si dramatiques. Quand Hermite parlait de la
Science, il faisait songer 4 Pasteur, et il aurait pu faire
sienne celte phrase qui revenait souvent sur les levres de

son grand contemporain, que la Science se fait non scu-
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lement avec Pesprit, mais aussi avec le cceur. Clest ce
dont témoigne Pinépuisable dévouement d’Hermite pour ses
éleves; que d’heuresil a passéesa correspondre avec des géo-
métres de tous pays, connus ou inconnus, lui soumettant
leurs essais et sollicitant ses avis. Vrai directeur scienti-
fique, il répondait 4 tous avec une exquise bienveillance,
donnant sans compter son temps et ses idées, persuadé qu’un
savant ne contribue pas seulement aux progrés de la Science
par ses travaux personnels, mais aussi par les conseils don-
nés, particuliérement & ceux qui entrent dans la vie scienti-
fique. Une manifestation grandiose devait montrer & Her-
mite, au soir de sa vie, qu’il n’avait pas eu affaire a des
ingrats ; beaucoup d’entre nous ont sans doute assisté a cetle
belle et touchante cérémonie du 24 décembre 18g2, ol a été
fété son soixante-dixiéme anniversaire.

L’enseignement d’Hermite & la Sorbonne a exercé une
tres grande influence. Ses cours ont été lithographiés et ont
été lus et medités par tous les géométres contemporains. 1
ne craignait pas de s'arréter sur les débuts du Caleul inté-
gral, et il donnait & réfléchir a ses lecteurs sur les sujets les
plus élémentaires. Ainsi une remarque immédiate sur l'ex-

pression de log Z—% par une intégrale définie Paméne un jour
B —p Y ? 3 < ]

ala notion de ce qu’il appelle une coupure, notion qu'il dé-
veloppe ensuite d'une maniére générale. Les théories fonda-
mentalcs de Cauchy relatives aux fonctions d’une variable
complexe tenaient une grande place dans son cours. Vers
1880, un Mémoire de Weicrstrass récemment paru appela
vivement l'attention; les legons d’Hermite firent connaitre
en France lesidées du grand analyste allemand. Depuis vingt
ans, tous les géometres ont étudié dans ces legons la théorie




