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論 文 内 容 の 要 旨 
 

Vinberg[3]により導入されたクランと呼ばれる非結合的代数は等質凸領域を研究する上で重要な

代数である。その中で単位元を持つクランは等質錐と対応しており、その右乗法作用素の行列式の

既約因子として対応する等質錐の基本相対不変式がすべて現れる。等質錐は簡約可能ではない概均

質ベクトル空間の例を豊富に与えること、および基本相対不変式は概均質ベクトル空間の研究にお

いて重要な要素の一つであることが本研究の背景にある。 
𝑉𝑉を単位元𝑒𝑒0を持つクランとし、対応する等質錐をΩとする。原始冪等元の完全直交系𝑐𝑐1, … , 𝑐𝑐𝑟𝑟を一

つ固定すれば、これに付随して正規分解𝑉𝑉 = ⨁ 𝑉𝑉𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘≤𝑘𝑘 が得られる。ここで𝑉𝑉𝑘𝑘𝑘𝑘は𝑐𝑐1, … , 𝑐𝑐𝑟𝑟の左および右

乗法作用素に関する固有空間である。𝑉𝑉の内積を⟨∙ | ∙⟩とし、この内積を通して𝑉𝑉に新しい積▽を 
⟨𝑥𝑥 ▽ 𝑦𝑦 | 𝑧𝑧⟩ = ⟨𝑦𝑦 | 𝑥𝑥 △ 𝑧𝑧⟩ (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝑉𝑉). 

により定める。すると(𝑉𝑉,▽ )はクランとなり、これをクラン𝑉𝑉の双対クランと呼ぶ。 
𝐻𝐻をΩ上単純推移的に作用する分裂可解 Lie 群とする。Ω上の関数𝑓𝑓が𝐻𝐻に関して相対不変であると

は、𝐻𝐻の 1 次元表現𝜒𝜒𝜏𝜏  (𝜏𝜏 ∈ ℝ𝑟𝑟)が存在して𝑓𝑓(ℎ ⋅ 𝑥𝑥) = 𝜒𝜒𝜏𝜏(ℎ)𝑓𝑓(𝑥𝑥) (ℎ ∈ 𝐻𝐻,𝑥𝑥 ∈ Ω)が成り立つことである。

ここで𝜏𝜏は 1 次元表現𝜒𝜒𝜏𝜏の指数であり、横ベクトルで実現されているとする。このときある既約な相

対不変多項式𝛥𝛥1(𝑥𝑥), … ,𝛥𝛥𝑟𝑟(𝑥𝑥)が存在して、任意の𝐻𝐻-相対不変な多項式はこれらの冪積で表されること

が知られている。さらに等質錐ΩはΩ = {𝑥𝑥 ∈ 𝑉𝑉;  𝛥𝛥1(𝑥𝑥) > 0, … ,𝛥𝛥𝑟𝑟(𝑥𝑥) > 0}と表される。この既約多項式

𝛥𝛥1(𝑥𝑥), … ,𝛥𝛥𝑟𝑟(𝑥𝑥)を等質錐Ω (あるいはクラン𝑉𝑉)の基本相対不変式という。各𝛥𝛥𝑘𝑘(𝑥𝑥)に対応する 1 次元表

現を𝜒𝜒𝜎𝜎𝑗𝑗  (𝜎𝜎𝑘𝑘 = (𝜎𝜎𝑘𝑘1, … , 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑟𝑟) ∈ ℤ≥0𝑟𝑟 )としたとき、指数𝜎𝜎𝑘𝑘を縦に並べて𝑟𝑟次正方行列 

𝜎𝜎𝑉𝑉 ≔ �
𝜎𝜎1
⋮
𝜎𝜎𝑟𝑟
� = (𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘) 

を構成する。本稿ではこの行列𝜎𝜎𝑉𝑉を等質錐Ω (あるいはクラン𝑉𝑉)の指数行列と呼ぶ。 
𝐸𝐸を内積⟨∙ | ∙⟩𝐸𝐸を持つ実ユークリッド空間とし、𝜑𝜑を双対クラン(𝑉𝑉,▽ )の𝐸𝐸上の自己共役表現とする。

また𝜑𝜑に付随する対称双線型形式𝑄𝑄:𝐸𝐸 × 𝐸𝐸 → 𝑉𝑉を 
⟨𝑄𝑄(𝜉𝜉, 𝜂𝜂) | 𝑥𝑥⟩ = ⟨𝜑𝜑(𝑥𝑥)𝜉𝜉 | 𝜂𝜂⟩𝐸𝐸  (𝜉𝜉, 𝜂𝜂 ∈ 𝐸𝐸, 𝑥𝑥 ∈ 𝑉𝑉) 

により定義する。このとき直和ベクトル空間𝑉𝑉𝐸𝐸 = 𝐸𝐸 ⊕𝑉𝑉に積△を次で定義する： 
(𝜉𝜉 + 𝑥𝑥) △ (𝜂𝜂 + 𝑦𝑦) ≔ 𝜑𝜑(𝑥𝑥)𝜂𝜂 + (𝑄𝑄(𝜉𝜉, 𝜂𝜂) + 𝑥𝑥 △ 𝑦𝑦) (𝜉𝜉, 𝜂𝜂 ∈ 𝐸𝐸,𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉). 

ただし𝜑𝜑(𝑥𝑥)は作用素𝜑𝜑(𝑥𝑥)の下三角部分である。すると(𝑉𝑉𝐸𝐸 ,△)はクランとなる。ここでdim𝐸𝐸  > 0のと

き、クラン𝑉𝑉𝐸𝐸に単位元𝑒𝑒を添加してクラン𝑉𝑉𝐸𝐸0 = ℝ𝑒𝑒⊕𝑉𝑉𝐸𝐸を構成する。𝑢𝑢 ≔ 𝑒𝑒 − 𝑒𝑒0とおくと𝑉𝑉𝐸𝐸0 = ℝ𝑢𝑢⊕𝑉𝑉𝐸𝐸
であるので、今後この分解を用いる。さらにクラン𝑉𝑉𝐸𝐸0の元を𝑣𝑣 = 𝜆𝜆𝑢𝑢 + 𝜉𝜉 + 𝑥𝑥 (𝜆𝜆 ∈ ℝ, 𝜉𝜉 ∈ 𝐸𝐸,𝑥𝑥 ∈ 𝑉𝑉)のよ

うに表す。このとき𝑉𝑉𝐸𝐸0の積は 



(𝜆𝜆𝑢𝑢 + 𝜉𝜉 + 𝑥𝑥) △ (𝜇𝜇𝑢𝑢 + 𝜂𝜂 + 𝑦𝑦) = (𝜆𝜆𝜇𝜇)𝑢𝑢 + �𝜇𝜇𝜉𝜉 + 1
2
𝜆𝜆𝜂𝜂 + 𝜑𝜑(𝑥𝑥)𝜂𝜂� + (𝑄𝑄(𝜉𝜉, 𝜂𝜂) + 𝑥𝑥 △ 𝑦𝑦) 

となる。ただし𝜆𝜆, 𝜂𝜂 ∈ ℝ, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂 ∈ 𝐸𝐸,𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉である。クラン𝑉𝑉の右乗法作用素を𝑅𝑅𝑥𝑥で表し、さらに𝑄𝑄[𝜉𝜉] ≔
𝑄𝑄(𝜉𝜉, 𝜉𝜉) (𝜉𝜉 ∈ 𝐸𝐸)とおくと、クラン𝑉𝑉𝐸𝐸0の右乗法作用素𝑅𝑅𝑣𝑣0の行列式は 

det𝑅𝑅𝑣𝑣0 = 𝜆𝜆1+dim𝐸𝐸−dim𝑉𝑉 det𝑅𝑅𝜆𝜆𝑥𝑥−12𝑄𝑄[𝜉𝜉] 

と表される。この式の右辺において既約因子を考察することにより次の定理を得る。 
定理 A クラン𝑉𝑉𝐸𝐸0の基本相対不変式𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑣𝑣) (𝑗𝑗 = 0,1, … , 𝑟𝑟)は非負整数αjを用いると次のようになる: 

�
𝑃𝑃0(𝑣𝑣) = 𝜆𝜆,
𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑣𝑣) = 𝜆𝜆−𝛼𝛼𝑗𝑗𝛥𝛥𝑘𝑘 �𝜆𝜆𝑥𝑥 −  1

2
𝑄𝑄[𝜉𝜉]�  (𝑗𝑗 = 1, … , 𝑟𝑟).  

この定理を用いてクランの右乗法作用素𝑅𝑅𝑥𝑥の行列式の因数分解det𝑅𝑅𝑥𝑥 = 𝛥𝛥1(𝑥𝑥)𝑛𝑛1 ⋯𝛥𝛥𝑟𝑟(𝑥𝑥)𝑛𝑛𝑟𝑟  (𝑥𝑥 ∈ 𝑉𝑉)
に現れる正整数𝑛𝑛1, … ,𝑛𝑛𝑟𝑟を決定する。ここで𝑚𝑚𝑘𝑘 ≔ ∑ dim𝑉𝑉𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘≥𝑘𝑘 とし、さらに𝑛𝑛 = (𝑛𝑛1, … ,𝑛𝑛𝑟𝑟) , 𝑚𝑚 =
(𝑚𝑚1, … ,𝑚𝑚𝑟𝑟)とおく。 
定理 B Vの指数行列を𝜎𝜎𝑉𝑉とすれば、𝑛𝑛 = 𝑚𝑚𝜎𝜎𝑉𝑉−1となる。 
 𝜶𝜶 = ( 𝑡𝑡 𝛼𝛼1, … ,𝛼𝛼𝑟𝑟)を決定するため、クランの表現に𝜺𝜺-表現(𝜺𝜺 ∈ {0,1}𝑟𝑟)というクラスを導入する。これ

は表現𝜑𝜑に付随する 2 次形式𝑄𝑄[𝜉𝜉]の値域に関する情報を持つものである。Graczyk—Ishi[1]の結果を

用いて、次の命題が証明できる。 
命題 任意のクランの表現𝜑𝜑に対して、ある𝜺𝜺(𝜑𝜑) ∈ {0,1}𝑟𝑟が一意に存在して𝜑𝜑は𝜺𝜺(𝜑𝜑)-表現となる。 

これを用いて𝜶𝜶が決定できる。𝑉𝑉の指数行列を𝜎𝜎𝑉𝑉とする。 
定理 C 表現(𝜑𝜑,𝐸𝐸)を𝜀𝜀-表現とすると、𝜶𝜶 = 𝜎𝜎𝑉𝑉(𝟏𝟏 − 𝜺𝜺)となる。さらにクラン𝑉𝑉𝐸𝐸0の指数行列𝜎𝜎0は、 

𝜎𝜎0 = � 1 0
𝜎𝜎𝑉𝑉𝜀𝜀 𝜎𝜎𝑉𝑉

�. 

最後に指数行列𝜎𝜎𝑉𝑉を決定する。これにより定理 A, B, C が完全なものとなる。𝑉𝑉の部分空間𝑉𝑉[𝑘𝑘]と

𝐸𝐸[𝑘𝑘] (𝑘𝑘 = 1, … , 𝑟𝑟 − 1)を、𝑐𝑐1, … , 𝑐𝑐𝑟𝑟に関する正規分解𝑉𝑉 = ⨁ 𝑉𝑉𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘≤𝑘𝑘 を用いて 

𝑉𝑉[𝑘𝑘] = � 𝑉𝑉𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘<𝑚𝑚≤𝑚𝑚≤𝑟𝑟

,    𝐸𝐸[𝑘𝑘] = �𝑉𝑉𝑚𝑚𝑘𝑘
𝑚𝑚>𝑘𝑘

 

により定義すると、𝑉𝑉[𝑘𝑘]はクラン𝑉𝑉の部分クランとなる。また𝐸𝐸[𝑘𝑘]▽𝑉𝑉[𝑘𝑘] ⊂ 𝐸𝐸[𝑘𝑘]となるので、𝑥𝑥 ∈ 𝑉𝑉[𝑘𝑘],𝜉𝜉 ∈
𝐸𝐸[𝑘𝑘]に対してℛ[𝑘𝑘](𝑥𝑥)𝜉𝜉 ≔ 𝜉𝜉▽ 𝑥𝑥とすることにより𝑉𝑉[𝑘𝑘]の表現(ℛ[𝑘𝑘],𝐸𝐸[𝑘𝑘])が定義できる。ここで𝜺𝜺[𝒌𝒌] =
𝜺𝜺�ℛ[𝑘𝑘]� ∈ {0,1}𝑟𝑟とおき、さらに𝑟𝑟次正方行列ℰ𝑘𝑘を 

ℰ𝑘𝑘 ≔ �
𝐼𝐼𝑘𝑘−1 0 0

0 1 0
0 𝜺𝜺[𝒌𝒌] 𝐼𝐼𝑟𝑟−𝑘𝑘

� (𝑘𝑘 = 1, … , 𝑟𝑟 − 1) 

により定義する。 
定理 D クランVの指数行列𝜎𝜎𝑉𝑉は、𝜎𝜎𝑉𝑉 = ℰ𝑟𝑟−1ℰ𝑟𝑟−2 ⋯ℰ1により求められる。 
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