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Abstract

In this paper, we propse two method to compute the approximate multivarite GCD

for polynomial with floating-point numbers. One is based on Páde approximation,

the other is based on Barnett’s theorem. Also, we propose one refinement technique

solving the linear equation within polynomial entries.

1 はじめに
1変数多項式の近似GCD（最大公約子）計算に比べて，多変数多項式の近似GCDの計算に関

する研究は盛んではない．本稿では，1変数多項式の近似GCDは精度よく計算できると仮定し
て，多変数多項式の近似GCD計算法を新たに提案する．
まず，多項式 F とGの近似GCDを次のように定義する．

定義 1 (近似GCD). FとGが F = CF̃ +∆F とG = CG̃ +∆Gと多項式の要素でかけるとき，
Cを許容度 ε = ε(∆F ,∆G)の近似共通因子といい，次数が最大の近似共通因子を近似GCDとい
い appGCD(F,G) = C でかく（近似GCDは一意に決定しない）．

注意 1. 許容度を ε = ε(∆F ,∆G)と ∆F ,∆G の関数で表記した．いろいろ流儀があるが，本稿
では

ε(∆F ,∆G) = max
{ ||∆F||

||F||
,
||∆G||
||G||

}
(1)

と係数の最大値の大きさを比較することで摂動部を見積もることにする．

定義から，近似GCDの許容度を正確に見積もる場合には C の計算以外に F̃ と G̃を計算する
必要がある．これまでの研究では，1. C だけを計算（許容度は正確ではない），2. C を求めた
後，除算によって F̃ と G̃を計算，3. F̃ と G̃を先に計算し，除算によってCを計算，が主流であ
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り，除算の方法によって許容度は変化する（多くの方法は 2-ノルムの意味で最小になるように除
算を行う）．実際，すべての要素の決定は refinement（精度の改善）によって行われる．本稿で
は，すべての要素 C, F̃ , G̃を求め許容度も正確に計算することを念頭に考える．
上記の目的を達成するため，本稿では有理関数による近似法である Páde近似を用いた多変数
近似GCD計算法を提案する．多項式を要素に持つ線形連立方程式を解く必要があるが効率が悪
いとされている．[讃岐 2012]では数値計算の算法に帰着する方法が提案され効率は悪くない．ま
た，1変数 GCDが既知であれば線形連立方程式を解くまでもなく多変数近似 GCDができるこ
とを示す．
近似 GCDの計算では，近似 GCDまたは余因子のみが計算される．そのため，除算および

refinementを通して全ての情報を得る必要があるが，本稿では多項式の関係式から refinementす
る方法を提案する．多項式要素の線形連立方程式を解くことが可能なため，非効率ではないと推
測される．
本稿では次の記号を用いる．主変数 x，従変数 u = (u1, . . . , uℓ)からなる浮動小数係数多項式

F (x,u), G(x,u) ∈ F[x,u] を次で表現する．

F (x,u) = fm(u)x
m + fm−1(u)x

m−1 + . . .+ f0(u),

G(x,u) = gn(u)x
n + gn−1(u)x

n−1 + . . .+ g0(u).

deg(F )を主変数 xに関する次数とする．多項式 F (x,u) ∈ F[x,u]に対して，従変数 uに関す
る全次数 w の斉次式を δF (w) ∈ F[x,u]で表す：F =

∑
i=0 δF

(i)．ただし，j = 0の場合には
δF (0) = F (0)と表記する場合もある．また，[F ]ii = δF (i)と表記する場合もある．多項式に限らず，
行列・ベクトルに関しても同様の表記法を用いる．ベクトル v ∈ F[u]mに対して，δv(w) ∈ F[u]m

はベクトルの各要素が全次数 wの斉次式から構成されるベクトルである．

1.1 線形方程式の解法

[?, 讃岐 2012]では，多項式を要素に持つ線形連立方程式を反復法により求める方法を提案し
た．以降，何度も利用するので簡単に述べる．次の線形連立方程式を考える．

Ax = b. (2)

ここで，A ∈ F[u]m×mおよび b ∈ F[u]m である．
A(0) ∈ Fm×mが正則と仮定する．このとき，A(0)x = b(0)は線形代数・数値計算で知られた方
法で簡単に解くことができる．
今，Ax ≡ b (mod Iw) が解くことができたと仮定する：x = c(w−1)．このとき，Ax ≡ b

(mod Iw+1) は次のように解く．この式において，全次数 wの斉次項のみを集めると，

δA(w)δx(0) + . . .+ δA(1)δx(w) +A(0)δx(w) = δb(w)

A(0)δx(w) = δb(w) −
w∑

j=1

δA(j)δx(w−j). (3)

方程式 (3)の右辺について δx(j) (j = 0, . . . , w − 1)は仮定より計算済みである．方程式 (3)は行
列A(0)の要素がすべて数値なので，線形代数による方法で解くことが可能である．
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逆行列を用いる方法

方程式 (3)において，w = 0のとき，すなわち A(0)x = b(0) の計算を逆行列の計算によって
行うと，w ≥ 1のとき (A(0))−1 はすでに既知なので行列とベクトルの積の計算のみのよって解
δx(w)を計算することができる．

反復法による方法

Gauss-Seidel法，Jacobi法またKrylov部分空間法に基づく方法によって計算することができ
る．ただ，多項式同士の加減算を多く行う必要があり反復回数が多くなったり行列の次数が大き
くなると効率的でなくなる．

2 有理関数を利用する方法
今，有理関数G/F の主変数 xに関する級数展開が得られたとする．

G(x,u)

F (x,u)
= h0(u) + h1(u)x+ h2(u)x

2 + . . . ∈ F{x,u}. (4)

F = CF̃ +∆F，G = CG̃+∆G とかくとき，

G

F
=

CG̃+∆G

CF̃ +∆F

=
CG̃+∆G

CF̃
(
1 +

∆F

CF̃

)

=
CG̃+∆G

CF̃

(
1− ∆F

CF̃
+ ∆̃2

)

=
G̃

F̃
+

F̃∆G − G̃∆F +∆
2

CF̃ 2
(5)

と近似できるので，有理関数の場合においても許容度O(∆)の摂動が入っているとみなすことが
できる．ここで，∆2 ∈ F{xu}であり，||∆2|| = O(ε2)である．

べき級数展開の方法

G/F の級数展開は実際に次の前処理を行った後，Henriciによる方法を用いて行う．べき級数
A =

∑
i=0

ai(u)x
iとB =

∑
i=0

bi(u)x
iの積はCauchyの積法則により，P = ABの xqの係数 pq(u)

は pq =

q∑
i=0

aibq−iと多項式の積と同様の表現で書くことができる．これによって P/Bの係数 aq

は次でかける（b0 ̸= 0）．

ap =
pq −

∑q−1
i=0 aibq−i

b0
. (6)

ゆえに b0に定数項があれば，1/b0が級数展開することができるため，ap ∈ F{u}になるように
展開できる．この式は次数の低い項から順に構成される展開式になっていることに注意する．
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2.1 Páde近似による方法

主変数に関する近似 GCDの次数 kが既知とする．このとき，(4)で得た級数を分母の多項式
の次数m− k，分子の多項式の次数 n− kの有理関数近似したものは，与えられた多項式から近
似GCDを取り除いた余因子によって構成されたものになる．このような分子・分母を求める方
法として Páde近似による方法がある．1変数の場合には既知の方法であるが [Pan01]，多変数の
場合は多項式を要素に持つ線形連立方程式を解く必要があるため避けられる傾向がある．
実際に次の関係式でかける．

L(F )qhq = gq. (7)

ここで，各行列，ベクトルは次で表される．

L(F )q =




f0

f1 f0
...

. . .
. . .

fq fq−1 · · · f0




∈ F[u](q+1)×(q+1), gq =




g0

g1
...

gq




,hq =




h0

h1

...

hq




∈ F[u]q+1.

G/F の級数展開から G̃/F̃ の分子・分母を求めるためには．近似GCDの次数 kとするとき，分
母の次数m− k，分子の次数 n− kとなる Páde近似により有理関数近似すればよく，各係数は
次の関係式で表現される．

L(H)m+n−2kf̃m+n−2k = g̃m+n−2k. (8)

これをみたす F̃ および G̃のすべての係数を求めるためには，係数を１つ定める必要がある．1変
数近似GCD計算の場合，F̃ (0)または G̃(0)の定数係数を 1にし，その上で補間法によって関係式
をみたす係数を計算する．多変数多項式の場合も，同様の方法がとることができるが非常に効率
が悪い．

2.2 1変数GCDが既知の場合

1変数GCDの主変数 xに関する次数 kおよび近似GCD appGCD(F,G) = C(0) (mod I)がわ
かっていると仮定する（F̃ (0)および G̃(0)も既知）．あらかじめ，appGCD(f0(u), g0(u)) = c0(u)

を計算し，f̃0を f0と c0による近似除算によって計算する．定数項を計算した上で，

F → F/f0 (9)

とべき級数除算することによって，入力多項式F の定数項を 1にする（数にする）．実際には，計
算に必要な従変数の最大全次数 tがわかっているものとし，F → F/f0 (mod It+1)を計算する．
このとき，

• F̃ (1)と G̃(1)の定数項：
δf̃

(1)
0 は既知であり，δg̃

(1)
0 は h0f̃0 = g̃0より δg̃

(1)
0 = h

(0)
0 δf̃

(1)
0 + δh

(1)
0 δf̃

(0)
0 と和・積のみに

よって計算可能である．

• F̃ (1)と G̃(1)の x1の係数：
δg̃

(1)
1 = [δh0δf1+ δh1δf0]

1
1 = [δh0δf1+ δh1]

1
1であり，δg

(1)
1 = h

(0)
0 δf

(1)
1 + δh

(1)
0 δf̃

(0)
1 + δh

(1)
1

なる関係式が得られるが，δg̃
(1)
1 および δf̃

(1)
1 は定まらない．
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• F̃ (1)と G̃(1)の xpの係数：
δg̃

(1)
p = [

∑p−1
i=0 δhiδf

(1)
p−j ]

1
1であり，F̃ (1)および G̃(1)について xp−1までの係数がわかってい

たとしても，δg̃
(1)
p および δf̃

(1)
p は定まらない．

以上のように，1変数GCDがわかっていても状況は変わらず，求めるためには p = m+ n− 2k
まで計算を行い，全次数ごとで Páde近似そのものを行う必要がある．問題サイズが少し小さく
なる．

2.3 Barnettの定理の改良

Diaz-TocaとG. Vegaによって，べき級数の係数から構成する行列の線形結合からGCDを得
る方法が提案されている [DG02]．これは [Sanuki09]により次のように拡張できる．

定理 1 (Barnettの定理の拡張 [DG02, Sanuki09]). 行列Qmを次で定義する．

Qm =




h0 h1 . . . hm−1

h1 h0
. . .

...
...

. . .
. . .

...

hm−1 . . . h1 h0



= (q1, . . . , qm) ∈ F[u]m×m.

近似 GCDの主変数 xに関するが kのとき，前からm − k列 q1, . . . qm−k は F[u]-線形独立であ
り，後ろ k列 qm−k+1, . . . qmは前からm− k列のベクトルで張ることができる：

qm−k+j =

m−k−1∑
i=1

rj,iqi + rj,m−kqm−k (j = 1, . . . , k). (10)

このとき，rj,m−kはGCDの xk−j の係数である．

3 Refinement

多変数多項式GCDの refinementは 1変数の場合と同じ方法を選択すると多項式の和・積の計
算する必要がある，また行列のサイズが病徴する傾向があるため計算時間がかかってしまう．
本稿では行列のサイズを減らすことに重みを置き，次のような行列 T (F̃ , G̃, C, F,G)・ベクト
ル U(F̃ , G̃, C)を考える．

T (F̃ , G̃, C, F,G) =




F̃ 0 0

0 0 C

0 G F


 ∈ F[x,u]3×3, U =




C

F̃

G̃


 ∈ F[x,u]3. (11)

まず，次を保証する．

補題 1. det(T ) = −G(F̃C) ̸= 0．

行列 T が正則であるので，線形連立方程式 Tx = (F,G, 0)T を考えると解 x = U が得られる
ので，refinementを行うための関係式を導くことができる．行列のサイズが小さいので，逆行列
を用いて計算しても効率がよい．実際には次のように計算をする．
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算法 1 (多変数多項式の refinement).

• 入力：C0, F̃0, G̃0 ∈ F[x,u]
T0 = T (F̃0, G̃0, C0, F,G) ，U0 = (F̃0, G̃0, C0)

T , S = (F,G, 0)T

• 残差が小さくなるまで，次を繰り返す．
i = 0

ri = TiUi − S;

ri = Tiyを解く（3次正方行列の線形方程式）
Ui+1 = Ui + ri

riが十分小さくなったら計算終了

補題 2 (条件数). 各 Tiの条件数は近似GCDの定数項に依存する．定数項がO(1)であれば計算
は安定する．

注意 2. 1変数近似GCDをあらかじめ refinementしないと計算は収束しない．そのため，上記
の方法以外の方法であらかじめ refienmentをする必要がある．

4 まとめ
本稿では，有理関数のべき級数を基にした多変数多項式の近似 GCD算法について考察した．

いずれにおいても 1変数の場合を拡張しただけにとどまった．refinementに関しては，多項式要
素で線形連立方程式が解けることによりこれまでできなかった方法ができるようになったことを
確認した．ただ，1変数多項式の近似GCDをあらかじめ処理しなければいけないなど，改良の
余地はまだある．
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