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中山 洋将
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神戸大学大学院理学研究科/ JST CREST
Department of Mathematics, Graduate school of Science, Kobe University ∗ †

Abstract

We derive Gröbner bases of Lauricella’s hypergeometric differential equations. By using these
Gröbner bases, we determine the characteristic variety and the singular locus of Lauricella’s FB and
a Pfaffian system of Lauricella’s FD.

1 Introduction

Lauricella 超幾何級数 FA, FB , FC , FD は

FA(a, b1, . . . , bm, c1, . . . , cm;x1, . . . , xm) =
∑

n1,...,nm∈Z≥0

(a)n1+···+nm(b1)n1 · · · (bm)nm

(c1)n1 · · · (cm)nm(1)n1 · · · (1)nm

xn1
1 · · ·xnm

m ,

FB(a1, . . . , am, b1, . . . , bm, c;x1, . . . , xm) =
∑

n1,...,nm∈Z≥0

(a1)n1
· · · (am)nm

(b1)n1
· · · (bm)nm

(c)n1+···+nm(1)n1 · · · (1)nm

xn1
1 · · ·xnm

m ,

FC(a, b, c1, . . . , cm;x1, . . . , xm) =
∑

n1,...,nm∈Z≥0

(a)n1+···+nm(b)n1+···+nm

(c1)n1 · · · (cm)nm(1)n1 · · · (1)nm

xn1
1 · · ·xnm

m ,

FD(a, b1, . . . , bm, c;x1, . . . , xm) =
∑

n1,...,nm∈Z≥0

(a)n1+···+nm(b1)n1 · · · (bm)nm

(c)n1+···+nm(1)n1 · · · (1)nm

xn1
1 · · ·xnm

m ,

と定義される. ここで, a, b, c, ai, bi, ci (i = 1, . . . ,m) は複素パラメータであり, c, ci /∈ Z≤0 を満たすとする.

これら FA, FB , FC , FD が満たす微分方程式系として, 次のものがそれぞれ知られている.

ℓAi · FA = 0, ℓAi = θi(θi + ci − 1) − xi(θ1 + · · · + θm + a)(θi + bi) (i = 1, . . . ,m).

ℓB
i · FB = 0, ℓBi = θi(θ1 + · · · + θm + c− 1) − xi(θi + ai)(θi + bi) (i = 1, . . . ,m).

ℓC
i · FC = 0, ℓCi = θi(θi + ci − 1) − xi(θ1 + · · · + θm + a)(θ1 + · · · + θm + b) (i = 1, . . . ,m).

∗nakayama@math.kobe-u.ac.jp
†本研究は科研費 (課題番号:24740064) および JST CREST ”数学と諸分野の協働によるブレークスルーの探索” の助成を受けた

ものである。
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Lemma 10
If critical set α satisfies

α �∈ {PE0 = 0}, and α �∈ {Discr(T ) = 0},

#�Ψ−1
3 (α) = 2, where PE0 is the constant term of T for t and Discr(T ) = 3α3α1 − α2

2 − 12α0α4.

Then, we have the following.

Theorem 11
�Ψ3(PB3) = P4(C) − PE(3) and �Ψ3(PB3) is 2-valent on the the set of the points in P4(C) − PE(3)
satisfying that

Discr(T ) �= 0 and PE0 �= 0.

This theorem corresponds to Proposition 5 and Proposition 6 which are given by using generalized
Bell locus. Theorem 11 is obtained without considering the multiplicity of critical point at the point at
infinity.
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ℓDi · FD = 0 (i = 1, . . . ,m),

ℓDi = xi(1 − xi)∂
2
i + (1 − xi)

∑
k ̸=i,1≤k≤m

xk∂i∂k + (c− (a + bi + 1)xi)∂i − bi
∑

k ̸=i,1≤k≤m

xj∂j − abi.

ℓDij · FD = 0, ℓDij = (xi − xj)∂i∂j − bj∂i + bi∂j (1 ≤ i < j ≤ m).

ここで, ·は微分作用素を関数に作用させることを表す記号, ∂i = ∂
∂xi
は xi についての微分作用素, θi = xi∂i

は xi についての Euler 作用素である.

上で定義した微分作用素の生成する D イデアル

IA(m) = D{ℓAi | i = 1, . . . ,m}, IB(m) = D{ℓBi | i = 1, . . . ,m}, IC(m) = D{ℓCi | i = 1, . . . ,m}

と �D イデアル
�IA(m) = �D{ℓAi | i = 1, . . . ,m}, �IC(m) = �D{ℓCi | i = 1, . . . ,m}.

と R イデアル
ID(m) = R{ℓDi , ℓDjk | i = 1, . . . ,m, 1 ≤ j < k ≤ m}.

を考える. ここでD = C[x1, . . . , xm]⟨∂1, . . . , ∂m⟩は多項式係数微分作用素環, �D = C[[x1, . . . , xm]]⟨∂1, . . . , ∂m⟩
は形式べき級数を係数に持つ微分作用素環, R = C(x1, . . . , xm)⟨∂1, . . . , ∂m⟩ は有理関数係数微分作用素環
である. この各イデアルについて, ある単項式順序, 項順序について, グレブナー基底がわかる. 得られたグ
レブナー基底を使うと, FA, FB , FC の各微分方程式系の特異点集合や, FD の Pfaff 系を計算することがで
きる. ここでは FB の特異点集合と FD の Pfaff 系の計算について述べる.

2 Lauricella 超幾何微分方程式系についてのグレブナー基底
まず FB の微分方程式系に対応する D イデアル IB(m) について, グレブナー基底を導く.

定理 1 (IB(m) のグレブナー基底)

D 上の項順序 <(0,1) を次のように定義する. ここで, ξi は ∂i に対応する可換な変数とする.

xα1
1 · · ·xαm

m ξβ1

1 · · · ξβm
m <(0,1)x

α′
1

1 · · ·xα′
m

m ξ
β′
1

1 · · · ξβ
′
m

m

を下のいづれかが成り立つ時と定義する.

1. β1 + · · · + βm < β′
1 + · · · + β′

m

2. β1 + · · · + βm = β′
1 + · · · + β′

m かつ α1 + · · · + αm < α′
1 + · · · + α′

m

3. β1 + · · · + βm = β′
1 + · · · + β′

m かつ α1 + · · · + αm = α′
1 + · · · + α′

m かつ
xα1
1 · · ·xαm

m ξβ1

1 · · · ξβm
m <′ x

α′
1

1 · · ·xα′
m

m ξ
β′
1

1 · · · ξβ
′
m

m . ここで <′ はあらかじめ設定した適当な項順序, 例
えば辞書式順序などである.

この時, D イデアル IB(m) の <(0,1) についてのグレブナー基底は, {ℓB1 , . . . , ℓBm} である.

これを示すには, Buchberger の判定法を用いて, 各ペアの S 式について 0 に簡約できることを示す必要が
ある. これを簡単に言うため, 次の補題を用いる. この補題は多項式環ではよく知られた補題の微分作用素
環版である.
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補題 2 (Buchberger の省ける S 式の判定法 (微分作用素環版))

微分作用素 P,Q ∈ D, D 上の項順序を < とする. 先頭項 in<(P ), in<(Q) が互いに素の時, P と Q の S 式
S<(P,Q) は交換子 −[P,Q] まで簡約できる.

証明 簡単のため P,Q の先頭項の係数を 1 と仮定しておく. 先頭項 in<(P ), in<(Q) が互いに素より,

S<(P,Q) = (Q− rest<(Q))P − (P − rest<(P ))Q

= −rest<(Q)P + rest<(P )Q + QP − PQ

= −rest<(Q)P + rest<(P )Q− [P,Q]

ここで, rest<(P ) は P の先頭項以外の部分を表す. よって, S 式 S<(P,Q) は P,Q を使い簡約すれば,

−[P,Q] まで簡約できる.

証明 (定理 1 の証明) 元 ℓBi , ℓ
B
j (1 ≤ i < j ≤ m) について, S 式が 0 に簡約できることを示せばよい. 先

頭項は in<(0,1)
(ℓBi ) = x3

i ξ
2
i , in<(0,1)

(ℓBj ) = x3
jξ

2
j で, 互いに素であるから補題 2 を使うことができる. 交換

子を計算すると,

[ℓBi , ℓ
B
j ] = ℓBi ℓ

B
j − ℓBj ℓ

B
i

= xi(θi + ai)(θi + bi)θj − xj(θj + aj)(θj + bj)θi
∗−−−−→

ℓBi ,ℓBj

θi(θ1 + · · · + θm + c− 1)θj − θj(θ1 + · · · + θm + c− 1)θi = 0

ここで,
∗−−−−→

ℓBi ,ℓBj

は, ℓBi , ℓ
B
j を使って簡約することを表す記号である. 交換子は 0 に簡約できるので, 補題 2

より, S 式 S<(0,1)
(ℓBi , ℓ

B
j ) は 0 に簡約できる. Buchberger の判定法より, {ℓB1 , . . . , ℓBm} は <(0,1) について

グレブナー基底である.

次に �D イデアル �IA(m) について, グレブナー基底を導く.

定理 3 (�IA(m) のグレブナー基底)
�D 上の単項式順序 <(0,1)

′ を次のように定義する.

xα1
1 · · ·xαm

m ξβ1

1 · · · ξβm
m <(0,1)

′x
α′

1
1 · · ·xα′

m
m ξ

β′
1

1 · · · ξβ
′
m

m

を下のいづれかが成り立つ時と定義する.

1. β1 + · · · + βm < β′
1 + · · · + β′

m

2. β1 + · · · + βm = β′
1 + · · · + β′

m かつ α1 + · · · + αm > α′
1 + · · · + α′

m

3. β1 + · · · + βm = β′
1 + · · · + β′

m かつ α1 + · · · + αm = α′
1 + · · · + α′

m かつ
xα1
1 · · ·xαm

m ξβ1

1 · · · ξβm
m <′ x

α′
1

1 · · ·xα′
m

m ξ
β′
1

1 · · · ξβ
′
m

m . ここで <′ はあらかじめ設定した適当な項順序, 例
えば辞書式順序などである.

�D イデアル �IA(m) の <(0,1)
′ についてのグレブナー基底は, {ℓA1 , . . . , ℓAm} である.

証明 このような単項式順序 <(0,1)
′ であっても, 補題 2 と同様のことが成り立つ. このことを使い, 定

理を証明する. 元 ℓAi , ℓ
A
j (1 ≤ i < j ≤ m) について, S 式が 0 に簡約できることを示せばよい. 先頭項は

in<(0,1)
′(ℓAi ) = x2

i ξ
2
i , in<(0,1)

′(ℓAj ) = x2
jξ

2
j で, 互いに素であるから補題 2 の類似を使うことができる. 交換

子を計算すれば [ℓAi , ℓ
A
j ] = 0 となる. よって, S 式 S<(0,1)

′(ℓAi , ℓ
A
j ) は 0 に簡約できる. �D の <(0,1)

′ につい
ての Buchberger の判定法 ([2], [7]) より, {ℓA1 , . . . , ℓAm} はグレブナー基底である.

�D イデアル �IC(m) の場合も, �IA(m) と同様の手順でグレブナー基底がわかる.

3

ℓDi · FD = 0 (i = 1, . . . ,m),

ℓDi = xi(1 − xi)∂
2
i + (1 − xi)

∑
k ̸=i,1≤k≤m

xk∂i∂k + (c− (a + bi + 1)xi)∂i − bi
∑

k ̸=i,1≤k≤m

xj∂j − abi.

ℓDij · FD = 0, ℓDij = (xi − xj)∂i∂j − bj∂i + bi∂j (1 ≤ i < j ≤ m).

ここで, ·は微分作用素を関数に作用させることを表す記号, ∂i = ∂
∂xi
は xi についての微分作用素, θi = xi∂i

は xi についての Euler 作用素である.

上で定義した微分作用素の生成する D イデアル

IA(m) = D{ℓAi | i = 1, . . . ,m}, IB(m) = D{ℓBi | i = 1, . . . ,m}, IC(m) = D{ℓCi | i = 1, . . . ,m}

と �D イデアル
�IA(m) = �D{ℓAi | i = 1, . . . ,m}, �IC(m) = �D{ℓCi | i = 1, . . . ,m}.

と R イデアル
ID(m) = R{ℓDi , ℓDjk | i = 1, . . . ,m, 1 ≤ j < k ≤ m}.

を考える. ここでD = C[x1, . . . , xm]⟨∂1, . . . , ∂m⟩は多項式係数微分作用素環, �D = C[[x1, . . . , xm]]⟨∂1, . . . , ∂m⟩
は形式べき級数を係数に持つ微分作用素環, R = C(x1, . . . , xm)⟨∂1, . . . , ∂m⟩ は有理関数係数微分作用素環
である. この各イデアルについて, ある単項式順序, 項順序について, グレブナー基底がわかる. 得られたグ
レブナー基底を使うと, FA, FB , FC の各微分方程式系の特異点集合や, FD の Pfaff 系を計算することがで
きる. ここでは FB の特異点集合と FD の Pfaff 系の計算について述べる.

2 Lauricella 超幾何微分方程式系についてのグレブナー基底
まず FB の微分方程式系に対応する D イデアル IB(m) について, グレブナー基底を導く.

定理 1 (IB(m) のグレブナー基底)

D 上の項順序 <(0,1) を次のように定義する. ここで, ξi は ∂i に対応する可換な変数とする.

xα1
1 · · ·xαm

m ξβ1

1 · · · ξβm
m <(0,1)x

α′
1

1 · · ·xα′
m

m ξ
β′
1

1 · · · ξβ
′
m

m

を下のいづれかが成り立つ時と定義する.

1. β1 + · · · + βm < β′
1 + · · · + β′

m

2. β1 + · · · + βm = β′
1 + · · · + β′

m かつ α1 + · · · + αm < α′
1 + · · · + α′

m

3. β1 + · · · + βm = β′
1 + · · · + β′

m かつ α1 + · · · + αm = α′
1 + · · · + α′

m かつ
xα1
1 · · ·xαm

m ξβ1

1 · · · ξβm
m <′ x

α′
1

1 · · ·xα′
m

m ξ
β′
1

1 · · · ξβ
′
m

m . ここで <′ はあらかじめ設定した適当な項順序, 例
えば辞書式順序などである.

この時, D イデアル IB(m) の <(0,1) についてのグレブナー基底は, {ℓB1 , . . . , ℓBm} である.

これを示すには, Buchberger の判定法を用いて, 各ペアの S 式について 0 に簡約できることを示す必要が
ある. これを簡単に言うため, 次の補題を用いる. この補題は多項式環ではよく知られた補題の微分作用素
環版である.
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定理 4 (�IC(m) のグレブナー基底)
�D イデアル �IC(m) の <(0,1)

′ についてのグレブナー基底は, {ℓC1 , . . . , ℓCm} である.

注意 1

D イデアル IA(m), IC(m), また FD の満たす微分方程式系に対応する D イデアルについて, 項順序 <(0,1)

に関するグレブナー基底は複雑であり, どうなるかはわかっていない.

R イデアル ID(m) についてのグレブナー基底は次のようになる.

定理 5 (ID(m) のグレブナー基底)

R イデアル ID(m) の全次数辞書式順序 < (∂1 > ∂2 > · · · > ∂m) についてのグレブナー基底は,

{pDi , ℓDjk | i = 1, . . . ,m, 1 ≤ j < k ≤ m}

である. ここで,

pDi = xi(1−xi)∂
2
i +


c− (a + bi + 1)xi + (1 − xi)

∑
k ̸=i,1≤k≤m

bkxk

xi − xk


 ∂i−bi

∑
k ̸=i,1≤k≤m

xk(1 − xk)

xi − xk
∂k−abi

であり, この元は ℓDi から ∂i∂k (i ̸= k) を ℓDik (i ̸= k) で簡約して得られる元である.

証明 Buchberger の判定法を用いて示す. すなわち, 各 S 式 S<(pDi , pDj ), S<(pDi , ℓDjk), S<(ℓDij , ℓ
D
kl) が 0

に簡約されることを具体的に計算して示す. 単純計算であるが, 計算は非常に煩雑なものになる. 計算の詳
細は省略する.

3 Lauricella 超幾何関数 FB の特異点集合の計算
[4] では, Lauricella 超幾何関数 FC について特異点集合を計算している. その計算に倣い, 今得られたグ
レブナー基底を使って FB の特異点集合を計算する. 定理 1 より, IB(m) の <(0,1) についてのグレブナー
基底は {ℓB1 , . . . , ℓBm} であった. ここで, 重みベクトル (0,1) = (0, . . . , 0, 1, . . . , 1) ∈ Z2m とおく. すなわち,

xi の重みを 0, ξi の重みを 1 とおいたものである. 微分作用素 P =
∑

α,β∈(Z≥0)m
cα,βx

α∂β ∈ D について,

(0,1) イニシャルフォームとは, 全表象 P (x, ξ) =
∑

α,β∈(Z≥0)m
cα,βx

αξβ ∈ C[x, ξ] の項で (0,1) 重みにつ
いて最大のものたちの和

in(0,1)(P ) =
∑

(0,1)·(α,β) が P (x,ξ) 中で最大

cα,βx
αξβ

である. D イデアル I について, (0,1) イニシャルフォームイデアルとは,

in(0,1)(I) = ⟨in(0,1)(P ) | P ∈ I⟩

なる C[x, ξ]のイデアルである. グレブナー基底の一般論から, (0,1)イニシャルフォームイデアル in(0,1)(IB(m))

の生成元として, in(0,1)(ℓ
B
1 ), . . . , in(0,1)(ℓ

B
m) が得られる. ここで, ℓBi の (0,1) イニシャルフォームは,

in(0,1)(ℓ
B
i ) = xiξi


xi(1 − xi)ξi +

∑
1≤j≤m,j ̸=i

xjξj




である. これを LB
i とおいておく. これより次のことがわかる.

4
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命題 6 (IB(m) の特性多様体)

D イデアル IB(m) の特性多様体は Ch(IB(m)) = V(LB
1 , . . . , L

B
m) である.

D イデアル IB(m) について特異点集合とは,

Sing(IB(m)) = π(Ch(IB(m)) \ {ξ1 = · · · = ξm = 0})

であった. ここで, π : C2m ∋ (x1, . . . , xm, ξ1, . . . , ξm) �→ (x1, . . . , xm) ∈ Cm なる射影である. 今, 特性多様
体 Ch(IB(m)) = V(LB

1 , . . . , L
B
m) と具体的に分かっている.

LB
1 = 0, . . . , LB

m = 0

すなわち,

xiξi = 0 or xi(1 − xi)ξi +
∑

1≤k≤m,k ̸=i

xkξk = 0 (i = 1, . . . ,m) (1)

の解 (x1, . . . , xm, ξ1, . . . , ξm) で (ξ1, . . . , ξm) ̸= (0, . . . , 0) なるものを計算し, それを x 座標だけに射影した
ものが特異点集合になる. 上の式 (1) を εi ∈ {0, 1} を使ってまとめて書けば,

xi(1 − εixi)ξi +
∑

1≤k≤m,k ̸=i

εixkξk = 0 (i = 1, . . . ,m, εi ∈ {0, 1}) (2)

ε = (ε1, . . . , εm) ∈ {0, 1}m を一つ固定する. 上の式 (2) を行列表示すれば,




x1(1 − ε1x1) ε1x2 · · · ε1xm

ε2x1 x2(1 − ε2x2) · · · ε2xm

...
...

εmx1 εmx2 · · · xm(1 − εmxm)







ξ1

ξ2
...

ξm




=




0

0
...

0




上の行列を Aε とおく. 式 (2)が (ξ1, . . . , ξm) ̸= (0, . . . , 0)なる解を持つための必要十分条件は, det(Aε) = 0

である. これは ε を固定した時なので, ε を {0, 1}m 全体を動かせば, 特異点集合の定義方程式が出てくる.∏
ε∈{0,1}m det(Aε) を計算すれば,

∏
ε∈{0,1}m

det(Aε) =x2m

1 · · ·x2m

m

∏
1≤i1≤m

(1 − xi1)
∏

1≤i1<i2≤m

(xi1xi2 − xi1 − xi2) · · ·

(−1)m−1(−x1x2 · · ·xm + x2 · · ·xm + · · · + x1 · · ·xm−1)

となる.

定理 7 (FB の特異点集合)

FB の特異点集合は,

Sing(IB(m)) =V(x1 · · ·xm

∏
1≤i1≤m

(1 − xi1)
∏

1≤i1<i2≤m

(xi1xi2 − xi1 − xi2) · · ·

(x1x2 · · ·xm − x2 · · ·xm − · · · − x1 · · ·xm−1))

で与えられる.

5

定理 4 (�IC(m) のグレブナー基底)
�D イデアル �IC(m) の <(0,1)

′ についてのグレブナー基底は, {ℓC1 , . . . , ℓCm} である.

注意 1

D イデアル IA(m), IC(m), また FD の満たす微分方程式系に対応する D イデアルについて, 項順序 <(0,1)

に関するグレブナー基底は複雑であり, どうなるかはわかっていない.

R イデアル ID(m) についてのグレブナー基底は次のようになる.

定理 5 (ID(m) のグレブナー基底)

R イデアル ID(m) の全次数辞書式順序 < (∂1 > ∂2 > · · · > ∂m) についてのグレブナー基底は,

{pDi , ℓDjk | i = 1, . . . ,m, 1 ≤ j < k ≤ m}

である. ここで,

pDi = xi(1−xi)∂
2
i +


c− (a + bi + 1)xi + (1 − xi)

∑
k ̸=i,1≤k≤m

bkxk

xi − xk


 ∂i−bi

∑
k ̸=i,1≤k≤m

xk(1 − xk)

xi − xk
∂k−abi

であり, この元は ℓDi から ∂i∂k (i ̸= k) を ℓDik (i ̸= k) で簡約して得られる元である.

証明 Buchberger の判定法を用いて示す. すなわち, 各 S 式 S<(pDi , pDj ), S<(pDi , ℓDjk), S<(ℓDij , ℓ
D
kl) が 0

に簡約されることを具体的に計算して示す. 単純計算であるが, 計算は非常に煩雑なものになる. 計算の詳
細は省略する.

3 Lauricella 超幾何関数 FB の特異点集合の計算
[4] では, Lauricella 超幾何関数 FC について特異点集合を計算している. その計算に倣い, 今得られたグ
レブナー基底を使って FB の特異点集合を計算する. 定理 1 より, IB(m) の <(0,1) についてのグレブナー
基底は {ℓB1 , . . . , ℓBm} であった. ここで, 重みベクトル (0,1) = (0, . . . , 0, 1, . . . , 1) ∈ Z2m とおく. すなわち,

xi の重みを 0, ξi の重みを 1 とおいたものである. 微分作用素 P =
∑

α,β∈(Z≥0)m
cα,βx

α∂β ∈ D について,

(0,1) イニシャルフォームとは, 全表象 P (x, ξ) =
∑

α,β∈(Z≥0)m
cα,βx

αξβ ∈ C[x, ξ] の項で (0,1) 重みにつ
いて最大のものたちの和

in(0,1)(P ) =
∑

(0,1)·(α,β) が P (x,ξ) 中で最大

cα,βx
αξβ

である. D イデアル I について, (0,1) イニシャルフォームイデアルとは,

in(0,1)(I) = ⟨in(0,1)(P ) | P ∈ I⟩

なる C[x, ξ]のイデアルである. グレブナー基底の一般論から, (0,1)イニシャルフォームイデアル in(0,1)(IB(m))

の生成元として, in(0,1)(ℓ
B
1 ), . . . , in(0,1)(ℓ

B
m) が得られる. ここで, ℓBi の (0,1) イニシャルフォームは,

in(0,1)(ℓ
B
i ) = xiξi


xi(1 − xi)ξi +

∑
1≤j≤m,j ̸=i

xjξj




である. これを LB
i とおいておく. これより次のことがわかる.
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4 Lauricella 超幾何関数 FD の Pfaff 系の計算
R イデアルが 0 次元イデアルであり, そのグレブナー基底がわかっている時, グレブナー基底を使って,

その微分方程式系の Pfaff 系を計算することが可能である ([1]). 定理 5 より, R イデアル ID(m) は 0 次元
イデアル (standard monomial は 1, ∂1, . . . , ∂m) であり, グレブナー基底がわかっているので, このグレブ
ナー基底から Pfaff 系を計算することができる. 一般に m 変数の場合にわかるが, 簡単のため m = 2 変数
の例を示す.

例 1 (ID(2) の Pfaff 系)

定理 5 より, R イデアル ID(2) のグレブナー基底 G は,

pD1 = x1(1 − x1)∂
2
1 +

(
c− (a + b1 + 1)x1 + (1 − x1)

b2x2

x1 − x2

)
∂1 − b1

x2(1 − x2)

x1 − x2
∂2 − ab1

pD2 = x2(1 − x2)∂
2
2 +

(
c− (a + b2 + 1)x2 − (1 − x2)

b1x1

x1 − x2

)
∂2 + b2

x1(1 − x1)

x1 − x2
∂1 − ab2

ℓD12 = (x1 − x2)∂1∂2 − b2∂1 + b1∂2

である. 各先頭項は,

in<(pD1 ) = ξ21 , in<(pD2 ) = ξ22 , in<(ℓD12) = ξ1ξ2

であり, R/ID(2) の standard monomial は 1, ∂1, ∂2 となる. このことから, Pfaff 系は

∂k




FD

∂1 · FD

∂2 · FD


 =



ak11 ak12 ak13

ak21 ak22 ak23

ak31 ak32 ak33







FD

∂1 · FD

∂2 · FD


 (k = 1, 2)

のような形になることがわかる. ここで akij ∈ C(x1, x2) は有理関数である. 1 行目は自明な関係式であり,

2, 3 行目はそれぞれ ∂k∂1, ∂k∂2 をグレブナー基底 G で割った余りから導かれる. こうして得られる Pfaff

系は次のようになる.

∂1




FD

∂1 · FD

∂2 · FD


 =




0 1 0
ab1

x1(1−x1)
− b2(1−x1)x2+(x1−x2)(c−(a+b1+1)x1)

x1(1−x1)(x1−x2)
b1x2(1−x2)

x1(1−x1)(x1−x2)

0 b2
x1−x2

− b1
x1−x2







FD

∂1 · FD

∂2 · FD




∂2




FD

∂1 · FD

∂2 · FD


 =




0 0 1

0 b2
x1−x2

− b1
x1−x2

ab2
x2(1−x2)

− b2x1(1−x1)
x2(1−x2)(x1−x2)

−−b1(1−x2)x1+(x1−x2)(c−(a+b2+1)x2)
x2(1−x2)(x1−x2)







FD

∂1 · FD

∂2 · FD
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4 Lauricella 超幾何関数 FD の Pfaff 系の計算
R イデアルが 0 次元イデアルであり, そのグレブナー基底がわかっている時, グレブナー基底を使って,

その微分方程式系の Pfaff 系を計算することが可能である ([1]). 定理 5 より, R イデアル ID(m) は 0 次元
イデアル (standard monomial は 1, ∂1, . . . , ∂m) であり, グレブナー基底がわかっているので, このグレブ
ナー基底から Pfaff 系を計算することができる. 一般に m 変数の場合にわかるが, 簡単のため m = 2 変数
の例を示す.

例 1 (ID(2) の Pfaff 系)

定理 5 より, R イデアル ID(2) のグレブナー基底 G は,

pD1 = x1(1 − x1)∂
2
1 +

(
c− (a + b1 + 1)x1 + (1 − x1)

b2x2

x1 − x2

)
∂1 − b1

x2(1 − x2)

x1 − x2
∂2 − ab1

pD2 = x2(1 − x2)∂
2
2 +

(
c− (a + b2 + 1)x2 − (1 − x2)

b1x1

x1 − x2

)
∂2 + b2

x1(1 − x1)

x1 − x2
∂1 − ab2

ℓD12 = (x1 − x2)∂1∂2 − b2∂1 + b1∂2

である. 各先頭項は,

in<(pD1 ) = ξ21 , in<(pD2 ) = ξ22 , in<(ℓD12) = ξ1ξ2

であり, R/ID(2) の standard monomial は 1, ∂1, ∂2 となる. このことから, Pfaff 系は

∂k




FD

∂1 · FD

∂2 · FD


 =



ak11 ak12 ak13

ak21 ak22 ak23

ak31 ak32 ak33







FD

∂1 · FD

∂2 · FD


 (k = 1, 2)

のような形になることがわかる. ここで akij ∈ C(x1, x2) は有理関数である. 1 行目は自明な関係式であり,

2, 3 行目はそれぞれ ∂k∂1, ∂k∂2 をグレブナー基底 G で割った余りから導かれる. こうして得られる Pfaff

系は次のようになる.

∂1




FD

∂1 · FD

∂2 · FD


 =




0 1 0
ab1

x1(1−x1)
− b2(1−x1)x2+(x1−x2)(c−(a+b1+1)x1)

x1(1−x1)(x1−x2)
b1x2(1−x2)

x1(1−x1)(x1−x2)

0 b2
x1−x2

− b1
x1−x2







FD

∂1 · FD

∂2 · FD




∂2




FD

∂1 · FD

∂2 · FD


 =




0 0 1

0 b2
x1−x2

− b1
x1−x2

ab2
x2(1−x2)

− b2x1(1−x1)
x2(1−x2)(x1−x2)

−−b1(1−x2)x1+(x1−x2)(c−(a+b2+1)x2)
x2(1−x2)(x1−x2)







FD

∂1 · FD

∂2 · FD
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