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三角型Ruijsenaars-Schneider模型の先進Green関数

筑波大学大学院数理物質研究科物理 有川晃弘 (ARIKAWA Mitsuhiro)

概 要 Macdonald多項式の性質を用いて三角型Ruijsenaars-Schneider模型の先進Green関数の導

出を行う。他の模型の相関関数との関連についても議論する。

1 はじめに

本研究では三角型Ruijsenaars-Schneider模型の先進Green関数の導出について述べる。Ruijsenaars-
Schneider模型 [1]とは以下のハミルトニアンで与えられる量子多体系である。

HRS =
c2

2
(H+ +H−) (1.1)

ここでH±は以下で与えられる。

H± =
N

∑
j=1

∏
k ̸= j

(
sin(x j − xk ∓ iβ/c)

sin(x j − xk)

)1/2

exp
[
∓ i

c
∂

∂x j

](
sin(x j − xk ± iβ/c)

sin(x j − xk)

)1/2

(1.2)

ここで β ,cは定数。q = e−2/c, t = qβ , z j = e2ix j とすると基底状態の波動関数は ∆を以下のように
定義したとき

∆ = ∏
j ̸=k

∏
n>0

1−qnz j/zk

1−qntz j/zk
(1.3)

∆1/2で表される。さらに正の定数 cは”光速度”のようにみなすことが可能であり c → ∞の極限では

lim
c→∞

(HRS −Nc2) = HS (1.4)

HS = −1
2

N

∑
j=1

(
−i

∂
∂x j

)2

+ ∑
j<k

β (β −1)
sin2(x j − xk)

(1.5)

となって長さ πの周期境界条件を課した r−2型の相互作用をもつ、Sutherland模型 [2]に帰着する。
基底状態は ∆1/2 → ∏ j ̸=k sinβ/2(x j − xk)となる。r−2型の相互作用をもつ可解系の中では Haldane-
Shastry模型 [3, 4]とよばれる S = 1/2スピン格子系

HHS = ∑
i< j

Ji jSi ·S j, (1.6)

ここで Ji j =
(π

L

)2
/sin2 π(i− j)

L (Lは系の長さ)がある。三角型 Ruijsenaars-Schneider模型ではこれま
でに絶対零度での動的密度相関関数 〈0|ρ(x, t)ρ(0,0)|0〉 (ここで |0〉は基底状態を表す),遅延 Green
関数 〈0|ψ†(x, t)ψ(0,0)|0〉が既に求められている [5]。一方”非相対論的”模型である Sutherland模型
については上記の動的相関関に加え [6, 7]、先進Green関数 〈0|ψ(x, t)ψ†(0,0)|0〉が求められている
[8]。Sutherland模型 (β = 2)の固有状態を用いて Haldane-Shastry模型の第 1Brillouin領域の固有
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状態を表せるのでHaldane-Shastry模型の相関関数の表式を (一部であるが)導出することが可能で
ある [9, 10]。以下の形で表されるWeierstrass ℘関数 (ω1 = L, ω2 = iκ , κ は実数)

℘(x) ≡ 1
x2 + ∑

(m,n)̸=(0,0)

[
1

(x−mω1 −nω2)2 −
1

(mω1 +nω2)2

]
は極限として一つは

℘(x)|κ→∞ =
π2

L2

(
1

sin2(πx/L)
− 1

3

)
. (1.7)

となるため、Haldane-Shastry 模型は Ji j → J ×℘(i− j)とした Inozemtsev模型 [11]に一般化され
る。他方、別の極限として(

κ2

4π2 exp
2π
κ

)[
℘(x)− π2

3κ2

]∣∣∣∣
κ→0

= δ1x +δL−1,x, (1.8)

という関係式を満たすことから Inozemtsev模型は最近接相互作用をもつHeisenberg模型とも関係
する。ホール自由度がある場合について r−2型の相互作用のもつ可解系 [12]の動的相関関数の解
析形が求められている [13, 14, 15]。故に r−2型の相互作用をもつ可解系の相関関数の理解は最近
接相互作用をもつ可解模型の相関関数の理解にも役立つと考えられる。

2 本論

まず Ruijsenaars-Schneider模型の固有状態はMacdonald対称多項式 [16]を用いて表される。こ
の多項式を導入するため、いくつかの数学的な準備を行う。
分割数は非増加の非負の整数の列

λ = (λ1,λ2, · · · ,λr, · · ·) (2.1)

を用いて表される (λ1 ≥ λ2 ≥ ·· · ≥ λr ≥ ·· · ≥ 0）。|λ |を以下で定義する。

|λ | = ∑
i

λi (2.2)

半順序 λ ≺ µ は |λ | = |µ|, λ ̸= µ かつ任意の kについて λ1 + · · ·+ λk < µ1 + · · ·+ µk が成り立つ 2
項関係である。

τ jを以下で定義する。

τ j f (· · · ,x j, · · ·) = f (· · · ,qx j, · · ·) (2.3)

このとき、式 (1.2)で導入したH±は相似変換により

∆−1/2H±∆1/2 = t∓
N−1

2

N

∑
j=1

∏
k ̸= j

t±z j − zk

z j − zk
τ±1

j (2.4)

と表せMacdonald演算子 [16]に他ならない。つまりRuijsenaars-Schneider模型の固有状態はMac-
donald 多項式 Pλ (z,q, t)を用いて Pλ (z,q, t)×∆1/2 で表せる。q = t の場合、Macdonald 多項式は
Schur多項式に帰着し、t = qβ ,q → 1では Jack多項式に帰着する。Macdonald多項式は

Pλ = mλ + ∑
µ≺λ

aλ µmµ (2.5)
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の形で表される。ここで mλ は∏ j zλ j
j の対称和である。例えば、3変数でかつ |λ | = 3の場合、

m(3) = z3
1 + z3

2 + z3
3

m(21) = z2
1(z2 + z3)+ z2

2(z3 + z1)+ z2
3(z1 + z2)

m(111) = z1z2z3

である。このときMacdonald多項式は

P(3) = m(3) +
(1− t)(1+q+q2)

1−q2t
m(21) +

(1+q)(1+q+q2)(1− t)2

(1−qt)(1−q2t)
m(13)

P(21) = m(21) +
(1− t)(2+q+ t +2qt)

1−qt2 m(13)

P(13) = m(13)

と表せる。Remarkとして mλ で表すと係数はあまり奇麗でないが Schur多項式で表すとも少なく
とも |λ |が小さいときの係数は奇麗に表せている (Appendix参照)。相関関数のスペクトル強度を
求めるには ∮

|z j|=1

dz1 · · ·dzN

(2πi)Nz1 · · ·zN
Pλ (z̄)Pµ(z)|∆| = δλ µNλ , (2.6)

N

∏
j=1

(z j : q)
(az j : q)

= ∑
λ

cλ Pλ , (2.7)

Pλ (z1, · · · ,zN ,1) = ∑
µ

bλ µPµ(z1, · · · ,zN), (2.8)

のNλ , cλ , bλ µ が必要となる。ここで (a : q)∞ = (1−a)(1−aq)(1−aq2) · · · である。これらNλ , cλ ,
bλ µ は既にMacdonald多項式の性質から既知の量である。
簡単のため β を整数の場合に限る。励起状態は分割数 λ によって表され、先進Green関数に寄
与するのは

• λ = (λ1)

• λ = (λ1 +m,m+β , · · · ,m+β , · · · ,m+1, · · · ,m+1,m, · · · ,m)

の 2つのタイプに限定される。特に前者の場合スペクトル強度Iλ は

Iλ ∝
(qλ1+1 : q)∞(tN−1qλ1+1 : q)∞

(qλ1t : q)∞(tNqλ1+1 : q)∞
(2.9)

と求められる [17]。

3 結論

Macdonald 多項式の性質を用いて三角型 Ruijsenaars-Schneider 模型の絶対零度での先進 Green
関数の導出を行った。選択則として β を整数の場合に終状態は 1個の準粒子励起と 2個の準粒子
励起、β 個の準ホール励起で表せ、1個の準粒子励起の場合のスペクトル強度の具体的な形を与
えた。
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A Macdonald多項式

便宜のため |λ | ≤ 5のMacdonald多項式を Schur多項式で表した表式を与えておく。

P(1) = s(1)

P(2) = s(2) +
q− t

1−qt
s(12)

P(12) = s(12)

P(3) = s(3) +
(1+q)(q− t)

1−q2t
s(21) +

(q− t)(q2 − t)
(1−qt)(1−q2t)

s(13)

P(21) = s(21) +
(q− t)(1+ t)

1−q2t
s(13)

P(13) = s(13)

P(4) = s(4) +
(q− t)(1+q+q2)

1−q3t
s(31) +

q(1+q2)(q− t)(1− t)
(1−q2t)(1−q3t)

s(22)

+
(1+q+q2)(q− t)(q2 − t)

(1−q2t)(1−q3t)
s(212) +

(q− t)(q2 − t)(q3 − t)
(1−qt)(1−q2t)(1−q3t)

s(14)

P(31) = s(31) +
q− t
1−qt

s(22) +
(q− t)(1+q)(1−qt2)

(1−qt)2(1+qt)
s(212) +

(q− t)(q2 − t)(1+ t)
(1−qt)2(1+qt)

s(14)

P(22) = s(22) +
q− t

1−qt
s(212) +

(q− t)(q− t2)
(1−qt)(1−qt2)

s(14)

P(212) = s(212) +
(q− t)(1+ t + t2)

1−qt3 s(14)

P(14) = s(14)

P(5) = s(5) +
(1+q)(1+q2)(q− t)

1−q4t
s(41) +

q(1+q+q2 +q3 +q4)(q− t)(1− t)
(1−q3t)(1−q4t)

s(32)

+
(1+q2)(1+q+q2)(q− t)(q2 − t)

(1−q3t)(1−q4t)
s(312) +

q(1+q+q2 +q3 +q4)(q− t)(q2 − t)(1− t)
(1−q2t)(1−q3t)(1−q4t)

s(221)

+
(1+q)(1+q2)(q− t)(q2 − t)(q3 − t)

(1−q2t)(1−q3t)(1−q4t)
s(213) +

(q− t)(q2 − t)(q3 − t)(q4 − t)
(1−qt)(1−q2t)(1−q3t)(1−q4t)

s(15)

P(41) = s(41) +
(1+q)(q− t)

1−q2t
s(32) +

(1+q+q2)(q− t)(1−qt)(1+qt)
(1−q2t)(1−q3t2)

s(312)

+
(1+q+q2)(q− t)2(1+qt)

(1−q2t)(1−q3t2)
s(221) +

(1+q+q2)(q− t)(q2 − t)(1−qt2)
(1−qt)(1−q2t)(1−q3t2)

s(213)

+
(q− t)(q2 − t)(q3 − t)(1+ t)
(1−qt)(1−q2t)(1−q3t2)

s(15)
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P(32) = s(32) +
q− t

1−qt
s(312) +

(1+q)(q− t)(1−qt2)
(1−qt)2(1+qt)

s(221)

+
(1+q)(q− t)2(1+ t)

(1−qt)2(1+qt)
s(213) +

(q− t)(q2 − t)(1+ t)(q− t2)
(1−qt)2(1+qt)(1−qt2)

s(15)

P(312) = s(312) +
q− t

1−qt
s(221)−

(1+q)(q− t)(1−qt3)
(1−qt)(1−q2t3)

s(213) +
(q− t)(q2 − t)(1+ t + t2)

(1−qt)(1−q2t3)
s(15)

P(221) = s(221) +
(q− t)(1+ t)

1−qt2 s(213) +
(q− t)(q− t2)(1+ t + t2)

(1−qt2)(1−qt3)
s(15)

P(213) = s(213) +
(1+ t)(q− t)(1+ t2)

1−qt4 s(15)

P(15) = s(15)
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