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児玉 裕治 (Yuji KODAMA)
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概　　要

最近の KPII方程式の研究で見出された (3142)-typeの (2,2)-ソリトン解は半無限の二つのソリト

ンを V字型に配置した初期値に対する漸近解を与えるように思われる．本論文はその理論解と数

値解を比較することにより，その予想を確認する．

1 はじめに

Kadomtsev-Petviashvili II(KPII) 方程式 [1]は KdV方程式の弱二次元的拡張であり，KdV方

程式同様，可積分系であり [2, 3] かつ重要な普遍的方程式である．KPII 方程式は浅水波，浅水

内部波，イオン音波などを記述する [4]．Satsuma[5]は N ソリトン解を求めた．Miles[6, 7]は浅

水波ソリトンの二次元相互作用を研究し，2-ソリトン解が常に regular とは限らないこと，また，

regularと singularの境界でソリトンの共鳴相互作用が生じることを発見した．このときMilesが

解析したのは本質的に KPII方程式である．ただし，ある速度で走る系において定常な解のみを考

察した．さらに Miles はこれを当時実験的に知られていた浅水波ソリトンの Mach 反射を理論的

に説明するために利用した．これに関連して，数値シミュレーション [8, 9]や実験 [10, 11]が行わ

れ，ソリトン共鳴は確認された．

しかし，その後，KPII方程式のソリトンについての具体的な解析はあまり行われなかった．と

くに初期値問題については KdV方程式についてはよく分かっているが，KPII方程式については

ほとんど何もわかっていない．

しかし，最近になって KPII方程式におけるソリトンの相互作用を表す解の研究が集中的に行わ

れ，解の理解や分類が進んだ [12, 13, 14, 15, 16, 17]．ここでは，とくにこのような研究で得られ

た (3142)-typeの (2,2)-ソリトン解に注目し，その性質や V字型初期値に対する数値解との関係を

調べる．

2 KPII方程式のソリトン解の新理論

KPII方程式を次の形で考える．
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によって，τ -関数を導入する．Wronski行列式で与えられる次の τ -関数

τ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1 f2 · · · fN

f ′1 f ′2 · · · f ′N
...

...
...

...
f
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2 · · · f

(N−1)
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , f (j)
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∂jfn

∂xj
(3)

は f1, f2, · · · , fN が線形系
∂f

∂y
=
∂2f

∂x2
,
∂f

∂t
= −∂

3f

∂x3
(4)

の一次独立な解であるとき，(2)を通じて KPII方程式 (1)の解を与える [18].

(4)を満たす簡単な例として

eθj , θj = kjx+ k2
j y − k3

j t+ θj0 (5)

の一次結合がある．ここで，kj , θj0 は定数である．

N = 1, f1＝ eθi + eθj , (ki < kj)としよう．このとき，

τ = f1＝ eθi + eθj . (6)

phase θi を持つ項あるいは phase θj を持つ項のいずれかが卓越する領域では u ' 0 であって，

line: θi = θj に沿って line soliton

u＝
1
2
(kj − ki)2sech2 1

2
(θj − θi) (7)

がある．これを [i,j]-ソリトンと呼ぼう．このソリトンの振幅を α[i, j], 傾き dx/dy を β[i, j] とす

[i, j]

(θi) (θj)

n[i, j]

図 1 [i,j]-ソリトン

ると

α[i, j] =
1
2
(kj − ki)2, β[i, j] :=

dx

dy
= −(ki + kj) (8)

である．後者はソリトンの伝播方向の傾き γ[i, j]で言えば

γ[i, j] = ki + kj (9)

である．
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N = 2で，f1, f2 が
f1 = a11e

θ1 + a12e
θ2 + a13e

θ3 + a14e
θ4

f2 = a21e
θ1 + a22e

θ2 + a23e
θ3 + a24e

θ4

(10)

で与えられるとしよう．ここで，θj は (5) であって，

k1 < k2 < k3 < k4 (11)

と仮定する．このとき

τ =

∣∣∣∣∣f1 f2

f ′1 f ′2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣f1 f ′1
f2 f ′2

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∑4

j=1 a1je
θj

∑4
j=1 kja1je

θj∑4
j=1 a2je

θj
∑4

j=1 kja2je
θj

∣∣∣∣∣ = det(AV ), (12)

ここで，Aは (10)の係数行列で

A =
(
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

)
, V =


eθ1 k1e

θ1

eθ2 k2e
θ2

eθ3 k3e
θ3

eθ4 k4e
θ4

 (13)

である．従って，行列の積の行列式に関する Binet-Cauchyの公式により

τ =
∑

1≤r<s≤4

(ks − kr)A(r, s) exp(θr + θs) (14)

となる．ここで，A(r, s)は Aの第 r 列と第 s列からなる 2 × 2小行列式である．uが singularで

ないためには，これらの小行列式は非負である必要がある．

一般に，この τ 関数が生じる解は y → −∞ で漸近形として２つのソリトンをもち，y → +∞
で漸近形としてやはり２つのソリトンをもつ [12, 14]．それゆえ，この解は (2, 2)-ソリトンと呼ば

れる．

図 2 7個の (2, 2)-ソリトンのタイプに対応する open chordダイアグラム

(2, 2)-ソリトンは 7つの異なるタイプに分類されることが示された [17]．さらに y → ±∞ でど

のようなソリトンが現れるかは置換 π = (π(1), π(2), π(3), π(4))と関係している [17]．24個の置
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換の中，すべての要素が異なる要素にうつるような置換（derangementと呼ばれる）が 9個ある．

また，π(i) > iであるような iを π の excedanceという．2個の excedanceをもつ derangement

は 7個であり，その 7個が異なる (2, 2)-ソリトンのタイプに対応する．

　 2個の excedanceを i, j とするとき =⇒ [i, π(i)], [j, π(j)] : y → +∞ でのソリトン

　それ以外を k, `とすると =⇒ [π(k), k], [π(`), `] : y → −∞ でのソリトン

となる．これは図 2の open chordダイアグラムで示される．

T-typeの τ 関数は 6個の指数関数項からなり，中央の 4個の τ 関数は 5個の指数関数項からな

り，O-type，P-typeの τ 関数は 4個の指数関数項からなる．O-type，P-type，T-typeは y → ±∞
で同じ振幅と方向をもつ漸近的ソリトンが現れるので，elasticと言われることがある．中央の 4個

は，y → +∞での漸近的ソリトンと y → −∞での漸近的ソリトンが異なる．これらは inelastic

と言われることがある．

O-typeの 2-ソリトン解，P-typeの 2-ソリトン解は従来の 2-ソリトン解であり，T-typeの 2-ソ

リトン解は従来の 2-ソリトン解が singularである領域（S-領域と呼ぼう）で存在する（regularで

ある）[16]．O-type, P-typeの解は（適当な並進座標系において）定常な解であるが，他はすべて

非定常な解である．これらの非定常解は最近見出された新しい解である．

3 (3142)-typeの (2,2)-ソリトン解

(3142)-typeの (2,2)-ソリトン解について少し詳しく述べる．これは図 2の下段中央のコード図

の場合である．y → +∞で，[1,3], [3,4]-ソリトンが，y → −∞で，[1,2], [2,4]-ソリトンが現れる．

係数行列 Aは

A =
(

1 a 0 −c
0 0 1 b

)
,

で与えられる．ここで，a, b, c > 0は自由なパラメーター．A(1, 2) = 0である．τ 関数はこれに対

応する項を除く 5個の指数関数項からなる．τ 関数は

τ = (k3 − k1)eθ1+θ3 + (k4 − k1)beθ1+θ4

+(k3 − k2)aeθ2+θ3 + (k4 − k2)abeθ2+θ4 + (k4 − k3)ceθ3+θ4 (15)

で与えられる．y 軸に関して対称な場合の一例を図 3に示す．また， 図 4に t > 0の場合の平面
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図 3 (3142)-type (2,2)-ソリトン解．k1 = −7/4, k2 = −1/4, k3 = 1/4, k4 = 7/4, a =

4, b = 4/7, c = 4/3. 左：t = 0，中央：t = 10，右：t = 20．

模式図を示す．この解では [1,4]-ソリトン（stemと呼ぼう）が生成され，成長していく．
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図 4 (3142)-type (2,2)-ソリトン解の平面模式図．t > 0に対応．

図 3のように [1,3]-ソリトンと [2,4]-ソリトンの振幅が等しく（以下では α = 2とする），方向が

y 軸に関して対称としよう．すなわち

α[1, 3] = α[2, 4] = 2, −γ[1, 3] = γ[2, 4] =: γ. (16)

このとき，
k3 − k1 = 2, k1 + k3 = −γ,

k4 − k2 = 2, k2 + k4 = γ.
(17)

従って
k1 = −1 − γ

2
, k2 = −1 +

γ

2
, k3 = 1 − γ

2
, k4 = 1 +

γ

2
. (18)

この場合，k1 < k2 < k3 < k4 の条件は
γ < 2 (19)

となる．これは実は (3142)-type (2,2)-ソリトン解は（少なくとも今考えているような対称的な場

合には）[1,3]-ソリトンと [2,4]-ソリトンからなる従来の 2-ソリトン解が singularであるような領

域（S-領域）において regularな解として存在するということを意味する．

さらに，対称な (3142)解は次の性質をもつ：

(i) 図 4の２つの相互作用点ではソリトン共鳴が起こっている．

(ii) (19)によって，α[1, 2] = (k2 − k1)2/2 = γ2/2 < 2，α[3, 4] = (k4 − k3)2/2 = γ2/2 < 2が

成り立つ．つまり，図 4 の左側 2 つのソリトンの振幅は右側 2つのソリトンの振幅より小

さい．

(iii) (18)から，γ[1, 2] = k1 + k2 = −2，γ[3, 4] = k3 + k4 = 2が成り立つ．すなわち，図 4の

左側 2つのソリトンの傾きは右側 2つのソリトンの傾きには無関係で，それらの振幅 α＝ 2

のみに依存する．また，その値は (19)の右辺と一致する．

これらの性質は Miles[7]が浅水波ソリトンの Mach反射に対する漸近解を作った際に見出した性

質そのものである．Milesは定常的な解しか扱っていないので，(3142)-typeの解とは異なる．し

かし，Milesの解は (3142)-typeの解の漸近形になっている．
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4 数値計算との比較

われわれはいくつかのモデル方程式でソリトンの二次元相互作用について調べてきた [19, 20,

21, 22]. それらのモデル方程式は一次元の可積分方程式を弱二次元化したもので，二次元化する

ことで可積分性が失われるようなものであった．従って，数値計算によって相互作用の性質を調べ

た．その際，図 5に示すような V字型の初期値を用いた．

x

y
A

B

C

P Qψi

図 5 V字型初期値の平面模式図．AB, ACが初期に対称に配置された振幅の等しいたソリトン．
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図 6 V 字型初期値 (α = 2, γ = 1.5) からの数値解と (3142)-type (2,2)-ソリトン解の比較．

t = 10および t = 20．それぞれ左側が数値解，右側が理論解

初期値の V 字から (18) のようにパラメーター k1, k2, k3, k4 が決まる．図 6 は図 3 と同じパ

ラメーターの場合の t = 10 および t = 20 における数値解と (3141)-解を比較したものである．

a = 4, b = 4/7, c = 4/3 は t = 0 で 4 つのソリトンに phase shift がないように定めた．t = 10

ではまだ [3,4],[1,2]-ソリトンに近づいていくであろう後方にできた波はまだ十分に成長していない

が，t = 20では十分に成長している．また，stemも延びている．数値計算のパターンと理論のパ

ターンは良く一致している．

図 7 は c = 1.5 の場合の数値計算における stem の振幅の時間発展を示している．この場合の

stemの振幅の理論値は α[1, 4] = (2 + γ)2/2 = 6.125であるが，数値結果は t = 7くらいでこの値

に達している．また，stemの波形や後方の現れるソリトンの波形も理論値とぴったり一致する．
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図 7 V字型初期値 (α = 2, γ = 1.5，左側)からの数値解における stemの振幅の時間発展．
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図 8 V字型初期値からの数値解における stemの長さの時間発展．α = 2, γ = 1.5（上側）お

よび γ = 1.898（下側）.

図 8は γ = 1.5と γ = 1.898の場合の stemの長さを数値計算と理論で比較したものである．破

線は理論値であるが，理論値は (2 − γ)tで与えられる．両者は良く一致しているが，γ = 1.5に対

しては phaseがずれている．

他の γ の値についても良い一致が得られている．γ > 2に対しては理論解としては O-type（等

角反射に相当する解である）になる．これらの計算は V 字初期値の漸近解が (3142) 解あるいは

O-typeで与えられることを示唆する．ここでは対称な場合を扱ったが，非対称な場合についても

ほぼ同じことが言える．これについては本報告集の辻等の論文をご覧頂きたい．
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