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ベ ク トル 時 系 列 の 解 析 法

小 河 原 正 巳

中央氣象台 氣象研究所

昭和23年10月 敷學會年會講誠
昭和24年5月14日 受 理

縮 輪

たとえば天氣漂報の際に或地点 における氣玉X1(t)

を外挿する場合に,こ れを1次 元の時系列として外挿

したのでは高い精烹の豫想は団難てあつて,こ れに關

蓮 をもつ他の因子X2(t),… ・,.Xk(t)を 同時に考え,

Xi(t)を]・ つのベクトルの1成 分として外挿すること

によつて預想の梼夷を改善することができる。以下に

このような場合の解折まを先ず基礎になる定理から述

ぺ ようと思 う。'

π次元の定常確率過程の理論はH.Cram6r1),J.L.

DoobO)そ の他3)に よつて研究されているが,時 系列

解析のためには相闘行列函数 自體による解析法 が必要

であつて.そ れは1次 元の場合におけるH.Wold4)の

方 法が形式的には殆んどそのま・披張される部分が多

い6二 ＼

を定常ぺ

ク トn確 掌 系 列 とす る 。E{・Ya(t)1=O,E{Xat(t)}

sx1.(Ct=1,・ ・,k)と して 一 殺 性 を失 わ な い 。 「

とすぢとき,行 列P.=(ρ 享β)をX(t)の 鼻己相關行
'

列 とい う。ρぎ=ρ 聖 は明か。 よく知 られているよう

に(ρfβ)はx¢)の スベク トル行列函鋲(P。P④)

に より.

と表 わ され ・(F・ β④)=(瑠 ④)+(鴫 ④)・

(瑠 ④ は逆 独 致 ・碑(2)は 階 最 磁)な るL・be-

sgueの 分 潔 に封 奮 して(ρ ξ')=(ρ1})aP)+(ρ9α β),

X(t)=・ry(i)(t)+X¢)(t)と 分 解 され る 。Xc)(の の 成

分 はSLutskyの.8r遇 程 に おい て 特 に 亡か監 飲 健 をと

る もの で あつ て ・ この よう なX(2)(t)を βf確率 系 列

ノ

とよよことにしよう。

一般にベクトルXとYの 相瀦係冴ば

で 定義 され る。5)こsにXノ はXの 轄 置 行列,k,1は

それぞ れX,「 の(本 質 的)弐 元 教 で あ る 。0で ない 任

意 のrに対しX(t)とX(t-r)と が佃i相闘 の と きM〈t》

は無 自己 相 關 で あ る とい う。 ρ(X(t),X(t一 τ))=0な

るた め の必 要 十 分 條 件 は ρfP.・O(α,β=1,2,・ ・Jlで

あ る 。任 意 のSとtに つ きX(S)とY(t)力 嘩 相 聞

の と き確 享 系 列{X④}と{Y④}は 無 帽關 で あ る と

v、つo・._-L、

特異碗率系列

あ る常 敷 行 列A(1>,A(1》)・ … に対し 一

X(t)+A(1)X(t-1)+・ …+A(h)X(t一 ん)=0,

t=O・ 士1・ 土2・く… ・A(A)=t・O'ん ≦ 。。
,(tt・1)

な る と きX(t)は 位 敦hの 特 異 確 率系 列 とい う 。各

成 分Xa(t)が 位ethaの 特 異 確 午 系 列 な ら,X〈t)ぱ

位 鼓mユx(ha>の 特 異 系 列 で あ る。

定 理 、1、定 常 な特 異 硅 率系 列 は 一般 に時 聞 に弊 開 係

な確 奪 斐 脚)と βゴ確率 系 列 と の 和 で あ り,Br確 奉

系 列 は定 鴬 な特 異 確 ‡ 添 列 で あ る 。 ・

証明hく 。。の と きは定 差 方 程 式(L・.1)を 解 き定 常

性 の條 件 を考 慮 す れ ば定 理 の前 牛 を得 ろ。孔=。 。の と

きは(2・1)の 最 初 りn項 ま で とつ た方4式 の 解 を

Xい)(t)と す れ ばX(t)=11mst.X'Ct)(t)か 存在 し.こ

れ が(`Z・1)を 請 足 す るB.一確率 系 列 な ろ こ とか誼 明 さ

れ る。 後 孚 は 各 成 分 につ い て 置 四 す 才しば エい 。 印 ち

Xa(り の,t項 まで の部 分 和 が満足 す ろ定 差訪 程 式 を

作 り 犯→ 。。 とす る 。`

系1.1.X(t)が 位救 んO)特 異 系列 な ら,そ の 各



1成分 も特 異 系 列 で そ の位 数 はhk-1を 超 え たい 。

証明(2・1)の 左 邊 をL(t)と お き,L(t--r)=C

〈r=O,1,・ …,(k--1)h)一 の うちのjil(K-1)h+1fl

,の 方程 式 か らXa(t-r)(ec=2,3,・ ・,k,τ=0,1,・ ・

五恥 を潰 去 すれ ば よい 。

系1.2.定 常 な 特異 確 率 系 列 の 自己 相闘 行 列P・l

Br系 列 で あ る 。從 つ てP・ →0,(r→ 。。)

霞 明(2・1)の 爾 邊 に右 か らX,gt一 τ)を か けてz

均 を とれ ば

これは弐のようにして証明 される。

となるか ら.こ れの解はBr系 列である。

一 特異確率系列の成分の間には相關はない。從つてそ

の自己相關行列は封角行列となる。 しかし特異確率系

列の分散行列と自己相關行列に対して はエルゴー ド定

理 は成立 しないか らその標本たる特異時系列(特 異確

「率系列は最初若干個の箕現値が分ればあとは決定論的

に定まる,そ れが特異時系列である)に 封 じては各成

分の間の時間平均譜 ∫1・鋤 脚 棚 係数は

0で ない こ とが あ る。(積 分 を和 に して も同 巖 〉實 際

x、(t)=ΣCsc。s(1`t-v`),x2(t)二 Σd!c。s(Pt、t-一・ψδ

(Ct,或,ψbψ'は 常 鼓)と あれ ば,そ の時 間 亭 均 に よる

相 藩琵{系」敦}ま 、 一 、

但 しi",ゴ"はZ,.==jLtJ,`=Vu(U=1,2,… 。)な る如 き

番 號 で ある 。 た とえ ば地 球")自 韓 や公 韓 に關 係 した現

象 には この よ うな 相 關 が現 わ れ る 。,

分篤定 理

定 理2.定 常 ベ ク トル 確 ‡系 列X(t)ぱ 次 の よ

に 一意 的 に分 解 され る 。 一

、X(t)=巡1)(t)ーMY〈2)④(3.1)

こ ゝに{1慕1)(t)},{・ 昭2)(t)}は 李 均 値0のi晦 租 闘 なF

寧 系 列 で

霞明(3・5)は 最 小自莱宍により直ちに導かれ,從

っで

と表 わ さ塾 る 。 こ ゝにY(の は錠 自己 相 麗 な定 常 確 零

茎 列 で ・x(t-r)(・=・ ・2・… ・)と も塒 鵬 で あ る.
ti)M!)(の は特畏確掌系列(不 逆ヨスベク トル行

列函数 をもつものゴで

故 に(3,6)を 得 る。弐 にX¢ 一葛)の 代 りにZ(・)kt)

を用 い,最 小 自葉 、去1こよ り"



右 遜 括 弧 内 は正 値 二 次 形 式 で あ る か ら

hmE{(yfd`)(t))・}=κ 乞≧ つ.こ れ よ りY(・)(t)のlif

敷 が 出 る 。.

第3段Ykt)はXLt-e)(τ=1,2,… ・)と 無1

闘 で あ り,從 つ てZ(`)(t),(t=1,2,… ・)と も鱗1

關 で あ る 。

証明(3.8)を侠 えばE【Ya,i)(りXβ(t--r)}=O,

oetβ=1,2,・ …,k,r=1,2,… ・,n.噂

故 に 」9{Y・㈹」てβ(ε一・)トlimE【Pt。")④ ・IYp(ε一・)}=0

四

証明(3.8)とP(n)が 謝 再な る こ とか ら

第5段Y(t)は 無 自己相闘である。

第δ段 最小自柔法により

故に 耶 り⑨W¢ や1`丸(τ →..～・ 從匁

ρ(x(1)(t),x(乳)(ε 一r))■→o,(τ → ◎o)●故}こ 」ヒ1(1)(t)薯丈

不 連 籔 スベクトル を持 た ない 。(帥 ち蓮 翫 ス ベ ク トル だ

け を もつ)。 、'

第9段 巡2)(t)は 特 異 確 率 系 列 で あ る 。証明

計d疑 にE{・Y/X}をliMI:と か け ば,第2愛

に よ り,任 意 の ε>0に対しnを 十 分大 き く逢 び.

ACI)・A(t》,''"・A① を適 當 に と れ ば



(γ野→0,r→ 。・)。1箕る成分の間のコレログラム γ竃β

に減喪 しない周嬉まが現われるときは,そ れはXa(t)

とXβ ④ とに共通な周厨である。(§2を 二隅}。讐ン

成分の分隷は各戚守についてベ リオ ドグラムの方法に
ー

'
よ る 。

(1)系 列相 甥 庁列 がRr=(7fP)→0(r→ 。。)旦 し

Re幸0(τ 〉 τO)な る と きは 母 寿実璽 系 列 と して

X④+A(1)X(t-1)+・ …+A(h)X(t-h)=玖 ε)

(置明絡)

が與えられたとき,こ れを定常化するには各成分につ

いて行えばよい。7)但 しこ・に定常時系列とは定常確

率系列の原本と考えられる時系列を械う。定常化され

た時系列に含まれる特異成分(ベクトル 概周厚函 惑0

を橡出するには各歳分のコレログラムによる。r

餅 實關 、系戴るこよう5十掃 「方式,£"Jえ ぱ
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§1・ まえがき 編集子か ら,急 いで何か書 くよう

にと頼 まれたので.ち ょうど手許にあった1つ の例題

を述べて,ご 参考に供 し,ま たご教示を得ることとし

たい◎問題はある製品の扱取検査 である。検査 された

品物は良品と不良品とに分けられる(い わゆる`属 性

試轍")。 いままでの盤験によると,仕 切の不良 率は

10%ぐ らいが普通であり,と きたま30%ぐ らいのも

の も出るとい う。そ して30%以 上の不良率 をもつ仕

切は坂引きしたくないのだそうである。ところで現在

この品物の強査,よ1重 の2回 扱取餓査方式 を用いて行

うことになつている。これを新 しい逐次裁取強査方式

に改めるにば どうすればよいか?そ れがわれわれに

與 えられた問題 である。

一§2・ 現行の穣査方式 現行の方式は大體 次ぎの通

りである,一(1)ま ず5個 を抜 き取つて試験 し二それ

が全部良贔ならば仕切を合格とする。(2)い まの5個

のうちに不良品があれば,さ らに30個 を援 き坂つて

試験する。その30個7)う ちめ不臭品が1個 以下なら

ば仕切を合格とする。(3)い まのSO個 のなかの不臭

品が2個 以上あれば,全 餓 査 を行 フ。

検査中に発見 された不臭品の庭ユについては明確な

記述がないが、多分すべて良品ととりかえるのであろ

う。そして仕切は詰局つねに拝採 されるので,本 來ノ)

意昧での生濠者危険 ば0て あるといわねi±'ならない。

潰費者危険 というものも,本来ル)窟昧では考えにくい。

しか し;も しも全敏髄 を受けることな く探揮 される

確率Lpを 仕切不良率pに対して 置竜するならぽ,

それはある意昧において桧査方式の管性 を表わすもの

と見 られよう。(こ の曲涙を``OC曲 訣'と 呼ほう。》

われわれの場合,Lp=(1--p)5+{1-(1-p)s}

{(1-P)so十SOP(1ap}29}で,OC曲 レ豪は第2圃 の74

録7)よ うになる。ここで注意すぺ きは・Pl=O・10に 身


