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いない。

媒質 に境界 が存在 する場 合は,買 際 には亟め

て重 要 てあ る。 これ もまた,,通 常一 捺なマル コ

フ過 程 とい う範囹 に入 らなV・。エiiiル ギ ー,時

閉,を 問題にせ ず,且 つ1を 一定 とみな して,

位 置 と方 向分布 だけ を取扱 う問題は,Mエ1Deの

'問 題 と しざ 知 られ,半 無限 の場合 にはHopf,

Wmer二Hopfの 美 しv・理論があ り,e)そ の 他の

場合に も,興 味 ある結果か最近 得 られ てい る.竃o)

また ∫エ ネルギ ーと位置 との分布は,§5bに ふ

れた`eagethe。ry,'の 型 の取 扱いがか な り

に進め られてい る♂).,

この 種 の問 題の完全 な解 決は一 般に甚 だ困難

であ るが,鑑 學的 に も輿味 ある問題 を含 んでい

るのでは ないか と筆 ぎは考 えるの てあ る。籔粟

者 か らの御助言 をいた コければ非常 に幸"で あ

る。 なお,こ ゝに論 じた ような問題は じば しば

意外 な ところに類題 をもつてい る。 その ような

場合,相 當 に複維で も,分 布の低吹 の能 率 くら

ひは こ ∫の方法に よつて容易に求 められ るこ と

に重 ねて注意 してお こ う。
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一 確率分布函数別の牧黛性,そ の極限分布の性

質等について論ずるのが本稿の目的であるが,

FOurier解 析の方法て統一的に議論する。筆者

は前に μフー リェ解桁と確率論,'(中 文館獲行,

1947)で 同様な問題 を論 じたが,そ の後得られ

た結果について述ぺようと思 う。魚返氏の助言

があ り,叉 大部分の結果は宇田川氏と筆岩 との

協同研究`こよるものである。§1て は,単調 函

数列又は分布函敦列の牧黛臣について論ずる。

分布函数 列に關しては,P。L6vyの 連演定理

が中心的 な役割 をすることはよく知 られている

が,これに關 して色 々の注意 をあたえる。§5で

は §1に おける定理の磨用 として,一 二の既

知定理の別詮 を示す。両 §3て特性函数の4均

値 皿{∫}(∫:特 性函数,皿(∫)一 螂 毒

1'..f(t)d}})に關す㌫ 環 示 し・縄
用 を論ずるo特 に変数 の和の極限分布の蓮捜性

を研究する。量後に §4に おいて弱い音味での

純粋定理の証明 を行う。,一



h§T
・ 皐調函数列或 いは分布函数列の孜敏

Fn(x)を.単調 埆加函数 としそのFovrier-

Stieltjes蔓 換 を であるから

とお くoな おFx(x)の 不 蓮 絞點 で(t

と規約 する。先ず次の定理 を示 そう。 これはS.

EoChnerに 負 う。 こゝの誼明 は魚返氏に よつ

て筆者 に示 され た ものであ る。 ・

.定 理1・F需(x)の 全隻分が一様 に有界で,

釦 ち ・ 嚇

故 に(1.7),(1.3)及U'〈1.9)よ り

こ ゝ でA.)o。 と して

で,そ のFourier-Stieljs変換 ∫n(t)が ∫(t)

に殆 ん どナベでの`で収斂 ナ るとす る。そ うナ

ると 一

'(i>F
n(x)-Fn(O)は 一 つの輩調塘加函数

〕「(X)に収斂 す る。F(X)も 有 界饗分で.

南邊 をごで微分すると,右 邊の徴係数は

が殆んどすべての 毒で成立する。なお

が成立する。

謎明.こ の護明は魚返氏によつてあたえられ

たo(1.1)の 爾遼 を族分して

今 あた え られ た 任 童の正数 ε に対して 五≧

Dt72eと え らぶ 。Helleyの 選 撰定理 によ り{F,κ

③}な る部分列 が存在 して,Ft,κ(X)→F(X)

(すべ ての 諾で)が 成 立 し,(こ のよ うな単調 増

力函 数F(x)が あ る)又

一これか ら反轄公式(1・5)の 成 立す ることは通常

の成書にあ る通 り護 明 され る(洌 えば筆者著7

Pリ エ解 析 と確率 鏡 §13。EPちF(x)は!④

か ら一意に定 まる。今F,.(X)か ら任童の象列

をぬ きだ して も,適 當な部分列F。 κ'(X)を そ

の中か ら選んでFxκ'(x)-Frπ'(0)→F(x)と

・す ることがで きる
。 よつて(i>が 示 された。

(1ご4,(45)の 皮立 すること も上 の証明 に含 ま

れてい る。

上 に掲 げた設明 と同綜にL6ゾy蓮 置葡 ユ を少

し披張 され た形 て示 すことがで きる。

F"(x)を 分 †=コ款 とす る。 こ のFOur{er-

Stieltjes… こf'tin〈t)は 手寺t圭1≡]二こ、といイっrLるo

定 理2.分 布 函敦Fハ(x)の 特 性醜 ∫,、kt)

がn→oσ の とき,一 つの函数 八の に殆 ん とす

べ ての6で 牧惣 し,こ の ∫① はt=0で 達 議で



∫LO)=1で あ るとナる。そ うす るとFn(x)は

一 つの分数 函数F(x)に収斂 する。 且つ ∫④

はF(x)の 特 性 函数に恒等的に等 しい。

護明.定 理1か らFn(x)→F(x)で

(殆んどすべてのtで)

有限区間でF(x)の 特性函数(ノ ① に殆んど

すへての點で等 しい)に 一糠に収斂 ナる。

証明・假定から17ゆ κ④1が 正測麦の某 合で

1無限乗績 として牧激する。即ちその極限か0で

ない。故に正測度の集合Eで

な る単調 増加函数F(X)が あ る。而 も一一ttであ

る。吾 々はF(+。 。)-F← 。。)=1の 成 立 す る

こ と を証明 すれば よい。'∫

tm→0な る数列 をと り,而 もt=tmで(1.16)

が成 立 す るとする。

.娠 →0と す ると左邊 はAo)に収斂 し,假 定

か らこの 値は1に 等 しい。故 に.

更に定理1か ら

が殆んどすべ てのtで 成立 す るよ うな輩調 壇加

函 数Gn(x)が 存 在す る。(1.ユ2)がn=1,2,・

で成立 ず る如 き集 合 も(一 。。,。。)か ら0測 定

の集合 を除 いた集合 であ る。今 この集合に罵 し,

且 つEの 一點toを と る。(■11)か ら 任 意

の8(>0)に対してnoが 存 在す る。

帥 ち1(+。 。)-F(一 。。)=寿L故 に吾kの 定理

が証明 され た。.。

砺(τ)を 分布函数 とし,そ の結合函数 を

σ1(x)wσ:(x)n._骨 σn(x)=Fn(X)と す る。

an(X)の 特 性函 数 を9n(の とす るとrn(X)の

特 性函数 は 侮 ④ ・%④ … ・伽 ④=み ④ であ

る。上 の定理 からム ① が殆ん どすぺての點 で

∫(の に牧飯 し,∫(の が`・ミ9で 蓮接 で 八 〇)=1

な らば,」 臨(X)が 一 つの分 布函数F④ に牧

飯 す るが,實 は吾 六の場合 には ∫(の に關 す る

僚 件は不 必要 である こ蜜 を示 そ う。

定理3.-fn(tJ=S7、(の ・%④9n④ がn→ 。。

の とき,殆 ん どすべてのt「 ζ一つの函i致∫④ に

牧 鍛 し,∫(t)は 殆 ん どすべての點 では0で ない

とナ る。(正 則度 のtの 集合で0で ない とす る)

そ うす ると σ譜 σ2".・・'"σn=Fnはib→ 。。

の とき一つ の分布2…数F(x)に収斂 す る。從 つ

て(L6vy蓮 絞定理 から)賓 はfn(の は 任慧の

とす ることがで きる。

が殆んどすべての`で 成立する如 き輩調増加函

数G(x>が 定理1か ら存在する。他方

半Fn。(B)≧1一 ε なる如 くBを と りxを

A十Bよ り大 とす ると



故 にx→QOと してG(十 〇。)>1-3ε.ε は 任 意

で あ る か らCt(+。 。)=1.

又'・

は匡等的に0か 又は1で ある。'

この定理はこれと局等な事實 をP.L6vyが

証明し,筆 者がこの形て誰明 をあたえた。後少

し簡単な設明を194S年5月 の数學意剖壽で示

したが,更 に簡単 な護明 を本節であたえよう。

でこの右邊 の第2,3項 は

であるから(2・3ル の0(ん)の 定 義 されることは

明 らかである。 こゝに ム(`)は&の 特匪函数

であ る。今 .'

これか らG(一 。。)==O.故 に σ(x)は 一 つ の分

布 醗 である・よつて轡(t)一 ノ(t)は殆んど

すべての駄で分布函数 σ(の の特性函数に等 し

セ㌔ 自1ち定理2か ら吾々の定理が得 られる。

一二の既知定理の別詮

前節の定理 を磨用 して,就 知定理の簡翠な別

詮 をあたえる。今確率変数2ヒ の特性函数 を

∫(の とするとき'二'、

をXの平 均濃度函数 とい う。(もつと一般な核

を用いてもよい。例えば國澤清典:確率 論にお

ける極限定理(中 文館発行,1949)参 照)こ ゝで

は何れ をとつて考えても同じであるから 〔2.1)

を用いて議論する。次の定理はよく知られてい

るo(筆 者,フ ーリエ解析 と確率論参坦)

定理4.{rn}を独立 な確率変数とし,

とすると無限乗 穣の性 買から α④ の値は各々

のtに ついて1か0で ある。定理1に より(注

意参雁)、

が殆ん どすぺての`に対して 成立 するような輩

調増加函数Gn(x),G(x)が 存 在 する。(2.3)

に よ り ・、.一

もしDe(t)が 殆んどすべての黙で0な らば》明

らかに0④ は恒等的に0に 等 しい。叉正測麦

の集 合Eが あつてtcEで α④=1と すると

ちε亙 で ・

なtoが あ り,α(ら)=1か ら



函救で が正測変の集合 で成

立 す るか らG(x)は単位 分布函 数 とな り恒 等的

に1に なる。帥 ちCt(t>は 殆ん どすべ てのtに

対して1と な り從 つて σ(ん)=1が 恒 等的 に成

立す るo◎ ・ 、
● 定 理5

.定 理4で σ(ん)=1の と きは適當な

1常数a
nを とつて Σ(ヱ れ・一απ)を 法演1収斂 さ

ナ ことがで き る。 又 σ(ん)=0の と きは どんな

a。 をとつで も Σ(xrn--a,、)は 法則収斂 させる

ことができない。
.
この定理 の第二の部分は明 らかであ る。即 ち

C〈h)=0の と きはCt(t)が 殆 ん どすべての瓢

でOと なる場合 て從 つてnfn④ が 殆ん どすべ

て のtで0へ 獲散 する。故に どんな αnを とつ

て うnfn(t)eiantは0へ 殆 ん ど す べ て の`-S獲 一

散 するか らである。.0(ん)≡1の と きはnifr④ ド

が正測度 のtの 集合 て牧黛 す る。Vn(t){:は ゑ

を野稻 化 した墾敦(部 ち 」轟,を&と 同 じ分

布 をもつ蜀 立 な確率変数 とす るとき,筑=2鴫 、

一二瑞'をXnを 封 講化 した変数 とい う)の 特1生

函 数であ る。椥 淀 理3か ら Σ ぬ が法則9Sc£tl

す るaこ れか らΣ(xr.一 αn>の 法 則 牧飯 す るこ

とはanと して.2irnのmedianを とれば容易

に示 さ丸 る。'(通 常の如 く)。 、

.弐 に確率変数 の級数の項の順序奨更 じ闘す る

一 定理 の謹 明 を示 そう。無限結 合函 数の言葉 で
ら .o曜

述!蒐 るo.一'一

定理6.{6n(x)}を 分 布 函数列で σ1(x)"

σt(X)*・ ・=F(X)が収斂 するとナ る。 σn1(X)ee

σ・、(の÷… ・=σ(¢)を 上 の無限結合 の結合 の

順 序 を交 喚 した もので収斂 す るとす る。そ うナ

る'と 一,

な る常数 αが存在す る。'

σn(x>に 封 摩 する特性函数 を あ1④ とする。

F(X>,G(X)に対する もの を夫kプ ④ 汐 ④ と

す る。σ.t(x),σ 。、(x、,・・一 σ,κ(x)が σ1(x)

∵".σ 展 κ)(の の 由に含 まれ る とす ると

とな り飯(の もまた一 つの特 匪函 数てあ る◎ こ

れか ら

ん→ 。。 と して

が得られる。全 く同様に

が得 られ,從 つて.

が成 立す る。ノ(0)=9(0)=1で あ るか らIti〈 α

で げ④1>0,19(t)1>0と す る。 そ うす ると明

らか に ㎏(の →ん④,(固 く の で ある。一且つ

が成立 する。(2.9)か ら

が成立するゴ

す ると,よ く知 られた方法 で(Cra、n6r,Rand。m

var2ablesanpitsprobablhtydistnbutioコs,1937,

P・31)適 富 な部分列HfiK(の を とつてIr7K(x)

→U(X)と す ることがで きるoこ ゝにH(X)は

一 つの分布函数 であ る。從 つて ん濯 ④ が ∫τ(ル

の特性函数 勘 ④ に任意 の有限 区間て一 様枚勲

す る。且 つ が ④=ゐ(の が 回くαで成立 する。

(2・11)か らIM(t)1==1(ltlく の で從つて よ く

知 られた事實 に よつて が(t)=eiatな る常数 αt.

が ある。而'も 一。。くt〈 。Qで ∫(t)=g(t>h"(t>

て あ るか ら't

と なり。 これ は(2.5)に 同 等 てあ る。

連続な無限結合函敦

F(X)"g-一 つ の 分 布 函 数 と し ぞ の 特 匹 函 数 を

∫(`)と す る 。F(X)の 不 連 彼點(顯 人 ベ ク ト・レ)

をT,('==0,1,2・)と し,Zvに 歯 け るF(x>

のsattusをPvと す る 。 そ うす る と



であることはよく知 られている。これからF⑥

が連続 であるための必要充分な條件は

であたえられ る。又

もよく知 られているQな お以上の事はF(x)が

有界 な輩調埆加函数であつて もよい。先ず簡単

な家の定理から始める。 こ

定理7・{Fn(x)}を 分布函籔列とし π→。。

¢とき連続な分布函数 に収斂すれば こ

'証明
・Fn(X)の$ズ べ ク トル の 集 合 をX。(n)

(P=O,1,2・ …)と しi封感 す るFn(x)のsaltus

をPv(")と す る 。(3.4ル を謹 明 す る に は,

に新 して譲立すれば

な 捧 レκ が あ る 。 何 と なれ ば す べ て の ン に対し

'てP
v(二κ)<ε な ら ば 一一't

で(3・5)に 反 す るか ら,今{zl歪)}か ら部分列

{『跨κ)}を と り出 しZ鍛 κ)→ξ とす るo

∫ξ が有限 とすれ ば κ)}磁 ∂)で ξ一δく暢裂π)

く ξ十δ(δ は任意 に小)Fn(x)→F(x)とF(x)

一を連続 とす る。'

δ→0ど してi(ξ 十〇)-F(ξ 一〇)≧ε.即 ちF(x)

が連続 なることぜ反す るδ 隔

る 。 そ う す る と .(3・6)は

を盲味 し,從 つて

も→6。 としてF(x)≦1--e.x→ 。。 として

&十 〇◎'≦1一 ε.こ れ は ■(x)が 分 布西数てあ

るとい うことに反す る。

ξコー◎eの ときも同様 である。

定理7の 逆 は必ず しも成立 しない。 これは容

易 である。 しかし{σ κ(¢)}を 分布函数列 とし

たと きFn(X)=σ1(X)■ ・・"σn(X)の と きは逆

も成立 す ることが示 され る。部ち

定理8・F.(z)=al(x)■"・ ・■σn(x)(6民 の

は分布函徴)と しF。(xlは 一 つの分布勇象Fい)

に収斂 ナ るとナ る。 その ときF(X)が 達 績であ

るため の必要充分な條 件は9〕 藪ソπ2)→0な る

ことであ る。二 ゝに プn〈t)はFn(X)の 特 性西

殿 であ る。 ノ ・

蔑明 ・EDI(∫r.t:)→0が 充分際佳なること を示

せば よい。6k(X)の 特 性函敦 をg"k(t)と す ると

あ(の=ngK(の てfn(e)はF(X)の 特 臣匡i鉄

∫④ に任童の有隅計区聞 で一穣に牧勲 する。 影ち

∫(t)=ngん(の.19k(t)}≦1で あるか ら
1,

定 理9.Fn(x)=σlkX)晶 …xσn〈x)カ)一 、一つ

の 分 布 函 数F(x)に収斂 し,Fn(x),FkX)の

特 性 函 ゑ を 夫 々f。gt),ノ の と す れ1ま



これ を誼 明す るまえに家の事 實 を注意 してお

い つo'

・補助定理1.∫(の を特性函数とし対応ナる

平均濃度函数を 一

とナ ると'

(i)σ(ん)は λ の輩調堵加函数で あ る。'

族(x)の 蹟 ス ベ ク トル をx.CK)(v=O,ユ,2-)

,と しXo(Ka=Oと す る 。x.て κ)に対するFκ(x>

のsaltusをP.(κ)(v・O,1,・ …)と す る 。

とかけ るeこ ゝにG',(X)はi蓮 ξ麦な有界 な単調
、 鴨

堵加函数である。 一

これ は よ く知 られてい る。(筆者,ブ ー ソエ解

析 と確率論 参照)、

定 理9を 示 そつ 。σん(X)の 特 性函数 をgκ(の

とす ると な}'

で ∫iに対する 平 均濃隻 函数 を0(h,fn)と す る

と,明 らか に補助定理(i)及 び ∫(の=nfn(t)

とす る とき げド≦硫 ・… ∫露ド であ ることか ら

意す ると

'

任 意 のh>0に対して 成立 す るか ら ゐ「>0と し

て補助定理 の(量ii)か ら.一 ・'t

よ ツ て詫 せ ら れ た 。' ,・

定 理10..fi(t),…'fn(の をn個 の 特 性 函

轍 と す る と'"も ㌧

よつて証明 され た。,

分布函数Fκ(X)の 特 筐函数 がfk(t)で あ る

とす るo∬ ん(x)の 霜 スべ ク トル をXp(k)(v=O・

1,・…)と す る。bt(h)亀 Σ α泌・ての なる形 の

数の集合 とす る。(Σ は有限個 の和 を表 わ し,

αPは 整数)帥 ちx。(ん)か ら作 られたModul19

がM(の で ある。Zんdf(k)でZi十Z2+・ …

十Zπ=Oな らば常にZi・=・ ∴・=Zpn=Oな る

ときmodUleM(ん)←1,2・ …n)kは 一 …次的 に

独立であ るといわれ る。"㌦

定理11.M(k)が 一 次的独立 な らば

証明 ・Fん(X)の 瓢 スべ ク トルXv(榎 に おけ

るsaltusがPv(の で あ るとき,

証 明.il=2の ときを誰 明すれば よい。fi,f!

を夫k分 布函数 君 ③,F2(X)に対する 特 性函

,数 とす る。FK(X)xFκ(X)=#κ(X>(封 樗 化した

分 右函 数)の 特 性函鍍はYK(t)1!で,そ の原

躍占におけるsaltusがE".1(lfk-P)1こ 等 しいo今

こ ゝに 外 側 の Σ ばzl!)十 ・・十xS'`〉二 裾 な る 如

きすべ てのYん の値 に対して 和 をとるgと を意



・味 する
っ 扱(κ)が 一亥的 に独立 であ るから・玖

が 尋)十 ・・十¢曾 の 形 の二通 りに表わ され る

こ とが ないか ら上式 は

の牧厳 することは

次 に無限緒合函覚の連続 性に關 す る事實 とし

、て;P.L6vyの 定 理 があ る。今分布函数Fん(x)

の 黙 スべ ク トル におけるsa1tusをP～ り と し

血ax」P≦わrP医)と お そ。.

定 理12.F1(x)管F2(x)"・':・ カ'一つの分布

函数F(X)に 牧 鉱す るとき;F(X)が 連 檀で4"

る た めの玄要 充分な條件は

が0へ 獲 散す ることで あ る。

吾 々は これ と同等 な吹 の定理 を以上の定理 を

用 いて証明 す る。'・

定 理13.分 布 函 数FK(x)の 特 性 函数 を

.fk(t>一とナ る,Fr(X)管 ・…esFn(X)が π→ 。。の

とき一つの分 布函数F(X)に収斂 ナ るとナ る。

そ うす ると.F(X)が連続 であるための必要 充分

な條 件は,'一

し,右 邊 の第2項 は(旧 κ1〈Jlと す ると)そ 釘

値で 五堰=△oκ=Jfα ハーCtm-一'tl(→0)を こ えな

いか らである。

定理13の 譲明 を行 う。今F(x)が 連 賓 とす

る。そ うす ると定理8か ら 皿(If,f。1!)「 ♪0故
,n、

1こ趨9`こ よ り1τ ヨ)之(1∫κi2)→0.

次 に(3.14)が0へ 豪 散するとす る。定理11

の記號 色用 いてmodUleJI④ を考 える。Mrk)

の 要素 の敦は可附蓄 である。故 にZteM(り,・ ・

」㌔Z訴 五f(n)な るすべ ては0て ないZt,・ ….

Znに対して.

な る(Ctt,'・'・o鰯)はn次 元 室 聞 」臨 て 琴 刮 隻 の

集 合 を作 る 。 よ つ て α1(鴇)■,+・ ・+Ct,`(n)■n=1・0

が す べ て の2Kdf(A)(k=1,2,・n)て 成 立 す

る 如 き(α1(n),・ ・α"(n♪)が あ る δ な お)b==1.

.2… ・ に対して(0α!(n)… σ(糧(n))も ま た 同
'様 な 性 買 を もつ こ と 明 ら か て あ るか ら

、

が0へ 璽散ナることである。
・ これ と定理1工 とが同等であることは

よ り明 らか であ る。' 一

この誇明のため訳 の事實 を用 いる。'・

補 助定理2.α1,α2… ・を草調 に0で ない

僅 に収斂 ナ る激列 とす る。も しF,(X)NF2(X)そ

亦収斂 ナる。 ●

・xrKを分布函数Fん(X)を もつ獅立な濃竿愛

致 とすると1匿定からΣ 邸 が収勲 し嘩 享1て),

このことから Σ 。`κ灘 の牧黛することが知ら

れてこれから吾太の結果が得られ る。Σ ακ敵

・… に封府す る任盲の有限1「訂のか よ うなmo-

dUleは 一 ヲく的 に環立てあるo補 助宅刃 によ り!

は牧黛でG(x)C)砦 比=ヨ諏 は ノ!(δ!、ムφの ・6・・

であるから



純不蓬績分布函数列

これ は定理10に よ り 次 の定 理 を設 明す る。實 はPdretheoremよ

り も弱い定理 であ るが,前 節の諸 睡の定理の惣1

用 として証明 をあた えよ う。

定理 」3.Fn(x)を 分 布 函数 列 と し,そ づ

Lebesgue分 解i皇 一

とす る。 こ ゝにGn(x){ま 純 不連続 分布函数3

Hn(x)は 蓮 線な分布函蝕で,α 。+βn=1.今

F,(X)鱒Ft(X)x… ・ が一つの分布 函致F(x)

に収斂 す ると し,F(x)のLebesgue分 解 を

F(x)雲 ασ(x)+β1iτ(x) 、(4・2)

とす る。σ(¢),π(¢)は 夫 々純 不連続,連続 分

布函数で ある。そ うす ると も し α>0な らば

で △(6nP-'bnq)く0な るように とつ て お け ば

(可 能).確 率 η を除 いて(η は任童)

こ ゝにPを 充分大 と し1-biP<孟 と した。又

確蘂 η を除 いてISK!S;M(K=1,2・ …)と し

た。今(3・ 工6ルの成 立す るよ うなPを とる。 こ

れ は明 らか に9に 無 開 係である。・そうす ると

め の分布函数が連続 であるから任意のτに封

して,δ,eを 充分小さくとれば,右 邊の第2項

は如何淫でも小 となる。故 に

とす るこ とが で きる。9→ 。。 と してYa→ ΣX

で あるか ら(3.15)か ら容易 である)

即 ち Σン「 は連絞な分布函数 をもつ。

で あ る 。

証明.今F1管 ・…eSF㌦=」F(x♪(x),σ 遣 … そ

Gi=O("♪(x),と し,Fn(x),Fcn),F(x)・

σ。③,σ ω ③,σ ③,π(の の 特 性 函 教 を

夫kf.et),∫(n)(t),∫(の,9r(t),9(の(t)・

g(の,h(の と す る。F(n)砂)を 分 醒 す る と,そ

『の 純 不連続 部 分 σ(幌、(¢)に な る こ と は 容 易 に

わ か る 。 即 ち 二'ぐ

、F(n♪(x)=デanGC'`)(x)十6nUn(x)(4・5)

(Un(X)は連続),今 適 當 な{n}の 部 分 列{?Zκ}

を と つ て,選 探 定 理 か ら α,κ→ ♂,σ(鷲)(τ)→

伊(x),6,、K→ β静,U。 κ(X)→ 研(X)と す る こ と

が で き る 。F(・ π)口 →F(x)で あ る か ら(4・5) ♂
から,

で,從 つ て定 理8に よ りnκ →。。として(n=71κ

と とつて)'

(9"はG誉 の特1±函数)。 又

(φ::蓮 綾,φi:純 不連 被)と す ると(4・5)か ら
、



ら又純 不連絞,第2項 は1主破 て,而 もこの分讐、

は一意であ るから

さて今 σ寺が純不速彼 と しよ う。

をGの 寿Lebesguel分 算 と す る と

(こ ゝにsetは φ の特 陸函数)て これは,も し

γr>0な らば實際 に

一より大 となる
。 これは(4・6)に 反 す る。故 に

γi=O.巳PちHt(x)は 蓮 絞で ある。Lebesgue

分 解 は一意 であるか ら(4.7)か ら

郎ちanはnに 曇i彊係てある。慨 に6>0.と す

ると αく1で ある。今eをa2く1-eと してお

く。 そして σひ),鳳 の特t生[ヨ致 を ク(n)(t),

"(の とす ると

とな り α>0か ら

を得 る。又 α=17α κ は明 らか である。

次 に、伊 口 が 亭實純不連綴 であることを示

そ う。一これにはGπ(X>が 純 不連 綴 で,G轡G:

骨・… 二σ とした とき,も し σ が不連続 部分

をもてば,σ は實 は純不蓮檀 であるこどを示 せ

ば よい。今'}・ ㌦ 一

とし 《GKの 特 匪函 数 を9k(t)と す るど,β が

蓮捜 でないか ら定 理12に より 一.

は牧轍する。故にπを充分大 きくとれば

(定理9か ら)・ 又Vn(り の 特匪函 致 をVn(り

とすると

5〈.EMi(9(n)VnCl)【 つ ≦ ヨ〕～(9.f:)で あ るか ら(4・9),
ノ

(4.10)か ら 一 、

となる。EDI(rgnl:)=FOと の て一股 筐 を失わね こ

乏 は云 う迄 もない。(4.11)は 矛 盾 てある◎ 依つ
』て護明 された

。

.最 後 にこの定理 か ら吹の事賢(純 梓定 理の特

別 の場合)が 得 られ る。

定理14.Fn(x)を 純 不連 損な分布泣敦 とし

もし 鳳 ④ が連続 部分 をもてば

なる分解 を考 える と,(PTrslは 不蓮 校部分,鳳,!

,→・嬬 蟷d目 ∠玉、

この右透の第1項 は θ① が純不蓮檀であるか

とナ ると(F(X>は 分 布轟敷F(X)は 純 不連横

であ るか ヌ,は連賓で ある。

前 の定理 でCtn=Oて ち るか ら(4・2)で α>0

一とすれば(4.4)か らF(x)は 純 下蓮 該 とな り・

(必 然的 に α31),Ct・ ・Oな らばF(x)は 蓮 綾

であ る。依 つて誰 明 された。


