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散 乱 媒 質 中 の粒 子 の拡 散

偶然累加量の確率分布一

久 保 亮 五

東京大學理學部物理學教 室

(昭和24年7月7日 受 理)

§1.序

1物 質中を中性子が拡散 してゆ くとき
,中 性子

は原子核と衝突 してそのエネルギーを失い,且

つその運動方向を変えてゆく。我々が知 りたい

のは.或 る中性子源からでた中性子が 媒質の

一點 において,如 何なるエネルギー,運動 方向

の分布 をもつか,或 はまた特定の媒質の形に対

し、それかち 逸出する中性子が如何なる分布 を

もつか,な どとい う問題である。この種の問題

では,特に中性子の平均自由行路が長いために,

またエネルギー分布を同時に問題 とす るた め

に、単 なる拡散方程式による解以上の知識が要

求 されるのである。これは,中 性子遅緩の問題 と

して有名であつて.Fermii),Ornstein-Uhlec-

be磁2)等 がかな り以前に論じたところであるが;

戦時中・原子力の研究に開連 してアメリカ1こお

いて詳細な理論的研究が進められた。

筆者は数年前,マ ル コフ鎮に伴 う偶然累加量

の確率分布 を取扱 う方法 を蓮べ3)t-一次元的物質

の統計力學にこれ を適用し4),更 に中性子遅綾

の問題 をこの観點 から論 じた5)。その後Mars-

hak6)に よる綜合報告 を見るに及んで,筆 者の

結果の大部分 がこれ と一致 していることを知つ

たので,今 まで特に印刷には附することをしな

かつたo

しか しこの種の問題は多裁の類例を もち,確

率論の問題と して少なからぬ興味 をもつと思わ

れ るので,こ ゝに,Marshn,kの 論文とは多少

異 る観點から論 じてみたいと思 う。最初に一般

的な議論 をなし・その雁用乃至披張、として中性

子遅幾の問題を論じよう。なお,嚴 密な集學的

証明を期することは筆者の苦手 なので,こ の點

において頗 る不充分なことをあらかじめお断 り

しておきたい。讃者諸氏の御教示 を願わ しく思

うところである。

§2・ マルコフ過程に伴 う偶然累加量

一様なマルコフ型の確率適程を考えよう。簡

単のため,以 下 では個々の事象は離散的な漂識

xて表示 されるものとする。最初の事象が%で

あるとき,π 〒1僑 の縫恕事象の系列 .

が 現 れ る確率 が,

で與 え られ る もの と す る。 帥 ち,事 象Xが 起 つ

'た後
,引 後 い て ゴ の 現 れ る確 率 がp(X,xl)て あ

るoこ の よ うな マル 芝 フ領 の一 般 的 な理 論 は さ

てお い て,こ ゝに次 の問 題 を考 え る。

引 綾 い て起 る事 象、τ,$ノに よつ て決 定 さ札 る

或 る量 ∫i(x,xり(出1,…L・)が あ る とtる 。f,

は特 に ガ の み に よつ て 決定 され る場 合 をも合

む 。 系 列(1)に よつ て定 ま ろ量'

ば,こ の マル コ フ型 碇 卓`程 に俘 う偶 ラ省 て あ

つ て,要 素 的 な偶 飛量f`(r,X')の 果 加当 て あ

る。 我 々 の問 題 は,こ の よ うな偶 ～ミELTF,uの ○

確 享 分 布,て きれば そnら の 唱3蛇 ふ くむ 完h

な 同時 的 分 布 を求 め る こ とで あ るご

特 に 系 列(1)の 各 凄素 う・kは独立,郎 ちP(u,



xt)がxに よ らず,ま たfs(x,xt)がxノ の み

、の 函 数,と い う場 合 は,軍 な る狐立 な偶 然量 の

和 の確率 分 布 を求 め るこ と で あつ て,よ く知 ら

れ て い る 。 これ に対し.こ ゝの問 題 て は,各 要

素 が凋 立 て ない と こ ろに複 雑 匪 が あ るわ け て あ

る 。

(2)に おい て,¢1,…Xnー1の 如 何 を問 わ ず,

軍 にXoとXnと の 闘 係,即 ち第O番;:Xoが 起 つ

た こ とが 既 知 で あ る と き,π 番 目に 露が起 る確

峯Pn(Xolx)を 問 題 に す れ ば,こ れ は明 か に

な る關 係 をみ た す 。今,Xoが 既 知 と して,第n

番 目にxが 起 り,且 っ 偶 然 累 加量.F、(n)(i=1,

・… κ)が それ ぞ れF、 な る値 を もつ て い る,と

い う確 率 を診'=.

と記せば(4)に 翼磨 して

なる關 係が得られる。この基礎方程式 を解けば

(5)が 得 られ,そ れから任意の蔀分的確率 が求

められ る。 一"V一

ご⑥ を解 くためには,母 函数の方法によるの

が最 も系統的である。まず'一

な るLaplaCe変換 を導 入 す る。 これ は複 素平

面Ysの 各 々 に つ い て適 當 な範囲 にお い て収斂

す る、もの と假 定 す る。 この範囲 は實 際 に9nが.

得 られ る と と もに 決 定 され る。 ま た

なる母函数 を定義する。これらの函数に翼 して,

(6)か ら,

な る方 程 式 が 得 られ る 。こ ゝに,

但 し,∂xx。 はx=τoの と きに の み1,x■x。 な

らばO(xが 連 後 的 な と きにはDiracの δ函 凱

で お きか えね ば な ら な い),ま た Σ'ガ 、は,

∫i(xt,X)の うちXの み て きま る よ うな種 類 の量

に つい て の和 を表 わ す と約 束 す る。(同様 に Σ"

は ゴ,謁 の 爾 方 に よつ て き ま る種 類 の量 に つ い

∫ の和 と しよ う。 「`

と お くoA,BはYi・ ・∵恥 をバ ラ メ ー ク ー と し

て 含 ん で い る こ と に注 意 す る 。 更 に 私(X。IX;

{Y、}〉,Rx(x。ix,{y`})をXo,x成 分 に もつ 行 列 と

考 え ・ こ れ を軍 にQn,Raと 記 せ ば,(9),(10)

ば ・ 一^噸 寿

と記 され る。こゝにAは(12)に よつて與えら
"れた要素 をも

つ封角行列である。

以下・最 も晋通に現れる場合 として,P(x「x),

及びAの うち本當に τ,とゴ とに關係する量は

すべて 劣武ガ』こ關 して劃樗的であるとしよう。

(封樗的でないとして も,以下の議論は僅かの痩

更によつて用いられ る。)こ の假定のもとに,

行列Bは 封鰐となる。 こゝに,固 有値方程式

を考えれば,固 有べクトル9aは 直交關係

をみ た す の で,

な る展 開 が成 立 つ。 これ か ら直 ち に(9)ノ,(10)'

の解 と して.、



が 得 られ る。,一.'「

從 つ てわ れ わ れ の問 題 の 中心 は(13)な る固

有 値 問 題 に あ る こ とに な る。2a及 び ρrは,

Yi,・…,Ykを パ ラ メー タ ー と して含 ん でい る。

これ らが完 全 に求 め られ れ ば母 函 蝕 が 知 れ,更

に 問 題 の 確 率 は, ...、 ㌃.`・.一

なる逆変換 によつて計算 されよう。この横分は

yjの 各複素1i!面において}も ともとのLざPlace

変換が牧劔するような領域即ち9鷲 炉正即であ

る鯛 におい確 鋤 に捕 舗 鰯 ・呼 て
1行われ る

。この積分路は必要に態じて最 も計算

しやすい形に適賞に頻 される・漸近値 を得る.

たむには,鞍 融法が用いられるし・また1可 能

な場合にば被積分函数の極のまわ りの留数・或

は枝黙 をつ ゝむ路上の臓分等に飼せられる。

特 に,n→ 。。冒の漸近解 を求めるならば,(15)

1におbる 繕 封値 最 大 の固 有 値 λm'だ け 毒知 れ れ

ば'よい 。.自1与・ ・,寿 ∵{"＼"〉'一'一.

9.(x。lx;〈yi})→ λ搬Σ ψ鵬a伽(x)(17)

一こ 竃ゝに ～σ憐 は え淋 に属 す う 固 有函数 を意 味 す
.

ーる
。逆変換(16)を 鞍 瓢 法 で評 漬 すれ ば,・.

後 の 固 有 函 数 の 中 に ふ く まれ る 箔,… ・,%も

同 様 で あ る 。.`'一、

X。とXと の確率 灼 な開 係 は この黛 後の 争 だけ

で 支配 され る。llこつて λn。が 縮 邊 して1△ない隈

り,X。 どXと の相 ヨ は7ろ→ つ。に お い て塗 く溝 失

す る。 これ は マル コフの定 項 に ほ か な ら ない 。

この と き,固 有 函勲9.(X)は,そ こに含 まれ

る .3t't,・…rYkを 話 じて,偶 黒 累 加 量FjとX

との 相闘 を與 え る ことに注 雪 すべ きで あ ろ う。
-tこれ はFゴ が 指 定 され てい る と きのxの 分 布

,

例 えば粒 子 源 か ち あ る距 離 に おい て{現測 され る

粒 子 の方 向 分 布 など を輿 え る もの で あ る。 圃 有

値 問 題 と して考 える一 つの 利霜 は こ ゝに あ る。

、.固 有 値聞 題 を解 くこ とは一般 に は必 ず し も容

易 な こ とで は ない 。 しか し,例 えば,yiの い く

つ か を0と した と きの認 が 知 れ る ならば,そ わ

らの パ ラ ィrタ ーに關 しで 行列 をべ き紙 翼〔に 畏

開 し,播 動 法 に よつ て母 函 数 を求 力 るこ とが 可

能 で あ る。 この方 該 に よれば,Fjの 分 布 の 能 率

を逐 ・次,系 統的 に求 ⇒て 堕 くこ とが で きる。 こ

れ らの2吹 の能 率 きでの 計算 を行 えば ・ 勿論 ・

極 限 と しての正 規 秀布 が 決定 され る。,'

、 以上 に述 べ た方 浅 は,適 當 な憂 更 に よ り,統

計 力 學 の問 題,酔 歩の問 題,亥 に述 べ る粒 子 の

撲 散 の 問 題,或 は敦射 注 崩壊 等 、 重 為 の塁 合 に
'

適 用 され る(ジ他 の窪用 に つい て は筆 者 の論 文,

その他 を参 照 して頂 くこと と し,呉 羅 的 に以下,

ヰ 佳 子逞 綾 の 問題 を考 えてみ よ う。 この と き本

一節 の 方 法 が その ま ゝで は不 足 な場 合 が あつ て,

幾 分 の撲 張 を要 ナ る。‡ 蓼 の…義諸 とのゴ徳 は必

ず し も一 々 これ を學 げ ない 。籔 者 の 明 察:二待 つ

こ と とす るo、,'

申性手蓬糧の問至 二基還方程式

を得 る 。 但 し こ ゝにyjはFl,・ …,Fκ の 函 数

と し て'㍉ ノ"一一 ●_

なる方程式に よつて定義されたものとする。最

こ ゝで特 に 中性 子湿繋 の聞 苞 を考 え;}が,そ

の一 般 的 な性 格 は,学 往子:二際 らず,池n粒 子,

或 は 輻 射譲 の散 颪等 に も共 通 で あ る。

源 か らあ るニ ネル ギ ー 瓦,を もつ 中 陸 子が 豪

射 され,胴 囮 の物 貫中 の原 子 侯 と詩 突 し,エ ネ



ルギ=を 失いら 或はその核に捕鑑される。中臣

キの質至 を1と して,原 子匡の質量 をDfを す

る。中性子 と原子揉の街突は,両 者の重心系に

おいて等方前であつて,古 典力皐的 な量 子街突

として取扱つて差 支えない。亜心系における散

磁角 を7,観 測座擦系における中注子のエネル

ギーを衝突の前後にそれぞれEノ,Eと すれば

となることは初等的な計算からすぐわかる。観

測座標系における散鼠角 γは

で與えられる。從つて原子核]1と の弓靴 と的衝

突において γと γ+drの 間の角をもつて散飢

され る確率 は,一

を得 るoこ ゝに

(り は 中性 子 の連 さ)で あ る。 、

跳 駄 の源 か らt=Oに 出張 した 中 性 子 が・n同

目の衝 突:?(t,t+dt),(r,r+dr)・(…+dx)

な る時 間,位 置 エ ネノヒギ'に おい て行 い,速 麦

芳 向e(eは単位 べ ク トル)の 附 近 の立 膣 角素

片 伽 に 散翫 され る確 率 を 、 一

とお けば,

に よつ て與 え られ る。 エ ネル ギ ーEの 代 りに

で定 義 され たXを エ ネル ギP・ パ ラ メ ー タ.と

して用 い れ ば,上 述 の衝 突 に よ りIXは

によって定 められる慶化を受 ける。

媒質中に種々の原子核が存在する場 合も取扱

ゐれ るがr特 に簡単 のため,以 下原子核は唯1

種であるとし∫中性子に封ずるその散鼠及び捕

獲の籔面俵を σε,σ、とお く。 これらは一般に

は 瓦 從つて¢の函数であう。軍膨覆俵中の原

子核の数 をπとすれば,散 鼠及び捕漢に対する

平均自由行路は

で與 えられ る。中性子が飛行距離 ♂と♂+認 の

間において散胤 を受ける確享は

となる。或はこれを時間的にみれば,自 由な飛

行時聞 」tとdt十dJtの 間において散胤 ざれる

礒 寧として

な る方 程 式 が 成 立 つ 。 こ ゝに"㌧ τ',ア は エ ネ

ル ギー ・パ ナ メー タ ー げ に対する ち τ及 び ∫ の

値,rは 一er→eの 散 鉦 角.帥 ち γ=∠(e'e)を

意 味 す る。 特 に源 か らの 出獲 自身 を第0同 の衝

突 とみ て,'..

とお く。 こ ゝに δ は 寿虜racの δ函 数 ・φ。(e)

は 源 か ら 出套 す る中 性子 の方 向 分 布 を表 わ す 。

邸 ち,わ れ わ れ は粒 子 の毎 同 の衝 突 をマル コ フ

過 程 の 要 素 と し,τ,ア,隠 そ耗 に伴 う偶然 量,

x--xt,d》=vre/At,dtの 累 加量 とみ た の て あ

る。

§2の 一 般 論 に從 い,ま ずr・'及 び ごに対する

Laplace婁 換 色 一/

を定義する。考えるrの 範 亜に何等制限がない

場合,郎 ち舞限にひろがつた媒質中の[隅～,こ砧



歌 の源 が あ る とす れ ば,(23)は 客 易 に

に変換 さ れ る。 こ ゝ に1'=vtτ 「t承 び τ'」 ノは

F一 般 に は げ の 函 数 で あ る 。 ま た(29)か ら は,

置 γ に お い て,ZとX十dxの 間 の エ マル ギ ー ・

パ ラ メー タ ー 及 び方 向 ♂θ を もつ 涜 れ'よ

」(x,7,e,の(Zxde=こ ・PkX.r,e,の ♂xde(39)

で 與 え ら れ る。

こ れ ら の 函 ゴまに対して(23♪ も し く、二k23ルrp
'馳

かれるP一 ΣP。r・;け る方E式 と誠 の

毒鱒 くことは錫 である・例えば(。6)に 封

衝突の同数πを問題にしなければ,

はdtな る時間 の うち に,X,rの 附 近 で と もか
'〈衝 突 を起 し

,e方 向 の附 近 に散 鼠 され る確 率

密 度 を與 え る。 これ を変 換 した函 数 を(30)に

な らい1β とお け ば,こ れ は

が 得 られ る。

変換(30)に 巽葱.する愛 奏 に よ り

をみ た す。'一'一 、 ・

㌃こ.Sに 用 い られ た函 数Pnは,物 理 的 に重 要

な他 の確 率 函 数 の差 礎 をな して い る。瓦 の 代 り

にn同 の 衝突 を経 た 中性 子 が 時 刻tに.変数 ¢,

r,eの 附 近 の素 片 に 存 在 す る確 率 を問 えば,そ

れ は" 、、 一 ノ ・ 一

等 を得 る。 これ らに対する 方 程 式 は(40)等,或

は(31),(34)か ら=與え られ る。{列えば,

などとなる。(姐)は 俵分該分方程式,

で與えられることは明らかであろう。 もし衝突

凱 を問題にせず,軍 に時刻6に おける分布 を問

うならば∫"・.

がその確享密度である。源から単位時間に巳個

の粒子が獲射されつyけ てい るときの定常分布
'

は 、 、 覧

に よつ て表 わ され る。 また,出 褒 後,時 刻t,位

(rの 曼 域 は 一。。か ら 。。)と 至 く同 等 で あ る。

㈹ は音 通 に用 ・・独 る`紛 汐 の澱 方猷;ゴ

他 な ら ない。 實 際(40)か ら(4LO)を 直 虜 ニコ ・1

す る こ と も穽 易で あ る。(一!0)は(43♪ の 良 分 つ

・で
,rの1受 域 に境 露が あ る男 合 に は,い わ ゆ る

Milneの 方 程 式 と儒 せ ろれ る もoを 與 え るの で

あ るs)。 ・,



無 眼 に ひろ が つ た媒 質 中 の問 題 に限 托ば,結

局(31)又 は(34)を とけ ば よい 。 これ かちIB。,

或 は 撃 な る函 労 が 求 め られ れ ば,必 要 な池 の

分 布 函 数 は(41)に よつ て定 め られ る。
とな るoこ ゝ蜻

一般的な留法

(34)吃 解 くだめに(41)の 定惣 こ從い

1β(x,k,s,e)=(ユ+sr+1(ゐ θ))lll(x,々,3,の/τ で あ る。 吹 に ベ ク トルkを 軸 と して,グ をeの

函 数 と して,球 面 調 和函 数 に展 開 す る。 印 ち

を代入すれば

また,積 分変換 の核 を

とな るaこ ゝに(20ノ)に よ り

と展開 すれ ば,(50)は,

、は γの函 数 で あ つ て,γ の憂 化に俘 い,0か ら

≧1・9費 までの鰍 る。期 ならli'E

邊 の 依 分 を展 開 して,10kker-Planck型 の微

分 方 程 式 で 近 似 す る こ と も可 能 で あ るが,こ ゝ

で は な るべ く一 般的 に考 えて み よ う。 そ の ため

な る変換 を行5'。 一 般 にLaplace変 換 に対し,

な る と き

と記 す こ とに し よ う。 これ は よ く知 られ たCOn・

volutionの 逆 で あ る。 特 にg=c=常 数 な らば

で あ る。 この記 法 を用 い,(47)に よつ て(45)を

変換す れ ば,

となる。こsに φ02Mは 最初の粒子 方 向 分 布

φ。(の の展開係数である。{"..

τ.又 は1,及 び∫ をxの 任音の函数として

(50)又 は(M)を 解 くことは極めて困難であ

る。 これがともか く正確に或は近似的に解かれ
、

る場 合 に つい て訳 に述 べ よ う。 、 、

エネルギー分布

'k =0,と お け ば,空間 的 分 布 を問 題 に し ない

こ とに な る。 こ の と き(54)は 異 る ブ,mに つ

い て分 離 され,特 に,.

.(1十sB")ψ σo=1十gノ 甚(OoψOJ)(55)

の解 φ。o(y,0,S)が 源 か ら 出 た 粒 子 の 痔刻 と,

エ ネル ギ ー の關 係 を與 え る。 更 にs=0と おい

た 方 程 式 噛



i:,(41)に よb定 常 的 なエ ネル ギr身 布

1:SNす る母 函 数 に關 係 す る。 プ(X)=const=∫

な らば(55i)の 解 は直 ち に求 め られ る。eePち

(46),t53)か ら

と な るか ら,

從 つ で;(41)か ら,定 常 的 な 』ニネ ル ギ ー 分 布 函

致 と し て,∫ 、 .一 、=語..・ ● 、・二∴

を得 るd'P=o一 なろ ば ・諏 齢 函 釧 よ':

工+σ ノ1十y一ノ)と な り"y=一(1一 力 を極 に もつ 。

1)・i・O且つ ∫eiな る と きに は,y=O及 び 鋤 く0

、の範囲 に無 限 個 の撰(但 しy『 一弄は極 で ない)

を もつ 。(58)の 績 分路 は,こ れ ら の極 の右 側 に

位 す る虚 鋤 に平 行 な直 線 ・歳 ば 些 れ らす べ

・て の極 を 包 む 曲 線 とお くこ とが で きるbこ δ よ

う}こ して,『計算 は すべ て の極 ゐ まわ りの留 数 の

計 算 とな る。'i5≠0め と ぎは 實際 上 ・●すべ ての

留 致 を決 定 す る こ とは面 倒 で あ る。 鍬 。。 の潔

近値 は ・ 衆 も右 側 の一 つ の極 で決 寒 さ れ る。

∫t)1.の ときはy=Oに お け る籾 数 か う直 ち に

N(x)2gr!〈1+Cp1・9P/1-P)}(59)

を得 る。 反1封にxが 小 さい と きの様 子 に

,なる屋開 に おい て,y==-1の 周 りの 留 数ミト算Ce

行 う弓 とに よつて容 易 に求 め ら塾 るま(ly1の1よ

xが1091/Pの 豊敷 催 に等 しい とこ ろで不 速 籔

的 な愛 化 を・伶 憾,汝 打 ち なが ら蓮 が に 漸 避値 に 。

近 づ く。...

・散 気物 質 が 重 々D原 子 巌 の洩 含で あ る場 合に

も,∫ が一 定 なる限 り同 様 に取 扱 わ れ る。∫ が

一一.db定で ない場 合 に は,P=O,邸 ち水 棄 原 子 核 に

よ る邊 援 の場 合に のみ 正 確 な解 が容 易 に知 れ る

が ジ その 他 の場 合で は,∫ がXと と もに ゆ つ く

り憂 るか,或 は量 め て遠 か に憂 るか に 従つ て,.

適 當 な近 似的 方法 が用 い られ る。 特 に ∫。く1∫り

(磁 動 のSeはPlac・ek9恥 よつ て取 扱 われ

て い る。 こ和 らの問 題 に は,こ れ 以 上 立 入 る こ

とメまや め よ う。 、.'・

空間的分布(平均 自由行路一定)

時 刻 を問 わず,定 常的 会 布 だ け を問 題 どす札

ば,(50/に おい て,s=Oと お け ば よい 。 しか

しそれ で も,∫ 反 びZが 任意 の 函象 で あ つ ては

一 般 的 な解 浅 は困難 で あ る。 ま ず ∫=1,即 ち捕

獲iがなmも の と し,計更 に1も エ ネル ギ ー にi無翼

係 で あ る と しよ う。 この とき(50)1≠ ・ _

と な る6'::一

これ に關 蓮 す る固 有 値 問 題 は,

で あ る。 この鐵 有函 数 系 に よつ て,(60)の 解 は

セ與 え られ る。 この影 は特 にX→0。 の と きの 潮

近 的 な 檬 子 をみ るの に 便 司で あ る こ とに注 雪す

べ きで あ ろ う。 帥 ち,乞 → 。。 に お け る性 買は

こ の 方 法1よPLユczekの 用 い た も:)よ り も趣 明 で

あ る}5》'、.,、 噂
、 、



Tauberの 定 理 に よ り,ン ー♪Oの 附 近 のbY子 で

きまる 。(61)を(54)と 同 じ く展開 した形 でか

け ば》 し

この 固 有 随2aはkの 函 数 て あ つ て,k=Oで

は ス,==σ♪(y)は2ブ+1重 に縮 退 し,kの 増 加

と と もに これ が 分 れ て ゆ く,(53)か ら,∫ 妙 ≧0

に対して,

で あ るか ら,た ～0に対して,(62)の 右 邊 の各

項 のZa-1の 零 瓢 はす べ て 鋤 く0の 側 に あ り,

虚撒 軸 に最 も近 い もの は,20に 關 す る もの で あ

る。 郎 ち,x→ 。。 の檬 子 を きめ る もの は,σ 〇一に

対応す る単一・一・一の固 有 臓 スoで あ る こ とが わ か る。

これ はMarkoffの 定 理 に相 當 す る。從 つ て,

X→ 。。 の 漸近 的 な櫛 子 は,R。'をy及 び 轟の函 致

と して知 れ ば わ か るで あ ろ う。 これ が 知 れ た も

の とすれ ば,(47ル,(62)か ら,

の 蹟 分 はRo(ン,ゐ)=1の 解

のまわ りの留歎計算 として

とな る"こ れ を εに つい て 飲 分 して しま えば
,

粒子の方向分布 を問題にしないで,エ ネルギー

と位置の開 係を與 える式が得られる。
L'(66ルのヰ要な項はその指数函数であつて

,分

布は殆んどこれて決定 されてしまう。これは微

分方程式 一

と等 廣 て あ る。 郎 ち,我 々の 粒 子嬢 張 の問 題 は,

Xの 充 分 大 きな範 國 に限 れ ば,振 散 型の 方程 式

(66)で 記 述 され る。 これ は,基 礎 方 程式(例 え

ば(40))か らFokker-Planckの 式 を導 き出 す

こ とに 富 るo實 際 に は(63)か ら,20(0)=σ 。(0)

デ1と し・ λ。をkに 關 して展 開 し,逐 吹 的 に 解

い て ゆ くこ とが で き る。Fは 實 はL1の べ き級

数,從 つ て(e6ノ の右 邊 は 砕=∠ の級 薮 と な る。

實 例 に つ い て の計 算 は こ ゝに は あ げ ないo

一 定 のxに対し,exp{xF(k)}は 室闇 分 布 に

対する能 率 生 成 函 数 の主 要項 で あ つ て,F(k)

の展 開 の2次 ま で を とれ ば,正 規 分 布 が 得 られ

る こ とは 勿 論 で あ る。 そ の正 當 な範囲 は

の程 度 の と こ ろ で あ つ て,よ り大 き な ㌘ よ り小 ・

さ なXに対する 分 布 に は,吹 以下 の 展 開 項 が き

い て くるo ,『'、

この よ うな方 法,特 に(66)の 如 き微 分 方 程

式 に よ る方法 を``agetheory"と い うも6)エ

ネ ル ギ ー ・パ ラ メ ρ ク ーXが 撲 散 方 程 式 の時 間 ・

tに対応 し,中 性 子 の``age"を 表 わ す もの だ

か ら で あ る。

Xの 小 さ な範 団 を取 扱 うた め に はlyiの 大 き

い場 合 の(60)の 解 が 必 要 て あ るが,こ れ を求

め る こ とは む つ か しい 。 しか し,∫ 吻 が大 きい

とす れ ば,(60)の 肢 分 の 中 の σ を,¢ に近VSet

に対して 展 開 しr(60)を(Fokker-Planckの

式 と同 機 な)徴 分 方 程 式 で 近 似 す る こ とが で き

るで あ ろ うが,こ ゝで は述 べ な い 。'層

任意のzに対し,分 布

の,に 關する低亥の能率 を正確に求 めることが



可能 で あ る こ とは注 目に値 し よ う。 この た め に

。は(54)か ら得 られ る式'・

るo』

例 えば完 常 分 布だ け を問 暫 に しよ う。(誕)で

s=0と お くと,(m=Oな るほ 字 を略 して)

に よつ て,ψ 。 も 乃 に關 す る展開 式 と して逐 家

的 に解 けば よい。 即 ち 一

これ を(69)の 境合と同寧に遅家的に(彩 式勺

に)解 いてゆけば ら

が 得 られ る。 もっ と高次 まで求 め る こ と も容易

で あ るが こ ゝには 記 さな い。 φ。。=1で あつ て,

こ の第1項 は §5aに 論 じた エ ネル ギ ー分 布 を

異 え るo一 般 に ・ 一'

と お け ばrのk方 向 に対する 成 分 のn乗 の 平 均 「

は ρ、 一 ～ ・ .一 、 「

lcよ う て計算 され る。 既 に述 ぺ た よ うにy・=O

で は(1一 σ。)-1だ け が極 。を も ち,(1-(7n)-1

〈n≧1)は ∫鞄 く0に だ け極 を もつ ので,(69)の

展 開 式 の うちXと と もに 増 す寿主 要 な項 は,

(1-(70)-tの 何 莱 か を含 む もの だ け で あ り,そ

の 他 は σ一ax一或 は6-6nsin6x,e--axCosδxな る

因 数 を もつ 項 と し現 れ,Xの 吟 さい と ころ だけ

で重 要 で あ る。'

自由行路がエネルギーと

ともに変 る場合'

式(50>に おいて1が 一定であつても,tに

關する分布まで求めようとすれば更に困難に逢

着する。また定常分布のみ を問題 に して も,

♂或は ∫が 湿 による場合も完全な解は客易に

得ら九 ない。 しか し,前 節の終 りに述べたよう

に・一定のxに対する空間 分布,或 はtの 分布

の能率だげを問題にするならば,∫ が一定であ

る眼 りは少 くも低訳の能享は系抗灼に求められ

等 が 求 め られ る。 こ ゝで(43)の 定 義,及 ゴ

CODVOIU1ionに 勤 す る周 知 の 式

を用トい れ ば,こ ゝに得 られ た2函 」設に対する 逆

変換は 久 τ)を 倉 ん だ多 重 該 分 の和 と して 得 ら

れ・る。

水 の 中 で の 中 珪子逞 援 にお い てダ與 え られ た

xに対する空間 分布 の2次 の能 李 は この方 該 で

容 易 に求 め られ る。 これ は以前,Fermii)がbl

等 的 に求 め た もので あ るが,装 長 され て い る伎

の公 式 は誤 っ て いる こ とに 注 琶 して お く。5)b)

むす び

大 置,豫 定 の紅 数 もつ きた ので こ ゝに筆 をお

くに あた つ て,.街,二 三 附 加 え てお かね ば な ら

な い。 以 上,§2で 述 べ た一 殺的 な考 察 の県 罷

的 な一 例 と して粒子 の 撲散 の問 題 を取扱 つ た 。

こ こ の考 え方 は,Marshakの 論 文{こ対して,

統 一 的 な立 場 か ら聞 題 の佳 質 を顎 か に す る貼 に

おい て,意 味 が あ る もの と息 う。 こ ゝて は 散瓢

媒 質 に境 界 が存 窪 しない饗 含二つ い て の み 鷺 じ

た 。 その場 合にOみ,マ ル コ フ逢1呈に俘 う累 加

現 象 とい う考 えが適 用 され るか らて あ る 。 しか

し,そ れ で も1,及 び ノ がXに よ る母 含;二ぱ,

もはや一様な マル コ フ逼 程 と して は=ちえ ら れ な

い の て勢 い取 扱 いは 制限 され て くるoF}闘 と位

置 と を含 む分 布ヨ 紫の堵 念には,こ れ は進 け ら

れ ない 困 鮭 であ つて,満足 な 羅法 は 見 出 され て



い な い 。

媒 質 に境 界 が存 在 す る場 合は,買 際 に は 亟 め

て重 要 て あ る。 これ もまた,,通 常 一 捺 な マル コ

フ過 程 とい う範 囹 に入 らなV・。 エiiiル ギ ー,時

閉,を 問 題 に せ ず,且 つ1を 一定 とみ な して,

位 置 と方 向 分 布 だけ を取 扱 う問 題 は,Mエ1Deの

'問 題 と しざ 知 られ,半 無限 の場 合 に はHopf,

Wmer二Hopfの 美 しv・理 論 が あ り,e)そ の 他 の

場 合 に も,興 味 あ る結 果 か最近 得 られ て い る.竃o)

また ∫エ ネル ギ ー と位 置 との分 布 は,§5bに ふ

れ た`eagethe。ry,'の 型 の取 扱 い が か な り

に 進 め られ て い る♂).,

この 種 の問 題 の完 全 な解 決は一 般 に甚 だ困難

で あ るが,鑑 學 的 に も輿 味 あ る問 題 を含 ん で い

るの で は ない か と筆 ぎは考 え るの てあ る。籔 粟

者 か らの 御 助 言 をい た コけれ ば非 常 に幸"で あ

る。 な お,こ ゝに論 じた よ うな問 題 は じば しば

意外 な と こ ろ に類 題 をもつ てい る。 その よ うな

場 合,相 當 に複 維 で も,分 布 の 低吹 の能 率 くら

ひ は こ ∫の方 法 に よつ て容 易 に求 め られ るこ と

に重 ね て 注 意 して お こ う。
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確 率分 布函 数 列 に つ い て
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(昭 和24年5月3日 受 理)

一 確率分布函数別の牧黛性,そ の極限分布の性

質等について論ずるのが本稿の目的であるが,

FOurier解 析の方法て統一的に議論する。筆者

は前に μフー リェ解桁と確率論,'(中 文館獲行,

1947)で 同様な問題 を論 じたが,そ の後得られ

た結果について述ぺようと思 う。魚返氏の助言

があ り,叉 大部分の結果は宇田川氏と筆岩 との

協同研究`こよるものである。§1て は,単調 函

数列又は分布函敦列の牧黛臣について論ずる。

分布函数 列に關しては,P。L6vyの 連演定理

が中心的 な役割 をすることはよく知 られている

が,これに關 して色 々の注意 をあたえる。§5で

は §1に おける定理の磨用 として,一 二の既

知定理の別詮 を示す。両 §3て特性函数の4均

値 皿{∫}(∫:特 性函数,皿(∫)一 螂 毒

1'..f(t)d}})に關す㌫ 環 示 し・縄
用 を論ずるo特 に変数 の和の極限分布の蓮捜性

を研究する。量後に §4に おいて弱い音味での

純粋定理の証明 を行う。,一


