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統 計 数 理 研 究 第2巻 第2観

寄 書

彷徨 エル ゴー ド定理について（2)

河 田 敬 義

東京文理大数学教室

(昭和21年5計 月教學會年會講演 昭和22年12月20日 受理)

定 埋2コ の 櫨 張 と して.

定 理2."定 理'1に お い て{Tt;Z∈ 五}が 呂 ル ゴー

ド系 で あ れば.

を満足 ナる。故に又

に対して

とな ろ',。
'霊明)こ れ も敦 段 階 に 分 け る

。

(イ)定 理1の 識 明 に お い で,T*がxtUt一 ド的.

とな る.こと,自 】ち

となることが分る。

以上のことから

とな る こ とが 導 か れ た な らぽ,エ ル ゴ ー ド系 の 定 義 に

よ り,(26)よ り .

となることを謹明ナれば、 從つて

ガ裳立つ。よつてこのことを置明ナればよい。

(・)今(26)な るEo*に対して,任 意にe〉0を
'

翼 え る と

C29)7tl*(Eowe・R*)>t

を 滴 足 す る筒 集 合 で,し か も(22)の 如 き基本 集 合 の

有 限 和 集合 とな るE*が 存在 ず る 。筒 集合E*ほ,

そ の特 性函数 ノ*:

(3G)E*=;x*;ノ*(i*)=1},σ*(zee)=o又 は1)

が 有限 個 の 蔵 分 に しか 徽 系 しな い こ と:

(31)f*(x*)=f*(x,k-m,k-、rl+1,…,」:o,kI,・ ・",P、、n)

と表されることによつて特齢 けられる。 鬼

さて(29)にT*又 ほT*-1を 施 ナ と,(26)に よ
●o

ウ

となるから誼1匪1が了つたことになる。故に(33)と な

ることを謹明すれば、よい。 、

(ハ)1'*E*の 特 性函数をfi*と すれば

で あ る 。.故に(18),(21),(31)に よつ て ノ墓*はx,

koの 他にk-n、,…,編 の番 號 の一 つ ず れ た もゆに の

み 鵬 す る。

となる。同様 に 瓦*=T*AE*の 特性函数はfm*は

とな ろ こ.とが 分 る 。 他 方1'*"1E*の 特 性 函 婁好*.乳 は

(19)に よ りx,kiの 他 に,k..;ns…,砺 聖 の 番笠 が 逆 の

方 向 にず れ た もの に の み 關 係 す る 。 邸 ち



る載 口のP測 麦 で あ る 。(42),(紛 は夫El*,計E■t

E・*(E・*のx-ssUに よ う載 口のF測 度 に ほ か な ら

なL・o(32),(30)に よオUま

となることが分る。

(a)今 無限直積率聞Kを 二つの磁}に 分けて

とお く。・・E>..)C7i*の上 の.L2に 濁 す る函数 をKiの 上

の 正規 直交 系,

によ り展鋸ナると,そ の係敦はエの函教となる。これ

を ノ*±m(X*)に 適用すれぼ

で あ る 。 一方fo,yo,hpは 夫 々載 口のp測 度 で あ る か

ら・ そ ρ値 ほ[O・1]に 鴎 ナ る 。故 に

でもある。これから

と展開される。こゝでxを とめて考えれば,Kt上 の

直交系の性質により

となる。巴は任意に異えた正救であるから

とな る,又 直 積 室 聞 左 言κ 、塾五ら に 闘 して

邸ち

で あ ろか ら,

と な る 。

が殆んどすべてのX∈Xに対して 威立たねばならない.

即 ち メo(x)=0又 は1が 殆んどすべてのxにMし て

威立ち,

,とナれば
,求 める(33)式 が置明された。

2理3."必 ず じも エル ゴー ド系 でない一般の

{T!;1ξL一 に劃して,滴"上 の保測変換T管 に勢す

る不憂集合E*は



の形 こ表 され る。 同 じ く一 般 に 丁畳O不 饗 函et∫ 管(x*):

とな り,(51、 を満 足 ナ.、 古てに7・ ㌔)蛋{:函 薮 を.1

め る問 題,ま}'*上 つt"*1こ 鵠 す る 不愛 濫 敦 を 菜め る

間 喜頁に 欝 着ナ る6

として,こ れから更に

と表される,㌔

この事から,一 般に 聲 の固有値を求めることがで

きろ。

定理4."(19)に よつて定義されたX*の 上の保

濁変換 プ*の 固有値 αに動する圏有函数 ム宰@*)は

を定 蓼1.と 同 様 に 作れ ば ・ 了 産(54)・(55)に お ・ナ

る と同一 の もの が 俘 られ る。

故 に(51)な る ノh*(x*)が 存 τ三した な らば ・(56)

に よ り(57)と な る1㌔*(y*)が 存 在 し,前 定 理 系 に

よ つ て

と表 され る。逆 に(50)な る ノ』*(x"e)1ま

の形になる。故に(58)と 同 じく

を半盟半閉区間として,そ こでの保測変換
とおけば

を考える。

これか ら直積空間 とな る 。(55)と(62)と を 合 せ れ ば

の上の直積保測変換

を毫義するb若 しも或 る函数fa'"(x*)が(51)を満足

するならば.

とな り,こ のfti*(の が(50)の 性質を持つことになる●

これで置明の前半が了る。逆の部分ほ直ちに分る。

定理4.の 懸罵 として

定理5."X'sc上 の保測変換T*に対して 堂歎以

外に固有函教ヵ専 在 しないための必要十分條件;ま

が殆んどすべての1に 器 して同蒔に放立つのほ

を満足 する。叉逆に(57)の 成立つ1㌔*(y*)が あつ

たと'ナれば
のばあいに限ることであろ㌔

7'*が 貰義混合型なるとき,{T';1ELが 屡義漫合

型であるとい う。

この定理ほ如何なる篠件の下に廣義混合型になるか

を示してい る。よつてFubiniの 定瑳を扇いて,HoPf

の定理を饗形して(Hopf、1参 窯)

定理6。`● 定理5の{廉 伴が或立つならば,殆 メ どナ

ベて・つk.EA'に 饗 して(kに 無輩漂な)密 度1つ 自然

歎列{rn};



を 蓬 ん で.計 壬意 の.1,B-一 」X"'(A,B∈ β)に対して ・

例3・ 例1でT,,=1(恒 等墾験)とT2=Tと を

考える。Tが エルゴード的又は廣嚢混合型であるに從

つ でr,Tiな る系はヌ夫 々£ルゴード的又は廣義混

合型系 となる。一般に

が重立つ二又はこれと同演な闘係

が ま立 つ 。ヌ.は これ ら と同 殖 な

が威立つ ㌔

又これから直ちに分るように 、

定理7."〆 測斐の正なる集合に厨する ～に対し

て,Trが 工 上つ責養混合型保測饗換ならば,定 理6・

の{斧伴が重立ち,(65),(66),(67)が 威立つ"。

以 上 の 結果 の甕 輩 なi喜毫 例 に つ い て蓮 べ よ う。

例1.L=・{O,1},ToとT!と 二 つ 丈 のば あい は,

餐 あ に畢 けrこば あい で,定 翌1。,2。 は 夫 々定 理1,2

c淳 ヲ なば ちい で あ る 。 この ば あい に ほ,L=,0,1}

に お い て,案 合0},{1}の ピ 測麦 ば夫 々 ヱ12で あ

る のだ が,こ れ を夫 々iP,9(P+9=1)と して も よい 。

そ の と きは[O,11の 数 の 二進 法 隻 開 に対して 與 え ら

れ ろ測 変 が 通 當 ・りLebesgue浪1度 で な く,こ れ と互

に 準 異 な闘 係 に あ る も・つと なる 。

な る慈 率 で とる確 率変数71に対して,nd(ブ 昌0,1,2,

…)が 蛋 立 試 行 であ る もの と見 倣 して

の存在を主張するのが定理1で ある。このばあいは然

し乍 ら既に知られた結果である。

鯛4.(角 谷氏の與えたもの)

で あ な.ときは,T,,…,7'hな るh個 のX上 め 保測

婁錬 が 紫.・しられ 土ば ち.・で,{処,…,銑}が 可 測系

で あ る こ とは,各Ti力 珂 測 で さ え あれ ば 當 汰 或立 す

る 。 こ 社オ:エtL一ゴー ト系 で あるた めに1ま,各Tiに 共

通 な不 箆 糞 数 ほ常 教 以 外 に な い こ とで あ り,廣 義 混合

型 系 で あ ろた め に 、ミ,各 銑 に共 通 な 同 一 固 有億 に 封

す る 雪 育函 敦 う存 在 しな い こ とが 必 要 十 分 で あ る 。特

に 象,る一 つ の7'iが 夫 々X上 の エル ゴ ー ド的 保 潟 髪

換 又,ま廣 義 逗合 型 保渕 糞 換 で あれ ぽ,箔,…,コ 冠 が

夫 々エ'」 ゴ 属 ト型 天 び 貰 義 運 合 型 とな る 。 こ の ば あ い

に ミ、P`ジ0で お れ ば 定理 の形 は 同 一 で あ る 。

は二進数列kに 封ナる π2の相封頻計斐を表 している。

よつてこのぼあいには彷徨 土ルゴー ド定理は通常のエ

ルゴー ド定理になつてしま う。

中野秀五郎氏は例1,4sl2等 のばあいに,定 理1の

"殆 んどナペての んに対して"が"す べての 伺こ勤

して"と 直し得ないかとの問題を挺出されたが,こ の

角谷民の例は,そ のことが一般には威立たないことを

示ず ものである。

例5.L=(0,。 。)上 で 〆 が定嚢 され,保 測奥換



が群の性質

箔丁為鼠ハ殆(`,h寿)0)

が あつて,こ れが一パラメーター群に螢張 され,可 測

な流れを作るぼあいを考える。

定理8.・ ・例5に おいて,保 測癸換系{7't;～>0}

が エル≠一ド的であるための十分條件として
・(bT

、が 呂ルゴ詠 的で,〆 が(o,a。)上 の

LebeSgue測 度に勤 して絶響連籔であるば あい

(ii)Tlが 虞義混合型のばあい(〆 は任意う

(ii).のば あいには{Tl}は 臓 混合型系をなす"。

て盗萌)蜜 西貰忠氏の定理(紙 上談話會誌)に よれ

ぽ。 箔 が呂ルゴー ド的であれぽ,高 々可附番個の ～

を除いてTl嫁 ナペてエルまr・ド的となり・Tlが 貰

磯混合型であれぼ,す べてのZに対して 勾 ほ廣義混
、 ▲

合型となる。この詰果を §2の'箆 にあては吋.ればよ

い.、e

定理8は 實際の定堂過程にあてはめて考えると,面

白いことであるよ5に 思われろ。

彷徨エルゴード定理O蟹 張及び題用に關して,更 に

適営な機會に述べたいと息 うが,今 同はこれまでに と

めておく。
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最尤推定値の独立 牲及びその自由度の關係について(2)

坂 元 平 八

統計激理研究所

(昭 和22年12月20日 受理)

(I▼)最 尤揃竃値の猫定牲及びその自由度の開係

に獄て(一 般の楊合)

次 の様 な 有 意 性検定 は 正 鏡 周節 の理 論 で よ く起 る問

題 で あ る(y・}qd,x2ns… …tZK。),a=1,2,… …tn>k

を分脚 越 ゑ蜘 ♂)柵 鋤 ら坂ら

れ た大 い さnの 漂 本 とナ る る。 既 の 時a、,42,… …tar

が 如何 な る 値 を と る に 開 ら ずa・+ .1・a;+t,… …・aK

(rくK)が 夫 々 あ る 特定 の値ar+le,a,や20,… …,aKO

な る僅 を取 るや 否や といふ 候 親 を搬 定 した い場合 で あ

る 。 こ の場 合 も銘 三…節 の如 く

・で示され
,⑳ は同時分布法則ヵ:

と置 く事 にす る 。 こ ゝに 襲富(α!,硬,… …,α め とナ

る 。Ω をce)0,-GO〈apくao,P=1;2… …,Kな る

(K十1)次 元 の母数空間 と し ω をar÷1=a,tt。,a.+s

==ar+20,… …sdic=aKoな る(K-1■ 十1)ヲk元 の Ω の

部 分空間 で あ る とす る 。然 ち時 ∬oが検定 す べ き暇 詮

で あ る とす れ ば 」覧 に 眞 の 母 戴 が Ω空間 の 部 分 室 聞

ω の中 に 撰 は る とい ふ 假 読 に な る 。Hoを 検 定 す る爲

の 尤 度比 λ は

で輿へられる。今 λの値を求めろに第三節 と同様にし

て先づ最初に Ω空間 でP(919f,62)=.最 大 になる

母数8{及 びeΩtを 計算すると

で與さられる母集圏よりの標本望 と考へ られる。今尤
'

度函数を

亦同壕に ω空間 でP(1)?t,♂)か 最大になる母


